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Def. Zwei Metriken g und g auf einer Mannigfaltigkeit M sind
geodatisch dquivalent, falls sie gleiche (nichtparametrisierte) Geodaten

haben. (Bezeichnung: g g g)
Lagrange 1789: Radiale Projektion
f: 52 — R? bildet Geoditen

der I-Zlalbsphéire (GroBkreise)
auf Geodaten der Ebene (Geraden) ab.

Beltrami 1865 hat das Beispiel von Lagrange verbessert:
Fir jede Matrix A € SL(n + 1) fiihrt der Diffeomorphismus

a:5"— 85" a(x) = %

die Geodaten in Geodaten liber.
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» Diq,...,D,, seien die Bille
[ X X ]
> g; sei eine Riemannsche Metrik auf D; e X X

> X;: Di — Ry sodass 8 = S I1IXi0) = X090l Bi
b
> VX € Dj, X € Dj Xi(xi) # X;(%) 5
(i #J) g=% 11‘[i]‘[\(x,v—x.)\g-
» dim(D;) > 2 = X; = konst; i \"_jﬂﬁ,f#f e
P P;
»g®g
Levi-Civita 1896: Es gilt: > zwei geodétlsch é'qm-valente
Metriken kann man in der
Umgebung fast jedes Punktes
in diese Form bringen.




Wichtige Beobachtung:



Wichtige Beobachtung:

Die geodatisch dquivalenten Metriken g und g bestimmen die Daten



Wichtige Beobachtung:

Die geodatisch dquivalenten Metriken g und g bestimmen die Daten

(D;, g, X;). Tatsichlich, (1,1)-Tensor



Wichtige Beobachtung:

Die geodatisch dquivalenten Metriken g und g bestimmen die Daten

1
(D;, gi, X;). Tatsichlich, (1,1)-Tensor L := (g) g - (Z:g;) -




Wichtige Beobachtung:

Die geodatisch dquivalenten Metriken g und g bestimmen die Daten

1
(D;, gi, X;). Tatsichlich, (1,1)-Tensor L := (g) g - (Z:g;) -

sipr ()7 P1g1

o (gm) ™! Pmgm




Wichtige Beobachtung:

Die geodatisch dquivalenten Metriken g und g bestimmen die Daten

1
(D;, gi, X;). Tatsichlich, (1,1)-Tensor L := (g) g - (Z:g;) -

sipr ()7 P1g1

o (gm) ™! Pmgm

X1

X1

Xm

Xm




Wichtige Beobachtung:

Die geodatisch dquivalenten Metriken g und g bestimmen die Daten

1
(D;, gi, X;). Tatsichlich, (1,1)-Tensor L := (g) g - (Z:g;) -

sipr ()7 P1g1

Q

o (gm) ™! Pmgm

X1

X1

Xm

Xm




Wichtige Beobachtung:

Die geodatisch dquivalenten Metriken g und g bestimmen die Daten

1
(D, g, X;). Tatsichlich, (1,1)-Tensor L :=(g)"'g- (der(g)) "

1 —1
PGy

X1

X1

1
PmPm

(gm)71

det(g)

Pigi

Xm

Xm

Q

Pmgm

» Distributionen der
Eigenrdaume von L sind
integrabel und generieren
Blatterungen (fast iiberall)



Wichtige Beobachtung:

Die geodatisch dquivalenten Metriken g und g bestimmen die Daten

det(é)) w1

(D;, gi, X;). Tatsichlich, (1,1)-Tensor L := (g) g - (det(g)

_1
P1PL

(g1)™

1

X1

X1

1
PmPm

(gm)71

Pigi

Xm

Xm

Q

Pmgm

» Distributionen der

Eigenrdaume von L sind
integrabel und generieren
Blatterungen (fast iiberall)

» die Blatter sind lokal D;



Wichtige Beobachtung:

Die geodatisch dquivalenten Metriken g und g bestimmen die Daten

1
(D, g, X;). Tatsichlich, (1,1)-Tensor L :=(g)"'g- (der(g)) "

1 —1
PGy

X1

X1

det(g)

Pig1

ﬁ (gm)™?
>
X >

Xm

Q

Pmgm

Distributionen der
Eigenrdaume von L sind
integrabel und generieren
Blatterungen (fast iiberall)

die Blatter sind lokal D;

Die Funktionen X; sind
Eigenwerte von L






> g g Z geben uns paarweise
transversale (singulire)
Levi-Civita-Blatterungen By, ..., By,
auf M s.d.
dim(By) + - - - + dim(By,) = dim(M)



> g g Z geben uns paarweise
transversale (singulire)
Levi-Civita-Blatterungen By, ..., By,
auf M s.d.
dim(By) + - - - + dim(By,) = dim(M)

» Diese Blatterungen enthalten viel
Informationen iiber geodatisch
dquivalente Metriken.



> g g Z geben uns paarweise
transversale (singulire)
Levi-Civita-Blatterungen By, ..., By,
auf M s.d.
dim(By) + - - - + dim(By,) = dim(M)

» Diese Blatterungen enthalten viel
Informationen iiber geodatisch
dquivalente Metriken.

> Falls g %< g auf M gegeben sind,
konnen wir neue Beispiele von
geodatisch dquivalenten Metriken
konstruieren:



> g g Z geben uns paarweise
transversale (singulire)
Levi-Civita-Blatterungen By, ..., By,
auf M s.d.
dim(By) + - - - + dim(By,) = dim(M)

» Diese Blatterungen enthalten viel
Informationen iiber geodatisch
dquivalente Metriken.

> Falls g %< g auf M gegeben sind,
konnen wir neue Beispiele von
geodatisch dquivalenten Metriken
konstruieren: wir erhalten die
Blatterungen und dndern X; und g;.



> g £ Z geben uns paarweise
transversale (singuldre)
Levi-Civita-Blatterungen By, ..., Bn,
auf M s.d.

dim(By) + - - - + dim(By,) = dim(M)

Diese Blatterungen enthalten viel
Informationen iiber geodatisch
dquivalente Metriken.

Falls g %< g auf M gegeben sind,
koénnen wir neue Beispiele von
geodatisch dquivalenten Metriken
konstruieren: wir erhalten die
Blatterungen und dndern X; und g;.

Mégliche  Singularitaten
der Blatterungen in Dim 2
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Das Problem von Beltrami

Beltrami 1865: La seconda ... generalizzazione ...
del nostro problema, vale a dire: riportare i punti di
una superficie sopra un' altra superficie in modo che
alle linee geodetiche della prima corrispondano linee
geodetiche della seconda.

Ubersetzung: Man soll alle Paare von geodatisch dquivalenten Metriken
beschreiben.
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» M ist diffeomorph zu einer reduziblen Raumform:
diffeo ist diskret,
M %= 5"/g, sodass G € O(n+1) operiert frei auf S"
=G + G

oder

» dg auf M, sodass die Holonomiegruppe reduzibel ist.

Folgerung 1 (Topalov, M~ 2001): Jede geschlossene orientierte Fliche
mit nichtproportionalen g *<° g ist (homdomorph zu) S2 oder T2.
Folgerung 2 (M~ 2003): Jede geschlossene 3-Mannigfaltigkeit mit

nichtproportionalen g & g ist Lp q oder Seifertmannigfaltigkeit mit
Eulerzahl gleich 0.

(Lp,q — reduzible Raumform,

Seifertmannigfaltigkeit mit Eulerzahl 0 erlauben Metriken mit reduzibler
Holonomiegruppe .)
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Beweis der Folgerung 1: Trick

(Ist g &l g auf einer geschlossenen Fliche M? vom Geschlecht
> 2, so ist g = konst- g)

In Dimension 2 ist das Integral Iy

det(g)
det(g)

(@)= )gg(a,a).

Wegen der Eulercharakteristik gibt es ein xg, sodass (nach
Skalierung) g|x, = 8|x,- Wir nehmen g, # g, fiir ein x; an und
erhalten einen Widerspruch.
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tesimale Transformation gestatten.
Problem IlI: Man soll die Form des Bogenelementes einer jeden
Fldche bestimmen, deren geoditische Kurven mehrere infinitesi-
male Transformationen gestatten.

Def. Ein Vektorfeld auf einer (pseudo)riemannschen Mannigfaltigkeit ist
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Ubersetzung: Man soll alle 2-dim Metriken beschreiben, die

» Problem [: ein projektives Vektorfeld

» Problem II: mind. zwei linear unabhangige projektive Vektorfelder

gestatten.
Bsp: Die (flache) Ebene und die (runde) Sphire haben eine

8-dimensionale Lie-Algebra (s/(3)) von projektiven Vektorfeldern
(Beispiel von Beltrami).
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Satz (Bryant, Manno, M~) 2007: Hat eine Fliche (M?,g) von
nichtkonstanter Kriimmung mind. 2 linear unabhingige projektive
Vektorfelder, so gibt es Koordinaten in der Umgebung von fast jedem
Punkt, sodass die Metrik g wie unten ist:

1. Zwei projektive Vektorfelder:

1.1 1P x dx? 4 g,eP* dy?, wobei b€ R\ {~2,0,1} und
g e {-1,1} Konstanten sind,

12 a ( el b % ) wobei a € R\ {0},

(eP*Fez)2 +e 1eb><+€
be R\ {-2,0,1}, und ¢; € {—1,1} Konstanten sind, und

13 a( o | o 2) wobei a € R\ {0}, und € € {1, -1}
Konstanten sind.

2. Drei projektive Vektorfelder:

2.1 g1e¥dx? + 52exdy wobei ¢; € {—1,1} Konstanten sind,
3% i edy .
22 a ((:st 7+ 61(ex+8 )), wobei a € R\ {0}, ¢; € {-1,1}
Konstanten sind, und
dx? xdy? .
23 a ((CX+2X2+52)2X + 61(CX+2X}’2+82)), wobei a > 0, ¢; € {—1,1},
¢ € R Konstanten sind.




Beispiel zum 1. Problem von Lie: infinitesimale

Homothetie




Beispiel zum 1. Problem von Lie: infinitesimale

Homothetie

Def. Ein Vektorfeld heiBt eine infinitesimale Homothetie, falls
dessen Fluss die Metrik vervielfacht.



Beispiel zum 1. Problem von Lie: infinitesimale

Homothetie

Def. Ein Vektorfeld heiBt eine infinitesimale Homothetie, falls
dessen Fluss die Metrik vervielfacht.

Bsp. Vektorfeld 8% = (1, 0) ist eine infinitesimale Homothetie zur
Metrik e™ (E(y)dx? + F(y)dxdy + G(y)dy?).



Beispiel zum 1. Problem von Lie: infinitesimale

Homothetie

Def. Ein Vektorfeld heiBt eine infinitesimale Homothetie, falls
dessen Fluss die Metrik vervielfacht.

Bsp. Vektorfeld 8@ = (1, 0) ist eine infinitesimale Homothetie zur
Metrik e™ (E(y)dx? + F(y)dxdy + G(y)dy?).

Jede infinitesimale Homothetie ist offensichtlich ein projektives
Vektorfeld.
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Satz (M~ 2008): Eine Fliche (M?,g) habe ein projektives Vektorfeld,
aber keine infinitesimale Homothetie. Dann gibt es in der Umgebung von
fast jedem Punkt Koordinaten (x,y), eine Metrik g, die zu g geoditisch
aquivalent ist, und ein projektives Vektorfeld v, sodass

1 ds2 = (X(x) = Y(9))(Xa(x)dx® + Yi(y)dy?),v = & + £, sodass

L1 X(x) =3 Y() =5 %) = G- 55 ly) = <7
) —3Xx

1.2 X(x) =tan(x), Y(y) =tan(y), X1(x) = G - &

1.3 X(x)= G -e”%, Y(y) = e, Xi(x) = e¥, Yi(y) = £e¥.
2. ds2 = (Y(y)+x)dxdy, v =vi(x,y) £ + V2(y)6%, sodass
y=3 )
v =453 (X+f;;ei~£—3)2d£), vo = y2
20 Y = efi)\arctan(y) \/y >+1 +jy —3 arctan(¢) | \/_5;\*‘)12 df

_ 3 \/)7 y 32
21 Y =e» -5+ LR 3)2d§
Y

y—

— v E2+1
vy =2 23)\ <X+ f;(’) engarctan . (5_531')2 df) Vo= }/2 +1.

23 Y(y)=y", vi(x,y) =vx, va = y.
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Das Problem von Schouten und dessen Motivation

Schouten ’ E
b o

Mannigfaltigkeiten beschreiben, deren kontinuierliche Gruppe von

Geoditen-erhaltenden Transformationen grésser ist als die Gruppe der

Isometrien

1924: Man soll alle vollstindigen Riemannschen

Klein %8 :Erlanger Programm 1872: Es ist eine Mannigfaltigkeit

und in derselben eine Transformationsgruppe gegeben; man soll die der
Mannigfaltigkeit angehdrigen Gebilde hinsichtlich solcher Eigenschaften
untersuchen, die durch die Transformationen der Gruppe nicht geandert
werden.
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hat die Vermutung
unter den Annahmen
bewiesen, dass

> alles
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ist,

» und n> 3.




Plan der Lésung der Probleme von Lie und des Problems
von Schouten



Plan der Lésung der Probleme von Lie und des Problems

von Schouten

» Als System von PDE umschreiben.



Plan der Lésung der Probleme von Lie und des Problems

von Schouten

» Als System von PDE umschreiben.

» Wir erklaren dies fiir das 2. Problem von Lie



Plan der Lésung der Probleme von Lie und des Problems

von Schouten

» Als System von PDE umschreiben.

» Wir erklaren dies fiir das 2. Problem von Lie

» Das System von PDE analysieren.



Plan der Lésung der Probleme von Lie und des Problems

von Schouten

» Als System von PDE umschreiben.
» Wir erkldren dies fiir das 2. Problem von Lie
» Das System von PDE analysieren.

» Lokale Analyse fiir Probleme von Lie



Plan der Lésung der Probleme von Lie und des Problems

von Schouten

» Als System von PDE umschreiben.
» Wir erkldren dies fiir das 2. Problem von Lie
» Das System von PDE analysieren.

» Lokale Analyse fiir Probleme von Lie (Wir erkliren einen
naiven Zugang fiir das 2. Problem von Lie)



Plan der Lésung der Probleme von Lie und des Problems

von Schouten

» Als System von PDE umschreiben.

» Wir erklaren dies fiir das 2. Problem von Lie

» Das System von PDE analysieren.

» Lokale Analyse fiir Probleme von Lie (Wir erkliren einen
naiven Zugang fiir das 2. Problem von Lie)
> Globale
Analyse fiir Problem von Schouten



Plan der Lésung der Probleme von Lie und des Problems

von Schouten

» Als System von PDE umschreiben.

» Wir erklaren dies fiir das 2. Problem von Lie

» Das System von PDE analysieren.

» Lokale Analyse fiir Probleme von Lie (Wir erkliren einen
naiven Zugang fiir das 2. Problem von Lie)

> Globale (wenn die Mannigfaltigkeit geschlossen oder
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Also, der projektive Zusammenhang ist metrisch <= das System
() hat eine nichttriviale Lésung.

Um 2. Problem von Lie zu I6sen, muss man alle Konstanten

A, B, C, D finden, sodass das PDE System (*) mit
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Das ist eine algorithmisch losbare Aufgabe

(Falls wir multiplizieren, addieren und ableiten kénnen).
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