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Definition und klassische Beispiele
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Beltrami 1865 hat das Beispiel von Lagrange verbessert:
Für jede Matrix A ∈ SL(n + 1) führt der Diffeomorphismus

a : Sn → Sn, a(x) := A(x)
|A(x)|

die Geodäten in Geodäten über.
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ḡ :=
P
i

1

Xi

Y
α

1

Xα| {z }
ρi

Y
j 6=i

|(Xi − Xj )|| {z }
Pi

gi

Levi-Civita 1896: Es gilt:

◮ g
g.ä.∼ ḡ



Beispiel von Levi-Civita

◮ D1, . . . ,Dm seien die Bälle

◮ gi sei eine Riemannsche Metrik auf Di

◮ Xi : Di → R>0 sodass

◮ ∀xi ∈ Di , xj ∈ Dj Xi (xi ) 6= Xj(xj)
(i 6= j)

◮ dim(Di ) ≥ 2 =⇒ Xi = konsti

D
1

g
1

Dm

g
m

X
1

X
m

g :=
P
i

Y
j 6=i

|(Xi (xi ) − Xj (xj ))|| {z }
Pi

gi
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◮ g
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(Di , gi , Xi ). Tatsächlich, (1, 1)-Tensor L := (ḡ)−1g ·
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det(g)

) 1
n+1

=

0BBBBBBBBBBBBBBBBB�
.
.

1
ρ1P1

(g1)−1

.

.

. . .
.
.

1
ρmPm

(gm)−1

.

.

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

.

.

P1g1
.
.

. . .
.
.

Pmgm
.
.

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA · ∏

α

1
Xα

=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
X1

. . .

X1

. . .

Xm

.
. .

Xm

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA



Wichtige Beobachtung:
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det(g)

) 1
n+1

=

0BBBBBBBBBBBBBBBBB�
.
.

1
ρ1P1

(g1)−1

.

.

. . .
.
.

1
ρmPm

(gm)−1

.

.

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

.

.

P1g1
.
.

. . .
.
.

Pmgm
.
.

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA · ∏

α

1
Xα

=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
X1

. . .

X1

. . .

Xm

.
. .

Xm

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
◮ Distributionen der
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g.ä.∼ ḡ geben uns paarweise

transversale (singuläre)
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Mögliche Singularitäten
der Blätterungen in Dim 2
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Das Problem von Beltrami

Beltrami 1865: La seconda . . . generalizzazione ...
del nostro problema, vale a dire: riportare i punti di
una superficie sopra un’ altra superficie in modo che
alle linee geodetiche della prima corrispondano linee
geodetiche della seconda.

Übersetzung: Man soll alle Paare von geodätisch äquivalenten Metriken
beschreiben.
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g.ä.∼ ḡ
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◮ M ist diffeomorph zu einer reduziblen Raumform:

M
diffeo≈ Sn/G , sodass G ∈ O(n + 1)







ist diskret,

operiert frei auf Sn

= G1 + G2

oder
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Gegeben sei g , ḡ auf Mn man konstruiere−−−−−−−−−−→ L := ḡ−1g
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Gegeben sei g , ḡ auf Mn man konstruiere−−−−−−−−−−→ L := ḡ−1g ·
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g.ä.∼ ḡ , so sind ∀t1, t2 ∈ R die Funktionen Iti kommutierende

Integrale für den geodätischen Fluss von g (d.h. für die Hamiltonsche
Funktion H(ξ) := g(ξ, ξ))



Integrable Systemen in Theorie von geod. äquiv. Metriken
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≥ 2, so ist g = konst · ḡ )

In Dimension 2 ist das Integral I0

I0(ξ) :=

(
det(g)

det(ḡ)

) 2
3

ḡ(ξ, ξ).

Wegen der Eulercharakteristik gibt es ein x0, sodass (nach
Skalierung) g|x0

= ḡ|x0
. Wir nehmen g|x1

6= ḡ|x1
für ein x1 an und

erhalten einen Widerspruch.
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Fläche bestimmen, deren geodätische Kurven mehrere infinitesi-
male Transformationen gestatten.

Def. Ein Vektorfeld auf einer (pseudo)riemannschen Mannigfaltigkeit ist
projektiv, falls dessen Fluss die (nichtparametrisierten) Geodäten erhält.
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◮ Problem I: ein projektives Vektorfeld

◮ Problem II: mind. zwei linear unabhängige projektive Vektorfelder

gestatten.

Bsp: Die (flache) Ebene und die (runde) Sphäre haben eine

8-dimensionale Lie-Algebra (sl(3)) von projektiven Vektorfeldern

(Beispiel von Beltrami).
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Satz (Bryant, Manno, M∼) 2007: Hat eine Fläche (M2, g) von
nichtkonstanter Krümmung mind. 2 linear unabhängige projektive
Vektorfelder, so gibt es Koordinaten in der Umgebung von fast jedem
Punkt, sodass die Metrik g wie unten ist:

1. Zwei projektive Vektorfelder:

1.1 ε1e
(b+2) x dx2 + ε2e

b x dy2, wobei b ∈ R \ {−2, 0, 1} und
εi ∈ {−1, 1} Konstanten sind,

1.2 a
(

e(b+2) xdx2

(eb x+ε2)2 + ε1
eb xdy2

eb x+ε2

)

, wobei a ∈ R \ {0},
b ∈ R \ {−2, 0, 1}, und εi ∈ {−1, 1} Konstanten sind, und

1.3 a
(

e2 xdx2

x2 + ε dy2

x

)

, wobei a ∈ R \ {0}, und ε ∈ {1,−1}
Konstanten sind.

2. Drei projektive Vektorfelder:

2.1 ε1e
3xdx2 + ε2e

xdy2, wobei εi ∈ {−1, 1} Konstanten sind,

2.2 a
(

e3xdx2

(ex+ε2)2 + ε1
exdy2

(ex+ε2)

)

, wobei a ∈ R \ {0}, εi ∈ {−1, 1}
Konstanten sind, und

2.3 a
(

dx2

(cx+2x2+ε2)2x
+ ε1

xdy2

(cx+2x2+ε2)

)

, wobei a > 0, εi ∈ {−1, 1},
c ∈ R Konstanten sind.
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Beispiel zum 1. Problem von Lie: infinitesimale
Homothetie

Def. Ein Vektorfeld heißt eine infinitesimale Homothetie, falls
dessen Fluss die Metrik vervielfacht.

Bsp. Vektorfeld ∂

∂x
= (1, 0) ist eine infinitesimale Homothetie zur

Metrik eλx
(
E (y)dx2 + F (y)dxdy + G (y)dy2

)
.

Jede infinitesimale Homothetie ist offensichtlich ein projektives
Vektorfeld.
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Satz (M∼ 2008): Eine Fläche (M2, ḡ) habe ein projektives Vektorfeld,
aber keine infinitesimale Homothetie. Dann gibt es in der Umgebung von
fast jedem Punkt Koordinaten (x , y), eine Metrik g, die zu ḡ geodätisch
äquivalent ist, und ein projektives Vektorfeld v , sodass

1. ds2
g = (X (x) − Y (y))(X1(x)dx2 + Y1(y)dy2), v = ∂

∂x
+ ∂

∂y
, sodass

1.1 X (x) = 1
x
, Y (y) = 1

y
, X1(x) = C1 · e−3x

x
, Y1(y) = e−3y

y
.

1.2 X (x) = tan(x), Y (y) = tan(y), X1(x) = C1 · e−3λx

cos(x) ,

Y1(y) = e−3λy

cos(y) .

1.3 X (x) = C1 · eνx , Y (y) = eνy , X1(x) = e2x , Y1(y) = ±e2y .

2. ds2
g = (Y (y) + x)dxdy , v = v1(x , y) ∂

∂x
+ v2(y) ∂

∂y
, sodass

2.1 Y = e
3
2y ·

√
y

y−3 +
∫ y

y0
e

3
2ξ ·

√
ξ

(ξ−3)2 dξ,

v1 = y−3
2

(

x +
∫ y

y0
e

3
2ξ ·

√
ξ

(ξ−3)2 dξ
)

, v2 = y2.

2.2 Y = e−
3
2 λ arctan(y) ·

4
√

y2+1

y−3λ +
∫ y

y0
e−

3
2 arctan(ξ) ·

4
√

ξ2+1

(ξ−3λ)2 dξ,

v1 = y−3λ
2

(

x +
∫ y

y0
e−

3
2 λ arctan(ξ) ·

4
√

ξ2+1

(ξ−3λ)2 dξ

)

, v2 = y2 + 1.

2.3 Y (y) = yν , v1(x , y) = νx , v2 = y .
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Schouten 1924: Man soll alle vollständigen Riemannschen

Mannigfaltigkeiten beschreiben, deren kontinuierliche Gruppe von
Geodäten-erhaltenden Transformationen grösser ist als die Gruppe der
Isometrien

Klein :Erlanger Programm 1872: Es ist eine Mannigfaltigkeit

und in derselben eine Transformationsgruppe gegeben; man soll die der
Mannigfaltigkeit angehörigen Gebilde hinsichtlich solcher Eigenschaften
untersuchen, die durch die Transformationen der Gruppe nicht geändert
werden.
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affinen Transformationen, ist isometrisch zu einer runden Sphäre.



Lösung des Problems von Schouten

Ich habe (2005) die Vermutung von Lichnerowicz bewiesen:
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Geodäten-erhaltenden Transformationen grösser ist als die Gruppe der
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affinen Transformationen, ist isometrisch zu einer runden Sphäre.
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Geodäten-erhaltenden Transformationen grösser ist als die Gruppe der
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konstant ist.

Solodovnikov (1956)
hat die Vermutung
unter den Annahmen
bewiesen, dass

◮ alles
reell-analytisch
ist,



Lösung des Problems von Schouten

Ich habe (2005) die Vermutung von Lichnerowicz bewiesen:

Jede vollständige einfach zusammenhängende Riemannsche
Mannigfaltigkeit, deren zusammenhängende Lie-Gruppe von
Geodäten-erhaltenden Transformationen grösser ist als die Gruppe der
affinen Transformationen, ist isometrisch zu einer runden Sphäre.

Frankreich
(Lichnerowicz)

Japan
(Yano, Obata, Tanno)

Sowjetunion
(Raschewskii)

Couty (1961) hat die
Vermutung unter der
Annahme bewiesen,
dass g Einstein oder
Kähler ist.

Yamauchi (1974)
hat die Vermutung
unter der Annahme
bewiesen, dass die
Skalarkrümmung
konstant ist.

Solodovnikov (1956)
hat die Vermutung
unter den Annahmen
bewiesen, dass

◮ alles
reell-analytisch
ist,

◮ und n ≥ 3.



Plan der Lösung der Probleme von Lie und des Problems
von Schouten



Plan der Lösung der Probleme von Lie und des Problems
von Schouten

◮ Als System von PDE umschreiben.



Plan der Lösung der Probleme von Lie und des Problems
von Schouten

◮ Als System von PDE umschreiben.
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Plan der Lösung der Probleme von Lie und des Problems
von Schouten

◮ Als System von PDE umschreiben.

◮ Wir erklären dies für das 2. Problem von Lie

◮ Das System von PDE analysieren.

◮ Lokale Analyse für Probleme von Lie (Wir erklären einen
naiven Zugang für das 2. Problem von Lie)

◮ Globale (wenn die Mannigfaltigkeit geschlossen oder
vollständig ist) Analyse für Problem von Schouten
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def
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g die Lösungen des

folgenden PDE-Systems sind.

(∗)







∂a11

∂x
+ 2K0a12 − 2/3K1a11 = 0

2 ∂a12

∂x
+ ∂a11

∂y
+ 2K0a22 + 2/3K1a12 − 4/3K2a11 = 0

∂a22

∂x
+ 2 ∂a12

∂y
+ 4/3K1a22 − 2/3K2a12 − 2K3a11 = 0

∂a22

∂y
+ 2/3K2a22 − 2K3a12 = 0
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wächst schneller als Anzahl von neuen Unbekannten:

0 1 2 3 4 ...
Anzahl von Gleichungen 4 8 12 16

Anzahl von neuen Unbekannten 6 9 12 15
Differenz -2 -1 0 1

.



Schema:

Das System (∗) besteht aus 4 Gleichungen in 3 Unbekannten. Wir leiten
die Gleichungen mehrmals ab und betrachten die Ableitungen von
Unbekannten als neue Unbekannten. Anzahl von neuen Gleichungen
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wächst schneller als Anzahl von neuen Unbekannten:

0 1 2 3 4 ...
Anzahl von Gleichungen 4 8 12 16 20 ...

Anzahl von neuen Unbekannten 6 9 12 15 18 ...
Differenz -2 -1 0 1 2 ...

Da das System (∗) linear ist, kann man es nach k Schritten in
Matrixform Akuk = 0 schreiben, wobei die Einträge von uk die alten
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1. Problem von Lie:
Benutzt lokale Beschreibung
von 2-dimensionalen Metriken,
die quadratische Integrale ge-
statten



Methode der Lösung des 1. Problem von Lie und des
Problems von Schouten

Rechnerisch sind diese Probleme viel aufwendiger —
Computer-Beweis ist nicht mehr möglich.
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singuläre Punkte von
Levi-Civita’scher Blätterung)
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