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Def. Zwei Metriken g und g auf einer Mannigfaltigkeit M sind
geodatisch dquivalent, falls sie gleiche (nichtparametrisierte) Geodaten

haben. (Bezeichnung: g &d g)
Lagrange 1789: Radiale Projektion
f: 52 — R? bildet Geoditen

der I-ialbsphéire (GroBkreise)
auf Geodaten der Ebene (Geraden) ab.

Beltrami 1865 hat das Beispiel von Lagrange verbessert:

Fiir jede Matrix A € SL(n+ 1) fiihrt der Diffeomorphismus
. _ A

a: S"— S”, ‘.a(x) = ﬁ

die Geodaten in Geodaten iiber.
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In Dimension 2 sind die Balle im Levi-Civita-
Theorem Intervalle, also — x ID —

U(p) = (~=.2) x (—=.e)

x y

Dini& 1869: Es gilt:

g.d. X(x)-Y x2 dy®
> (X() — Y())(dx + dy?) 5 Xehxl) (e g 9

» zwei geodatisch dquivalente Metriken auf der Flache kann man in
der Umgebung fast jedes Punktes in diese Form bringen.

u(p)



Wichtige Beobachtung:



Wichtige Beobachtung:

Die geodatisch dquivalenten Metriken g und g bestimmen die Daten

(D,’, gir Xl)



Wichtige Beobachtung:

Die geodatisch dquivalenten Metriken g und g bestimmen die Daten

(D;, gi, X;). Tatsdchlich, (1,1)-Tensor



Wichtige Beobachtung:

Die geodatisch dquivalenten Metriken g und g bestimmen die Daten

1
(D;, gi, X;). Tatsichlich, (1,1)-Tensor L := (g) g - (Z:;Eg) "




Wichtige Beobachtung:

Die geodatisch dquivalenten Metriken g und g bestimmen die Daten

1
(D;, gi, X;). Tatsichlich, (1,1)-Tensor L := (g) g - (Z:;Eg) "

oy (@)™ Pigi

Pmle (gm)71 ngm




Wichtige Beobachtung:

Die geodatisch dquivalenten Metriken g und g bestimmen die Daten

1
(D;, gi, X;). Tatsichlich, (1,1)-Tensor L := (g) g - (Z:;Eg) "

oy (@)™ Pigi

Pmle (gm)71 ngm

X1

Xy

Xm

Xm




Wichtige Beobachtung:

Die geodatisch dquivalenten Metriken g und g bestimmen die Daten

1
(D;, gi, X;). Tatsichlich, (1,1)-Tensor L := (g) g - (Z:;Eg) "

oy (@)™ Pigi

Q

Pmle (gm)71 ngm

X1

Xy

Xm

Xm




Wichtige Beobachtung:

Die geodatisch dquivalenten Metriken g und g bestimmen die Daten

1
(D;, gi, X;). Tatsichlich, (1,1)-Tensor L := (g) g - (Z:;Eg) "

oy (@)™ Pigi

Q

Pmle (gm)71 ngm

X1 » Distributionen der
Eigenrdume von L sind

x integrabel und generieren
Blitterungen (fast iiberall)

Xm

Xm




Wichtige Beobachtung:

Die geodatisch dquivalenten Metriken g und g bestimmen die Daten

det(g)) w1

(D;, gi, X;). Tatsichlich, (1,1)-Tensor L := (g) g - (det(g)

_1
P1P1

(&)t

1
PmPm

(gm)71

X1

Xy

Pig1

Xm

Xm

Q

Prngm

» Distributionen der

Eigenrdume von L sind
integrabel und generieren
Blitterungen (fast iiberall)

» die Blatter sind lokal D;



Wichtige Beobachtung:

Die geodatisch dquivalenten Metriken g und g bestimmen die Daten

1
(D;, gi, X;). Tatsichlich, (1,1)-Tensor L := (g) g - (Z:;Eg) "

oy (@)™ Pigi

Q

Pmle (gm)71 ngm

X1 » Distributionen der
Eigenrdume von L sind
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_ _ Blitterungen (fast iiberall)

., » die Blatter sind lokal D;

» Die Funktionen X; sind
Eigenwerte von L
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Das Problem von Beltrami

Beltrami 1865: La seconda . ..generalizzazione ...
del nostro problema, vale a dire: riportare i punti di
una superficie sopra un' altra superficie in modo che
alle linee geodetiche della prima corrispondano linee
geodetiche della seconda.

Ubersetzung: Man soll alle Paare von geoditisch dquivalenten Metriken
beschreiben.
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(Ist g &l g auf einer geschlossenen Fliche M? vom Geschlecht
> 2, so ist g = konst- g)

In Dimension 2 ist das Integral o

det(g)
det(g)

@)= ( >§§(§,§).

Wegen der Eulercharakteristik gibt es ein xp, sodass (nach
Skalierung) gjx, = &|x,- Wir nehmen g, # g, fiir ein x; an und
erhalten einen Widerspruch.
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Transformationen gestatten.

Ubersetzung: Man soll alle 2-dim Metriken beschreiben, die mind. 2
projektive Vektorfelder gestatten.

Def. Ein Vektorfeld auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist
projektiv, falls dessen Fluss die (nichtparametrisierten) Geoditen erhilt.

Bsp: Die (flache) Ebene und die (runde) Sphére haben eine
8-dimensionale Lie-Algebra (s/(3)) von projektiven Vektorfeldern
(Beispiel von Beltrami).
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Satz (Bryant, Manno, M~) 2007: Hat eine Fliche (M?,g) von
nichtkonstanter Kriimmung mind. 2 linear unabhingige projektive
Vektorfelder, so gibt es Koordinaten in der Umgebung von fast jedem
Punkt, sodass die Metrik g wie unten ist:

1. Zwei projektive Vektorfelder:

1.1 1P x dx? 4 g,eP* dy?, wobei b€ R\ {~2,0,1} und
g e {-1,1} Konstanten sind,

12 a ( el b % ) wobei a € R\ {0},

(eP*Fez)2 +e 1eb><+€
be R\ {-2,0,1}, und ¢; € {—1,1} Konstanten sind, und

13 a( o | o 2) wobei a € R\ {0}, und € € {1, -1}
Konstanten sind.

2. Drei projektive Vektorfelder:

2.1 g1e¥dx? + 52exdy wobei ¢; € {—1,1} Konstanten sind,
3% i edy .
22 a ((:st 7+ 61(ex+8 )), wobei a € R\ {0}, ¢; € {-1,1}
Konstanten sind, und
dx? xdy? .
23 a ((CX+2X2+52)2X + 61(CX+2X}’2+82)), wobei a > 0, ¢; € {—1,1},
¢ € R Konstanten sind.
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Das Problem von Schouten und dessen Motivation

Schouten ’ B 1924: Man soll alle vollstindigen Riemannschen

bl |
Mannigfaltigkeiten beschreiben, deren kontinuierliche Gruppe von
Geoditen-erhaltenden Transformationen grésser ist als die Gruppe der
Isometrien

Klein %8 :Erlanger Programm 1872: Es ist eine Mannigfaltigkeit

und in derselben eine Transformationsgruppe gegeben; man soll die der
Mannigfaltigkeit angehdrigen Gebilde hinsichtlich solcher Eigenschaften
untersuchen, die durch die Transformationen der Gruppe nicht geandert
werden.

4. Problem von Hilbert _ 1900: Wie lassen sich die Metriken

charakterisieren, in denen alle Geraden Geoditen sind?
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Losung des Problems von Schouten
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(Milka 1968)

fir jede  Kante
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Toponogov Globalisation Theorem:

Aquivalenz von Definitionen: (Burago-Gromov-Perelman 1992)
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n-Mannigfaltigkeit mit K > 0.

2- dim Analog: A

In dim n > 3 kann man polyedrische n-Mannigfaltigkeiten mit
K > 0 konstruieren, die zur Oberflache keines (n+1)-Polyeders
isometrisch sind.
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(M3, d) polyedrisch, K > 0.
Dann: Ve >0V0<s<1

3 eine glatte Struktur und eine
Riemannsche Metrik g mit nicht-

negativer Schnittkrimmung auf
M3, sodass

(i) (M3,d,) ist e-nahe zu
(M3,d) in der
C%—Topologie.

Eine Kante ist wesentlich, falls die Summe
der dihedralen Winkel um die Kante < 27.
Eine Ecke ist wesentlich, falls sie ein End-
punkt von mind. 3 wesentlichen Kanten ist.

(iv) Gibt es eine wesentliche Ecke, so kann
man die Metrik g so wahlen, dass sie
positive Schnittkrimmung hat.
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(Alexandrov, Gauss) In Dimension 2 gilt der Hauptsatz (bzw. Analogon
davon): Die Metrik in der roten und in der blauen Umgebungen ist
_ bereits Riemannsch:

Die Metrik in der griinen
Umgebung  ist isometrisch
zu der Metrik in der Um-
gebung der Spitze des
Kegels und kann zu einer
~Kappe" abgerundet werden.

T
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Mannigfaltigkeiten mit minima- mit K > 0 auch eine starke topologische
lem Volumen, etc.) (Thurston, Bedingung? (Alexandrov, Cheeger)

S. Matveev, Freedman)

Untersuchung von Orbifolds (Boileau, Leeb, Porti, WeiB)

Folgerung Sei (M, d) eine geschlossene polyedrische 3-Mannigfaltigkeit mit
K > 0.

Dann gilt: die Mannigfaltigkeit ist homéomorph zum Quotientenraum von S3,
52 xR oder R? bzgl. einer freien Wirkung einer diskreten Untergruppe der Iso-
metriegruppe der Standard-Metrik. Ferner gilt: Die Existenz einer wesentlichen
Ecke impliziert, dass S* die Uberlagerung von M ist.

Beweis: Hauptsatz = Existenz einer Riemannschen Metrik mit Schnitt-

Hamilton’scher. Ricci-Fluss
——

kriimmung > 0 die Mannigfaltigkeit M ist wie in der

Folgerung.
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Wie kann man einen geometrischen Fluss (z.B. Ricci-Fluss) auf einer
stiickweise-Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, d) definieren?
Vorschlag (Gromov 1986):

» Man betrachte eine Folge g, von Riemannschen Metriken, die g
approximieren: d,, "— d, und
» den Ricci-Fluss g}, der Metriken g,.

» Hoffnung:

> g! konvergiert gegen eine Metrik g, und
» das Ergebnis hangt nicht von der Wahl der Approximationen

g, ab.

Funktioniert, falls man die untere Schranke der Kriimmung von g,
kontrollieren kann (Simon, 2002 — 2006).
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Kombinatorische Motivation: Triangulierungen von

Mannigfaltigkeiten

Luo Feng, Walkup, Lutz, Sullivan, Kiihnel, Banchoff, Panov.

Mégliche Frage: Was ist die einfachste Triangulierung einer
gegebenen Mannigfaltigkeit?

Moglicher Weg, die Frage zu studieren: jede triangulierte
Mannigfaltigkeit hat eine kanonische polyedrische Metrik: wir
glauben, dass alle Simplexe reguldr sind. Dann sind die
Verklebungsabbildungen automatisch isometrisch.
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Satz (Lutz/Sullivan — — —  Shevchishin/M~.).

Sei M eine triangulierte geschlossene 3-Mannigfaltigkeit. Angenommen,
dass fiir jede Kante der Triangulierung die Anzahl der Simplexe, die diese
Kante enthalten, héchstens 5 ist. Dann ist S® die universelle
Uberlagerung von M.

Beweis: Der dihedrale Winkel des reguldren Tetraeders ist

2T
1 ~ 70.53—.
arccos(1/3) ~ 70.53 360

Weil jede Kante in hochstens 5 Simplexen liegt, ist die Summe der

Winkel um jede Kante hdchstens

2m
5 x arccos(1/3) ~ 352.66% < 2.
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Schema des Beweises

» Wir zeigen, dass man die Mannigfaltigkeit in der Klasse von
polyedrischen Mannigfaltigkeiten mit K > 0 ein biBchen storen
kann, sodass alle Polyeder Tetraeder sind und alle Kanten
wesentlich sind.

Methoden: Alexandrov Theorem 4+ Kombinatorik
Funktioniert nicht in Dimensionen > 3 (Cheeger—Kiihnel,
Banchoff, Panov)

» Wir ersetzen jedes Tetraeder durch ein sphéarisches Tetraeder mit
kleiner Kriimmung und benutzen dann konvexe Analysis, um die
Kanten/Ecken zu glitten.
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Def. Integrable Systeme mit Freiheitsgrad 2 ist (M* w, F1, F;), wobei
» M eine geschlossene differenzierbare Mannigfaltigkeit ist,

> w eine geschlossene (dw = 0) nichtausgeartete
(Vv # 0 w(v, *) # 0) schiefsymmetrische Form auf M ist,

> F1,Fy 0 M — R kommutieren (=erfiillen
OF, ijOF _
{FI;F2}w—ZaX(1 asz—o)
» und dFy, dF; linear unabhingig sind.
Sei F: M — R?, F(x) = (Fi(x), F2(x)).
Liouville Theorem (Arnold } 1956) Fiir fast alle p € R? ist jede
>

Zusammenhangskomponente von F~1(p) zum T2 diffeomorph.
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Analog fiir integrable Systeme

Auf jeder Mannigfaltigkeit gibt es eine
Funktion.

Auf jeder symplektischen Mannigfaltig-
keit gibt es ein integrables System.

Man kann sie stéren und eine Morse-
Funktion f bekommen.

Nicht immer, aber manchmal auch:
man bekommt ein integrables System mit
nichtausgearteten singuldren Punkten.

Es gibt endlich viele Typen von sin-
guldren Punkten.

Es gibt 4 Typen von singuldren Punkten
(Elliason 1992): center-center, center-
saddle, saddle-saddle, focus-focus.
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» Der Computer zihlt alle
CW-Kompexe mit diesen
Eigenschaften auf.
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