> Neues Thema: Konvexgeometrie
» Definitionen
» Schwerpunkt

» Konvexe Hiille und Satz iiber Aquivalenz von zwei Definitionen



Konvexe Mengen

Def. Eine Teilmenge A C R" heiBt konvex, wenn sie mit je zwei Punkten
X, y auch stets deren Verbindungsstrecke

Xy ={x+t-xy|0<t<1}={(1-t)x+1ty|0<t<1} enthilt.

konvex nicht konvex



Der Durchschnitt von konvexen Mengen ist konvex.

Beweis. Wir betrachten konvexe Mengen K, a € A; wir miissen
zeigen, dass [ ¢4 Ko konvex ist, d.h. wir miissen zeigen, dass
Naca Ko mit je zwei Punkten x, y die ganze Strecke Xy enthilt.
Angenommen, die Punkte x, y liegen im Durschnitt der konvexen
Mengen K,, a € A. Dann liegt auch die Strecke Xy in allen K,,.
Deswegen liegt diese Strecke im Durchschnitt (. 4 Ka O



Drei Definitionen der konvexen Hiille und Aquivalenzsatz:

Def. (a) Die konvexe Hiille von A ist die Menge

convi)(A) == {Axa + o F X [ AL+ F A =1,0 > 0,x € AL
Def. (b) Die konvexe Hiille von A ist der Durchschnitt von allen
konvexen Mengen, die A enthalten:

conv(p)(A) = ﬂ C.

cDA
C ist konvex

Satz (iiber der konvexen Hiille). Die Definitionen (a), (b) sind
dquivalent: ist eine Menge eine konvexe Hiille nach einer Definition, so ist
sie auch eine konvexe Hiille nach den anderen Definitionen.

Vor dem Beweis machen wir Exkurs zum Thema “Schwerpunkt”; in
Hausaufgaben werden Sie die Schwerkpunktmethode in der
Elementargeometrischen Aufgaben anwenden.



Exkurs: Schwerpunkt

Seien xq, ..., x, Punkte des Raumes R”, und my, ..., m € R>¢, so dass
mind. ein m; > 0.

Def. Der Schwerpunkt von xg, ..., x, mit MassEn my, ..., mg ist der
k
Punkt a + ﬁ > m;ax, = a+ ﬁ > mi(xi — a).
Lemma 26 Schwerpunkt hdngt nicht von der Wahl des Punktes a ab.
Beweis.

Z mZmbx, = a—i—%—&—zk mbx,
=1 =1



Bemerkung. Die Eigenschaft ,Schwerpunkt zu sein" ist eine
affine Eigenschaft: ist F : R” — R™ eine affine Abbildung, dann ist
der Schwerpunkt von F(xi), ..., F(xx) (mit Massen my, ..., my) das
Bild des Schwerpunktes von xi, ..., xx (mit denselben Massen

my, ..., my). In der Tat, sei F(x) = Ax + b fiir eine m x n-Matrix A
und b € R™. Dann gilt:

F(x)— F(y)=Ax+b—Ay —b=A(x—y) (*)

Wir setzen (x) in die Definition des Schwerpunktes von
F(x1),..., F(xx) (mit Massen my, ..., my und “Anfangspunkt”
a = F(0)) ein und erhalten: ~

+ s Sica mi(F () — F(0)

(*) 1 koo ) — 1 koo
2 b T mi(AG = 0) = b+ A (st S mixi)

—

Schwerpunkt von xi, ..., Xk



Lemma 27. Seien x1, ..., xx und yi, ..., y, Punkte; my, ..., my,, my,, ...,
m,, die Massen, s.d. m,, + ...+ m,, > 0und m,, + ... +m, > 0. Der
Schwerpunkt von xi, ..., Xk sei Sx. Der Schwerpunkt von yi, ..., y, sei S,.
Dann gilt: Der Schwerpunkt von dem Punktepaar S; und S, mit Massen
S my und S7_, my, ist gleich dem Schwerpunkt der Punkte

X1 ooy Xks Y1, ---, ¥ Mit Massen my, ..., my,, my,, ..., m,,.

Beweis. Wir berechnen die beiden Schwerpunkte und stellen fest, dass
sie zusammenfallen. Nach Lemma 26 kdnnen wir einen beliebigen Punkt
als den Punkt a in der Formel

1 r
a+t =k +Zmy/‘yj (*)
=

Die1 My + Zj:l my,

wahlen; wir nehmen a = S,. Da S, Schwerpunkt von xq, ..., X ist, ist
1 k ’ : A
Sct s > in1 My Sexi = Sy, folglich = 0.

i=1 "X

Dann ist die ist (*) gleich

r

1
Set —

—
- my, S,y
Zi:l my; + Zj:l My, \ j=1



Wenn wir den Schwerpunkt von y, ..., y, berechnen, bekommen wir

L
S, =5+ Zmyj «Yj, also 5.5, = Zmyj Vi,

lefjl leJJl

und deswegen

,

1 : - Zj:l my; —=

k r Z mijxyj = k r SXSV'
Dy M + Zj:l My, \ j=1 D ey M + Zj:l my;

Dann ist die Formel (x) gleich
TiaM g, Xa™ g
k 3 xJys
Doicy M + 20y my, Dy M + 20y my,

und dies ist die Formel fiir den Schwerpunkt der zwei Punkte S, S, mit
Massen S | m,, >ie1 My, O

S+



Beispiel: Schwerpunkt eines Dreiecks

Folgerung. Man betrachte die Eckpunkte a, b, ¢ eines Dreiecks mit
Massen m, = 1, mp = 1, m. = 1. Dann ist der Schwerpunkt der
Schnittpunkt der Seitenhalbierenden. Ferner gilt: der Schnittpunkt teilt
die Seitenhalbierenden im Verhiltnis 1 : 2.

Beweis. Wir nehmen k =2, x; = a,x, = b und
r=1,y; =c. Dannist S, = ﬁll(a—i—b) = 1(a+
b). Wir sehen, dass S, der Mittelpunkt der Seite
ab ist, deswegen ist S,c eine Seitenhalbierende.

a= x717 S x b=x2
Offensichtlich ist S, = 1c = c.
Dann ist nach Lemma 26 (wir nehmen Sy als FuBpunkt)

S=S+57 (255 +1.55) = 5.+ 153,
Wir sehen, dass der Schwerpunkt auf der Seitenhalbierenden die vom
Punkt ¢ ausgeht liegt, und dass er die Seitenhalbierende im Verhaltnis
1: 2 teilt. Analog zeigt man, dass der Schwerpunkt auch auf allen
anderen Seitenhalbierenden liegt (und sie im Verhéltnis 1 : 2 teilt).
Deswegen ist der Schwerpunkt der Schnittpunkt der
Seitenhalbierenden, O



Schwerpunkt versus konvexe Kombination:

Def. Seien xq,...,x,x € R" und A1,..., Ax € Rs.d. A\; > 0 und
Zf-‘zl A;j = 1. Die konvexe Kombination von xi, ..., xx mit
Koeffizienten A1, ..., Ax ist der Punkt Zf-;l AiX;.

Einfach zu sehen: ein Schwerpunkt mit Massen my, so dass
> my =1 ist eine konvexe Kombination.

In der Tat, als Punkt a kdnnen wir nach Lemma 26 den Punkt 0

nehmen.
Dann gilt: Sy := %m Zf-;l m;x;, und das ist Definition der
i=1 i

konvexen Kombination.
Sei Sy ein Schwerpunkt von xi, ..., xx mit Massen
my, ..., mx € R>g, so dass mind. ein m; > 0. Dann ist S eine

konvexe Kombination von xi, ..., X, mit Koeffizienten 4, ..., 7k,

wobei M := Zf-;l m.



Beweis des Satzes iiber der konvexen Hiille:

COI‘IV(a) = conv(b)

Wir beweisen zuerst das folgende Lemma.

Lemma 28. Eine Menge A C R” ist genau dann konvex, wenn fiir
alle k € N, fiir alle xq, ..., xx € A und fir alle A1, ..., \x € R mit
Zi)\,' =1, \; > 0gilt:

A1x1 + ... F Aex €A (*)

Beweis <—=: Angenommen xi,x2 € A. Wir nehmen k = 2 und

A1 = (1—1t), Ao = t. Dann sind (fiir t € [0,1] ) A1x1 + A2x2 genau
die Punkte der Strecke, die x; und xz verbindet. Falls (x) erfiillt
ist, liegen sie in A und damit ist die Menge A konvex.



Lemma 28. Eine Menge A C R” ist genau dann konvex, wenn fiir alle k € N, fiir alle x1, ..., x, € A
und fiir alle Ag, ..., Ay € Rmit 30, X\j =1, \; > 0gilt:

A1xy + oo+ Apx €A (%)

Beweis =—>: Angenommen A ist konvex.

Zuerst bemerken wir, dass A1x; + ... + Axxx genau der Schwerpunkt der
Punkte xi, ..., xx mit Massen Aq, ..., Ag ist ((weil >~ A\; = 1). Falls wir alle
Massen mit derselben Konstanten multiplizieren,andern wir den
Schwerpunkt nicht, weil diese Konstante in der Formel

" m;
52:0+Z ! Xj
T m

J

im Z&hler und im Nenner erscheint (siehe auch Abschnitt: Schwerpunkt
versus konvexe Kombination). Also miissen wir beweisen, dass fiir alle

k € N und fiir alle Massen my, ..., my der Schwerpunkt von xi,...,xx € A
mit Massen my, ..., m, wieder in A liegt.

Induktion nach k. Induktionsanfang: fiir k = 2 ist das offensichtlich: in

dem Fall liegt der Schwerpunkt auf der Verbindungsstrecke
xixa ={(1 —t)x1 + txo | t € [0,1]} und diese liegt in A da A konvex ist.



Induktionsschritt k — 1 +— k. Es seien xi,...,xx € Aund my,...,m, >0
mit k > 2, Z’-m,‘>0.

Sei S der Schwerpunkt von xi, ..., x,_1 mit Massen my, ..., mx_1. Nach
Induktionsvoraussetzung ist S € A.

Nach Lemma 27 ist der Schwerpunkt von xi, ..., xx (mit Massen

my, ..., m) der Schwerpunkt von S € A, xx € A mit Massen jeweils
my + ... + my_q1 und my.

Nach Induktionsvoraussetzung liegt der Schwerpunkt dann in A,



(a) < (b)

Satz. Die Definitionen (a) und (b) sind dquivalent: ist eine Menge konvexe Hiille nach einer Definition,
so ist sie auch eine konvexe Hiille nach den anderen Definitionen.

Def. (a) Die konvexe Hiille von A ist die Menge

conv(A) == {Aix1 + . F Mexp [ M+ o+ A =1,) >0,x € A}

Def. (b) Die konvexe Hiille von A ist der Durchschnitt von allen konvexen Mengen, die A enthalten:

conv(A) = ﬂ C.
cDA
C ist konvex

Nach Lemma 25 ist conv()(A) konvex (als durchschnitt von konvexen
Mengen), und enthilt A (weil jede Mendge C die Menge A enthilt).
Dann liegen nach Lemma 28 alle Punkte der Form >, \jx; (wobei

Ai > O,Zi)\; =1, x €A ) in conv(b)(A).

Daraus folgt: conv(,)(A) C conv(p(A).

Um zu Inklusion conv(,)(A) 2 conv(y)(A) zu zeigen, reicht es zu zeigen,
dass conv(,)(A) konvex ist. (Da A C conv(,)(A) ist, ist dann conv,)(A)
eine der Mengen C aus Definition conv(,) und deswegen

conv(p)(A) € conv(zy(A).)



Angenommen die Punkte x und y sind konvexe Kombinationen von
Punkten xq, ..., xx € A (OBdA konnen wir denken, dass die Punkte in der
Linearkombination fiir x und y gleich sind, weil wir die fehlenden Punkte
mit Koeffizient A = 0 hinzufiigen kdnnen.)

X = Z/\ixi y= ZMin~
i i

Dann besteht die Verbindungsstrecke Xy aus den Punkten der Form
(wobei t € [0,1]) (1 — &) >, Aixi +t > pixi = >, (1 — t)Ni + tpi) ;.
| —
ni
Die Koeffizienten n; erfiillen n; > 0 und
Soimi=>((1 = t)Ai+ tpi) = (1 — t) + t = 1. Deswegen liegt jeder
Punkt der Verbindungsstrecke Xy in conv(,)(A), O



