» Innere Punkten ( Lemma 29 wird spater als Hilfsmittel
wichtig).

» Stiitzende Hyperebenen und Satz iiber Existenz von Stiitzende
Hyperebenen



Topologische Begriffe in der konvexen Geometrie

Wiederholung. Ein offener Ball vom Radius r > 0 um xp ist die Menge
By (r) :=={x € R" | d(x,x0) < r}.

Def. (Analysis- Vorlesung) Sei A CR" . Das Innere von A
(Bezeichnung: int(A)) ist die Vereinigung von allen offenen Béllen, die
ganz in A enthalten sind.

Def. — Wiederholung. Eine Menge A C R” ist offen, falls es fiir jeden
Punkt a € A ein r > 0 gibt, so dass B,(r) C A.

Bemerkung. Eine Menge A ist genau dann offen, falls A = int(A).
‘ Bsp Ein offener Ball ist offen. Weil fiir jeden Punkt
B,,(r), also fiir jedes y mit |y — xo| < r der gan-
ze BaII B,(3(r — |y — x0])) in By(r) liegt: in der Tat, ist
z€ By (3(r—|y — xo)), so gilt

Dreiecksungleichung

|z — xol < 7yl +ly —xl

<%(r y XO\)—|—|y—xo|:%r<r.



Lemma 29. Sei A eine konvexe Menge, x € int(A) und y € A. Dann gilt:
jeder Punkt v € Xy, s.d. u # y liegt in int(A).

Beweis. Sei y € A und 0.B.d.A. sei y = 0 der Ursprung. Da x € int(A),
Dol Yoo 3 gine offene Kugel By(6) C A. Fiir beliebiges u € Xy, s.d.

u # y existiert ein \, (0 < A < 1), so dass u = Ax. Es gilt:
Byxx(A0) = ABs(x) :={\-w | w € Bs(x)}.

Weil A konvex ist und 0 € A, gilt: ABs(x) C A=

B)\(;()\X) = B)\g(u) CA.

Da die Kugel um v mit Radius \J in A enthalten ist, folgt daraus, dass
u € int(A). O



Lemma 29. Sei A eine konvexe Menge, x € int(A) und y € A. Dann gilt: jeder Punkt u € Xy s.d.
u # y liegt in int(A).

Folgerung. Falls A konvex ist, dann ist das Innere int(A) konvex.

Beweis. Seien x,y € int(A). Nach Lemma 29 liegt jeder Punkt der
Strecke Xy in int(A) O



Stiitzende Hyperebenen

Def. Eine Hyperebene H stiitzt eine Menge S C R” in einem Punkt

x € S, wenn x € H und H die Menge S beschrankt, d.h. S liegt ganz auf
einer Seite von H (d.h. fir H ={y € R" | (/,y) = c)} gilt dann

(I,yy > cfiiralle y € S, oder (I,y) < c fir alle y € S.) H heiBt
Stiitzhyperebene.

Stiftzhypersbens
2um Punkt P

/

Der Punkt @ besitzt mehrere Stiitzebenen, der Punkt P genau
eine, die Tangente. Die Punkte 7" und R besitzen gar keine Stiitzebenen.

™

Stiftzebenen zum
Punkt




Def. (Analysis-Vorlesung) Sei S eine abgeschlossene Menge. Die
Menge Rand(S) := S\ int(S) heiBt die Randmenge von S.

Bsp. Rand des abgeschlossenen Balls
By (r) = {x € R" | [x—x0|<r} ist die Sphéare
{x eR" [ |x — xo|=r}




Nachstes Ziel: Existenz einer stiitzenden Hyperebene durch

jeden Randpunkt einer abgeschl. konvexen Menge.

Satz. (Existenz der Stiitzhyperebene) Sei S CR"”, S #R"
abgeschlossen und konvex. Es gilt: Ist x ein Randpunkt von S, so existiert
mindestens eine Hyperebene, die S in x stiitzt.

Zuerst machen wir (relativ viel) Vorarbeit.



Def. Der Punkt A\ixy + ... + Agxk, Aj > 0, x; € A, heiBt positive
Kombination der Elemente xi, ..., xx von A. Die positive Hiille von A
pos(A) ist die Menge aller positiven Kombinationen von Elementen von

A.
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Def. Sei S C R” eine nichtleere Menge.
Der Kegel (mit Spitze 0) iiber S ist die Menge
Kegel(S) :={p-x|pn>0,x €S}
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Lemma 30. Es gilt:
(i) Die positive Hiille einer konvexen Menge ist konvex.
(ii) Die positive Hiille ist ein Kegel.
(iii) Ist A konvex, so fillt der Kegel iiber A mit pos(A) zusammen.

Beweis (i). Seien x,X € pos(A), wobei A konvex ist, d.h. x und X sind
positive Kombinationen von Punkten aus A. OBdA kénnen wir
annehmen, dass die Punkte x; in der positiven Kombination fiir x und in
der positiven Kombination fiir X zusammenfallen; sonst kénnen wir die
fehlenden Punkte mit Koeffizient 0 hinzufiigen. Dann gilt:

X = fo:l Aixi und X = Zﬁ;l \ix;

Dann besteht die Strecke xx aus den Punkten (wobei t € [0,1])
tex+(1—t)-x=t- 3 Axi+(1—1t)- 3 Aixi =

S (E A+ (L= t) - N) X

i
Da jedes n; die Summe von zwei nichtnegativen Zahlen ist, ist 7; > 0 und
damit t- x4+ (1 — t) - X € pos(A), O



Lemma 30. Es gilt:
(i) Die positive Hiille einer konvexen Menge ist konvex.

(ii) Die positive Hiille ist ein Kegel.

(i) Ist A konvex, so fallt der Kegel iiber A mit pos(A) zusammen.
Beweis (ii). Sei x € pos(A), d.h. x ist eine positive Kombination von
Punkten aus A: x = Zf;l Aix; mit x; € A und \; > 0. Dann ist ein
beliebiger Punkt X = p - x aus Kegel(pos(A)) auch als positive
Kombination der x; darstellbar: y1-x = - 335, Aix; = fozlwxh O

X;>0
Beweis (iii). Die Inklusion pos(A) D Kegel(A) ist offensichtlich. Wir
zeigen pos(A) C Kegel(A). Sei x € pos(A), wobei A konvex ist. Dann ist
X = p1xy + -+ + prxk, wobei x; € A, u; > 0. Sind alle y; =0, so ist
x =0, und liegt in Kegel(A) nach Definition. Ist M := 3", y1; > 0, so
betrachten wir den Punkt
x=+.x= Ml X1+ -+ /LI\; Xi. Nach Konstruktion der JA; ist

M
~— ~—
A1 R Ak
>-;Ai = L. Nach dem Aquivalenzsatz ist
4 DL nv(A) Def (2) {xg o X [ A4+ A= 1,0 > 0},

Dann liegt X in conv(A) = A. Damit liegt x = M - X in Kegel(A), O



Lemma 31. Sei SCR?, S#R?, offen und konvex. Dann gilt fiir jedes

x € R?\ S: Es existiert eine Gerade L mit x € Lund LNS = @.
Beweis. OBdA sei x := 0 € R?\ S. Da die Menge S offen und konvex
ist, ist nach Lemma 30 pos(S) auch konvex und ein Kegel iiber S.
Deswegen ist pos(S) ein offener Sektor mit Eckpunkt 0 und Winkel

o <m.

===—_5 (offen,
=g

—

| ——

— .
== — pOs S

Y———— (offen)

Eine Ursprungsgerade L (d. h. x = 0 € L), die eine Seite des Sektors
enthélt, erfillt nun obige Bedingung L NS = &, da der Sektor offen

Ist,



