» Warum heissen Extrempunkte Extrempunkte? (Antwort: Satz
iiber Extrempunkte. )

» Konvexe Polytopen
» Kompaktheit von konvexen Polytopen

» Minimaldarstellung eines konvexen Polytops.



Satz iiber Extrempunkte. Sei f eine lineare Form auf R”, sei S C R”
kompakt und konvex. Es gilt: Es existieren Extrempunkte X und y € S,
so dass f(X) = maxyes f(x) und f(y) = minges f(x).

Bemerkung. Eine Linearform ist offensichtlich eine stetige Abbildung.
Dann nimmt sie (Analysis-Vorlesung) auf kompakten Mengen ihr
Minimum (z.B im Punkt y) und Maximum (z.B im Punkt X) an. Also
miissen wir nur zeigen, dass wir die Punkte X und y so wahlen kdnnen,
dass sie Extrempunkte sind.

Bemerkung. Nach dem Satz iiber Extrempunkte nimmt eine Linearform
ihr Maximum und Minimum auf einer kompakten konvexen Menge in
einem Extrempunkt der Menge an. Aber eventuell nicht nur: Bsp.




Satz iiber Extrempunkte. Sei f eine lineare Form auf R”, sei S C R"” kompakt und konvex. Es gilt: Es
existieren Extrempunkte X und y € S, so dass f(X) = maxycs f(x) und f(¥) = minycgs f(x).

Beweis. Sei v := maxyes f(x). Weil S kompakt ist und f stetig, gibt es
einen Punkt X sodass f(X) = .

Wir haben in dem letzten Satz bewiesen, dass conv(P) = S; deswegen

gibt es Extrempunkte xi,...,xx € P C S und nicht negative

A1, s A € R mit Zle Ai=1,s0dass X =) \ix;.

Dann ist f(X) = f(A1x1 + ... + Aexk) = A F(x1) +... + A F(xk) <y und
—— ——

<y <v
= ~, nur wenn fiir alle / gilt, dass \;f(x;) = Aiy. Da eines der A nicht 0
ist, impliziert dies, dass fiir ein i gilt f(x;) = =, also nimmt die
Linearform den maximalen Wert im Extrempunkt x; an, O



Konvexe Polytope

Def. Eine Teilmenge S C R" heiBt (konvexes) Polytop, falls
P = {x1,%2,...,xx} € R" existiert, so daB S = conv(P).
2-dimensionale Polytope heiBen auch Polygone.
3-dimensionale Polytope heiBen auch Polyeder.

. . . . B

Bsp. Ein (volles) Dreieck ist ein 2-

dimensionales Polytop (Polygon); da wir

in der letzten Vorlesung bewiesen haben,

dass ein Dreieck die konvexe Hiille seiner

Ecken {A, B, C} ist. A c
A

Bsp. Die konvexe Hiille von -~ ots Swreske e dimensions o

affin  unabh&ngigen  Punkten o dae Breteck

{a0,31,...,ak} € R" (in diesem
Fall ist k < n) heiBt ein Simplex
und ist ein Polytop. S IE .




Bemerkung. Ein konvexes Polytop ist kompakt
(d.h., (i) abgeschlossen und (ii) beschrankt. )

Beweis der Bemerkung wird nicht vorgetragen, aus der
Zeitgriinden, und weil die Aussage anschaulich klar ist.
Vollstandigkeitshalber lasse ich den Beweis in Folien stehen.

Beweis. Wir benutzen die folgende Eigenschaft von kompakten Mengen:
Hilfsaussage: Fiir eine beliebige kompakte Menge S C R¥ und fiir eine
beliebige stetige Abbildung f : S — R” gilt: Das Bild Bild¢(S) ist
kompakt.

Diese Eigenschaft wurde in der Vorlesung Analysis bewiesen. Ich
wiederhole den Beweis: S sei kompakt, f : S — R” sei stetig; wir zeigen,
dass Bildf(S) kompakt ist.



Wir zeigen zuerst, Angenommen, das ist
nicht der Fall (Widerspruchsbeweis), dann gibt es fiir jeden Radius R € R
ein s € S mit |f(s)| > R.
Wir betrachten die Folge von Radi-
en R := k, k = 1,2,3,... und die
entsprechenden Punkte sx, so dass '
|f(sk)| > Rk = k gilt. Da S kompakt
ist, existiert eine konvergente Teilfol-

ge Sk, Zop s, i=12,...
Wegen der Stetigkeit von f gilt: f(s,) —> f(s). Das bedeutet, dass fiir
jedes €, z.B. fiir e = 1 gilt: fiir ein / € N und fiir jedes i > [ gilt

|fSk —f |<1

Dann gilt: von einer Seite,
' — ‘Ifsk | < max(|f(sk,)|; s |f(sk)], 1£(s)] +

weil die Langen der ersten | Elementen f(s,) kleiner gleich
entsprechenden |f(sg,)| sind, und die Langen der Elementen f(sg.) mit
i > | sind kleiner gleich |f(s)| + 1 nach Dreiecksungleichung
sind:|f(s,,) — f(s)| <1 =

Dreiecksungleichung

[f(s) 4+ f(sk) — f(s)] < |f(s)| + 1. Von der anderen Seite,
ist |£(s)| > ki ' = oo.



Wir beweisen weiter die Hilfsaussage (Eigenschaft von kompakten
Mengen):

fiir eine beliebige kompakte Menge S C R¥ und fiir eine beliebige stetige
Abbildung f : S — R" gilt: Das Bild Bild¢(S) ist kompakt.

Wie beweisen jetzt, dass

Sei f(sk) 2% 3 eine beliebige konvergente Folge von Elementen aus
Bildf(S). Wir miissen zeigen, dass a = f(s) fiir ein s € S ist.

Wir betrachten dafiir die Folge sx. Da S kompakt ist, hat sie eine
konvergente Teilfolge s, — s. Wir betrachten f(s) € Bild¢(S). Da f
stetig ist, gilt f(sx,) '— f(s). Von anderen Seite, ist f(sy,) eine Teilfolge
der konvergenten Teilfolge f(sk), und konvergiert deswegen gegen
Grenzwert von f(sk), also gegen a. Dann ist f(s) = a, O



Wir beweisen die Bemerkung: Ein konvexes Polytop ist

kompakt

Sei P = conv(xq, ..., xk). Wir betrachten die Menge

A1 0 1 0
Sk = {( : ) = Rk | )\,’ Z 0, Z’- )\,’ S 1}.5“ ist ein Simplex mit Ecken (j), () ,,,,, ()
N o/ \o 1

0 €l €k

In der Tat, die konvexe Kombination von Punkten 6, e, ..., e mit

A1
Koeffizienten g, ..., A ist genau ( : j € RX: da Zf:o A =1, ist

Ak
Zf;l Ai <1 und umgekehrt: ist Zf;l Ai <1, so kdnnen wir ein A\g > 0
so finden, dass Zf:o Ai =1, namlich A\p =1 — Zf'(:l Ai.
Das Simplex S¥ ist abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt.
Die Abbildung f : Sk 5 R,
F(Ay ooy M) = (1 -k )\,-) X0 + A1Xt -+ . + Anx, ist offensichtlich
stetig. Dann bildet sie kompakte Mengen auf kompakte Mengen ab nach
der gerade bewiesenen Hilfsaussage. Da Bilds(S*) = conv(xg, ..., xx), ist
conv(xg, ..., xx) kompakt.



