SWS, WSW, SSW — Kongruenzsatze
(Auf dem Weg werden wir auch Sinusatz sowie Kongruenzsatz fiir
Winkel beweisen)



SWS-Kongruenzsatz.

SWS-Kongruenzsatz. Es seien A, B, C und A, B', C' Punkte des R?,
s.d. weder A, B, C noch A’, B, C' auf einer Geraden liegen. Dann gilt: es
gibt eine Isometrie |, mit A— A, B— B’, C — C’, genau dann wenn
d(A, B) = d(A", B'), d(A, C) = d(A", C') und £BAC = £B'A'C'. Ferner
gilt: wenn diese Isometrie existiert, ist sie eindeutig.

Beweis. In Richtung "=" ist die Aussage fast offensichtlich: Wenn eine
Isometrie mit A— A’, B— B’, C — (' existiert, gilt

d(A,B) =d(A",B’), d(A, C) =d(A, C’). Wie wir in Vorl. 1 bewiesen
haben (siehe Folgerung 3 dort), erhilt die Isometrie das Skalarprodukt,
also (A—B,A—C)=(A"— B’ A" — C’). Ausserdem

|A— B| = d(A,B) = |A' — B'| und |A— C| = d(A, C) = |A' — C'|. Dann

ist das WinkelmaB £BAC = arccos (%) gleich dem WinkelmaB

TALCT (A -BA-C)
£LB'A'C —arccos(lA,_B,‘,‘A/_C,‘ .

Auf die gleiche Art funktioniert auch die “="—-Richtung wird in WSW
und SSW.



Beweis in “<="-Richtung.

SWS-Kongruenzsatz. Es seien A, B, C und A’ B’,C" Punkte des [Rz, s.d. weder A, B, C noch
A', B', C" auf einer Geraden liegen. Dann gilt: es gibt eine Isometrie |, mit A +—> A, B — B,
C + C', genau dann wenn d(A, B) = d(A’, B’), d(A, C) = d(A’, C’) und £BAC = 4B'A'C’.
Ferner gilt: wenn diese Isometrie existiert, ist sie eindeutig.

Beweisidea: Wir reduzieren die Aussage zum SSS-Kongruenzsatz.
Nach dem Kosinussatz gilt

|BC|?> = |AC|? + |AB* — 2|AC||AB| cos(£ BAC).

Also, wenn |AC| = |A'C’|, |AB| = |A'B| (<= d(A, B) = d(A', B"),
d(A,C) =d(A, ")) und LBAC = LB’A'C’, muss auch |BC| = |B'C|
gelten.

Die Aussage (Existenz und Eindeutigkeit der Isometrie) folgt dann aus
dem SSS-Kongruenzsatz. O



Kongruenzsatz fiir Winkel

Folgerung: Kongruenzsatz fiir Winkel. Zwei nicht-triviale Winkel sind
genau dann kongruent wenn die WinkelmaBe gleich sind. Ferner gilt: es
existieren genau zwei Kongruenzen, die einen nicht-trivialen Winkel in
einen gleichweiten Winkel tiberfiihren.

Beweis. Beweis in Richtung "=" ist wie beim Kongruenzsatz oben:
Isometrie erhdlt Skalarprodukt; WinkelmaB ist nur mit Hilfe von
Skalarprodukt definiert; also erhalten die Isometrien auch WinkelmaB.

Wir zeigen jetzt die “<="—Richtung. Die Winkel seien gegeben durch

A, v,ubzw. A’ v/ u'. Die Vektoren v, u sind bis auf einen positiven
Faktor definiert; deswegen konnen wir oBdA annehmen, dass

|u| = |v| = |u'| = |v| = 1. Dann existiert nach SWS-Kongruenzsatz eine
Isometrie mit A— A", A+ vi— A+ v und A+ u— A + /. Diese
Abbildung bildet die Halbgerade Ha , auf Has s und die Halbgerade Hya 4
auf Ha v ab; deswegen bildet sie den Winkel LuAv auf £Lu’A’'v' ab.

Analog zeigt man die Existenz einer Abbildung, die die Richtungsvektoren
vertauscht, d.H., die Halbgerade Hu , auf Ha , und die Halbgerade Hya 4
auf Ha , abbildet.



Wir haben also die Existenz von 2 solchen Isometrien gezeigt. Um
zu zeigen, dass es genau zwei sind, bemerken wir, dass es genau
zwei Punkte auf dem Winkel £uAv gibt, die den Abstand 1 zu A
haben, ndmlich A+ v und A+ u. Diese Punkte miissen auf Punkte
des Winkels £u’A’v’ abgebildet werden, die Abstand 1 zu A’ haben,
also auf die Punkte A" + v/ und A’ + v/, weil A auf A’ abgebildet
werden soll. Dann hat die gesuchte Isometrie die Eigenschaft
A=A A+u— A +1u, A+v— A + Vv, oder die Eigenschaft
A=A A+u— A+Vv, A+ v A +d; in beiden Fallen ist
eine solche Isometrie eindeutig nach SSS-Kongruenzsatz. O



WSW-Kongruenzsatz.

WSW-Kongruenzsatz. Es seien A, B, C und A', B’, C' Punkte des R?,
s.d. weder A, B, C noch A’, B, C" auf einer Geraden liegen. Dann gilt: es
gibt eine Isometrie | mit A— A, B— B’, C— C’, genau dann wenn
d(A,B) = d(A", B'), {BAC = {B'A'C’ und {ABC = LA'B'C'. Ferner
gilt: wenn diese Isometrie existiert, ist sie eindeutig.

Beweis. Richtung “==" ist klar und wiirde oben, im Beweis des
SWS-Satzes besprochen.

Fiir die Richtung “<=", werden wir die gleiche Methode wie bei der
Beweis von SWS verwenden: wir reduzieren die Aussage zum bereits
bewiesenen SWS-Satz (man kdnnte auch zum SSS reduzieren, ich
bespreche wie). Im Beweis von SWS-Satz haben wir Cosinussatz benutzt,
und zu beweisen, dass (falls |AC| = |A’C’|, |AB| = |A'B’| und

£BAC = £B’AC’) auch die Seiten BC und B’C’ gleich sind. Hier
benutzen wir den Sinussatz.

Zuerst miissen wir aber den Sinussatz formulieren und beweisen.



C 0 B

Sinussatz. Sei Aapc ein Dreieck mit den Seitenlangen a = |BC|,
b =|AC| und ¢ = |AB| sowie den WinkelmaBen o = £BAC, 8 = LABC
und v = LACB.Dann gilt

sin(a) _ sin(f)  sin(y)

a b ¢’

Bemerkung. Schulgeometrischer Beweis ist wie folgt: Man benutzt die
Formel Flicheninhalt(Aagc) = 2bcsin(a) = Sacsin(8). Wenn man dies
mit abc dividiert, bekommt man
sin(e) w
Ur; diesen Beweis zu benutzen, brauchen wir aber den Begriff
Flacheninhalt; und es ist nicht-trivial diesen sauber einzufiihren.
AuBerdem haben wir selbstverstandlich auch nicht die Formel
Flécheninhalt(Aagc) = 3bcsin(c). Wir werden deswegen einen
alternativen Beweis lernen; im Beweis benutzen wir nur die Eigenschaften
der Funktionen cos und die bereits bewiesene Formel

sina = /1 — cos? a.




Beweis. Nach dem Kosinussatz gilt fiir den Winkel in der Ecke A
—2bc cos(a) = a® — (b? + c?) und daher

4b%c?(cos())? = (—a® + b? + c?)? .

Analog gilt 4a°c?(cos(B))? = (a° — b? + c?)2.

Daraus erhalten wir

sin®(a) 4a’b?c? (1 — cos?(a))

sin”(f3) T 12822 (1 —cos?(3))
da’V?? —a? (—a® +0* + (:2:]
O 4a%P? b (a? b 4 e2)”
al 4b%e? — (rx'l + bt et — 20?82 — 202 + 23}2(‘.2)

¥

B 1a22 — (a' F b1+ & — 2078 + 222 — 262C0)
a’
h_z.

Da a, b, sin(a), sin(3) > 0 zeigt dies S22 — ") viertauschung der

. .2 b
Rollen von B und C liefert Smga) = 5'"?)




Beweis von WSW-Kongruenzsatz

WSW-Kongruenzsatz. Es seien A, B, C und A’,B’,C" Punkte des IRZ, s.d. weder A, B, C noch
A’ B’, C" auf einer Geraden liegen. Dann gilt: es gibt eine Isometrie | mit A — A’, B — B/,
C + C’, genau dann wenn d(A, B) = d(A’,B’), 4BAC = «B’A’C’ und £ABC = £A'B’'C’.
Ferner gilt: wenn diese Isometrie existiert, ist sie eindeutig.

Wir bezeichnen die Seiten/Winkel des Drei-
ecks Aapc wie auf dem Bild. Die entspre-
chenden Objekte von A e werden mit
a,b,c, a3, bezeichnet.

C a . B
Daa+f+vy=d +p ++ =180°, folgt aus dem Winkelsummensatz
fiir ein Dreieck v = 7. Wegen Sinussatz gilt:

sin(a)  sin(y) and sin(a) sin(fy’).

a a c’
Dac=c, a=a' und v =+, folgt aus dieser Formel a = &', also
BC = B’C’ . Nach SWS-Kongruenzsatz gibt es dann (genau) eine
Isometrie mit A— A’, B+~ B’ und C — (C’, O

Bemerkung. Im Beweis haben wir gezeigt, dass a = a’ (sodass wir SWS
anwenden kénnen). Alternative Methode wére, noch zu zeigen, dass b = b/,
Beweis dafiir ist analog zum Beweis das a = a’, und dann SSS anwenden.



SSW-Kongruenzsatz

SSW-Kongruenzsatz. Zwei Dreiecke, die in zwei Seitenldngen und in
Jjenem Winkel iibereinstimmen, der der lingeren Seite gegeniiberliegt,
sind kongruent.

D.h., wenn fiir zwei Punktetripel A, B, C und A’, B’, C’ gilt:
» weder A, B, C noch A’, B', C’ liegen auf einer Geraden,
> d(A,C)=d(A,C'), d(A B) = d(A,B') und LABC = LA'B'C’,
» und auBerdem |AC| > |AB| und |AC| > |BC]|,

dann existiert eine Isometrie mit A— A", B— B, C— C'.
Beweis. Nach Kosinussatz gilt

.© 4, B, C=Ecken des Dreiecks
v/ b, c = Seit
/,./’ a a. . y= Winkel
ey o
a% 4 c® — 2accos(3) — b? = 0. p—t g

Wir betrachten diese Gleichung als eine quadratische Gleichung auf die
Unbekannte a (d.h., wir betrachten die GréBen, die fiir beide Dreiecke
gleich sind, als bekannt) und zeigen, dass diese Gleichung genau eine
positive Losung hat. Das wird bedeuten, dass die Daten (c, b, 3) die
Seite a eindeutig bestimmen — daraus folgt, dass a = &’ und deswegen
kdnnen wir SSS—Satz anwenden.



a® + ¢® — 2accos(B) — b2 = 0. © 4B, C=Ecken des Dreiecks
[ ) a, b, ¢ = Seiten
_— a o, B, Y= Winkel
p—CE— ] ba g

Wir betrachten diese Gleichung als eine quadratische Gleichung auf die
Unbekannte a (d.h., wir betrachten die Gréssen, die fiir beide Dreiecke
gleich sind, als bekannt).

Die Diskriminante der Gleichung ist D = c? cos(3)* — (¢* — b?) und ist
—_—— ——
>0 <0

positiv. Dann gibt es zwei Moglichkeiten fiir a: -
a= ccos(B) + \/c2cos(B)? — (c2 — b2) und
a= ccos(B) — \/c2cos(B)? — (c2 — b2).

Da die zweite “Moglichkeit” nicht positiv ist, muss
a=ccos(f)+ [c2cos(B)? — (c® — b?), also bestimmen die Daten

<0

b, c, B die Seite a eindeutig.

Dann folgt aus den Voraussetzungen des Satzes die Bedingung

d(C,B) =d(C’,B’). Dann existiert nach SSS-Satz eine eindeutige
Isometrie, mit A+— A’, B+ B’, C — C’. Diese Isometrie erfiillt auch die
Bedingung LABC = LA'B'C’. O




