Plan fiir diese Woche

» Ziel: Klassifikationssatz fiir Isometrien (Satz 2 )
Vorher:
> Gleitspiegelung
> Wenn die Zeit erlaubt, auch Ahnlichkeitstransformationen
(Vorlesung5d)



“Gleitspiegelung” und Verkettungen von Spiegelung und

Parallelverschiebung

Spiegelachse

Def. Eine Gleitspiegelung ist eine Spiege- <
lung an einer Geraden (Spiegelachse) ver-
kniipft mit einer Translation parallel zu die-
ser Geraden: GS : R? — R?,

GSaux = Trv051,,.

Wir erlauben A = 0, also ist eine Spiege-
lung auch eine Gleitspiegelung.

Bild von WiKipedia

Eine Gleitspiegelung ist eine Isometrie als Verkettung von zwei Isometrien.



Die linear-algebraische Formel fiir eine Gleitspiegelung kann man
aus der Formel fiir die Spiegelung ableiten:

Si(x) =2A+ 2#@ — A v)v —x.
Es gilt dann:

GSava(x) = Th(SL(x)) = 2A+ Av + 2|V12(x — A V)V —x.



den (Spiegelachse) verkniipft mit einer Translation parallel

zu dieser Geraden: GS : R2 — Rz, C
GSaun=Tav 0 SLA,v‘

Def. Eine Gleitspiegelung ist eine Spiegelung an einer Gera- Spiegelachse

Wir erlauben A = 0, also ist eine Spiegelung auch eine
Gleitspiegelung. Eine Gleitspiegelung ist eine Isometrie als
Verkettung von zwei Isometrien. Es gilt:

1
GSpv, A () = Tay(SL(X)) = 2A+Av+2— (x—A, v)v—
vl Bild von WiKipedia

Es ist anschaulich (und einfach zu beweisen), dass die Gleitspiegelung
GSa,v.a(x) mit A # 0 keine Fixpunkte hat. In der Tat, die Punkte einer
Halbebenen (ohne die Gerade) werden auf die andere Seite abgebildet
und kdnnen deswegen keine Fixpunkte sein. Die Punkte der Geraden sind

von S;(x) und werden deswegen nur Ty, —verschoben,
d.h., fiir jedes x € L ist

fiir A #0

GSava(x) = Tau( )=Ta(x) # x,

also sind sie auch keine Fixpunkte von GS.



Bemerkung/Versprechen aus Vorlesung 2d (Seite 11). Was bedeutet es,
dass die Punkte auf einer Seite von L bzw. auf verschiedenen Seiten von L
liegen?

Def. Die Punkte A,B ¢ L liegen auf einer
Seite der Geraden L, falls die Strecke AB die
Gerade L nicht schneidet. Auf dem Bild liegen
A und B auf einer Seite, und A und C auf

verschiedenen Seiten.
Aussage. Die Bedingung “auf einer Seite von L liegen” ist eine

Aquivalenzrelation.
Beweis. Symmetrie und Reflexivitit (aus der Def. von Aquivalenzrelation) sind
offensichtlich:
» Symmetrie: wenn die Strecke AB die Gerade L nicht schneidet, schneidet
auch die Strecke BA die Gerade nicht.
> Reflexivitat: Ist A= B, so besteht die Strecke AB aus einem einzigen
Punkt und schneidet die Gerade L nicht.

Transitivitdt bedeutet in diesem Fall die fol- R
gende Aussage: wenn A und B auf einer Sei- g
te liegen und B und C auf einer Seite liegen, .

dann liegen A und C auch auf einer Seite. Wir /

erklaren/beweisen sie auf der nichsten Seite.



Die Bedingung “auf einer Seite von L liegen” ist transitiv

Man kann Transitivitdt mit Hilfe der Gleichung-Darstellung der Geraden
bekommen: Aus LA sollte es Ihnen bekannt sein, dass man in Dim. 2 jede
Gerade als Losungsmenge der Gleichung ax + by — ¢ = 0 darstellen kann

(wobei (a, b) # (0,0)):

() lax+by—c=0}. ()

Ich wiederhole die Argumentation aus LA: fiir die Gerade Ly, = {A+t - v | t € R} betrachten wir
a:= vy, b:= —vj und c = Ajvp — Apvj. Dann ist die Gleichung von ()

vax — vy — (Atva — Agvy) =0 ().
Ap + tvg

Ay + tv2> in (k) liefert
v2(A1 + tv1) — vi(Az + tva) — (Arva — Azvy) = 0. Damit habeb wir gezeigt, dass jeder Punkt von Ly  in ()

Diese Gleichung ist erfiillt fiir alle Punkte der Gerade, denn Einsetzen von (;) = (

liegt. In die andere Richtung, die Menge () ist eine Lésung (ﬁ;) plus alle Lésungen der homogenen Gleichung

vpx — viy = 0, welche genau die Vektoren der Form t - v sind.

Dann gilt: die Punkte A = (;1) und B = (;g) liegen auf einer Seite von L,
wenn die Zahlen ax; + by; — ¢ und ax; + by, — ¢ gleiches Vorzeichen
haben.



:{(;) |ax+by7c:0}.

Xl) und B = <;§> liegen auf einer Seite von L, wenn die Zahlen

Dann gilt: die Punkte A =

ax1 + by; — c und axp + bys — c gleiches Vorzeichen haben.

In der Tat, wir parametrisieren die Strecke AB wie in der Definition der Strecke:
AB = {t(;i) +(1- t)(;§> |0<t<1}.

Wenn wir die Koordinaten des Punkts t(ﬁ) +(1-1) (;;) in die Formel
ax + by — c einsetzen, bekommen wir den folgenden Ausdruck in t:
a(l—tho+bta)+b(1—thyo+tn) —c=(1—t)(axa+by —c)+tlaxs + b1 —c) (%)

Wir sehen, dass wenn (ax2 + by, — ¢) und (ax1 + bys — ¢)

haben, fiir alle t € [0,1] hat der Ausdruck (x) auch das und
deswegen ist fiir keinen Punkt der Strecke die Gleichung ax + by —c =0
erfiillt. Deswegen liegt kein Punkt auf der Geraden. Haben die Punkte der
Strecke verschiedene Vorzeichen, so gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein

t € [0,1], sodass der entsprechende Punkt die Gleichung ax + by — c =0
erfiillt und somit auf der Geraden liegt.

Deswegen gilt: liegen A und B auf einer Seite der Geraden (also haben A und
B eingesetzt in ax 4+ by — ¢ gleiches Vorzeichen), und B und C auf einer Seite
der Geraden (also haben B und C eingesetzt in ax + by — ¢ gleiches
Vorzeichen), so haben A und C eingesetzt in ax + by — ¢ gleiches Vorzeichen
und liegen deswegen auf einer Seite der Geraden.



Halbebenen

Def. Die Punkte A, B ¢ L liegen auf einer Seite der Geraden
L, falls die Strecke AB die Gerade L nicht schneidet. Auf
dem Bild liegen A und B auf einer Seite, und A und C auf
verschiedenen Seiten.

Aussage. Die Bedingung “auf einer Seite von L liegen” ist eine Aquivalenzrelation.

Def. Aquivalenzklassen beziiglich dieser Aquivalenzrelation heiBen
(offene) Halbebenen.

Aus algebraischen Uberlegungen im Beweis der Aussage wissen wir, dass
in Koordinaten eine Halbebene durch die Bedingung ax + by —c > 0
charakterisiert ist, und die andere durch ax + by — ¢ < 0, wobei die
Gerade durch die Gleichung ax + by — ¢ = 0 gegeben ist.



Verkettung von Gleitspiegelung und Translation.

Lemma 16. Verkettung von Gleitspiegelung und Translation oder von
Translation und Gleitspiegelung ist eine Gleitspiegelung.
GSA,V,)\( x) = T)\V(SL(X))72A+>\V+2 <X7A v)v — x.

Beweis. Mit Gewalt ausrechnen: wir verketten GSa ,  und T,. Wir
zerlegen auch v in die Summe u = v/ 4 v, wobei v/ proportional zu v
ist und v+ orthogonal zu v ist — immer mdglich in Dim. 2.
GSa,v,x © Tu(x) =2A+ Av 42 12((x+v +vhy A v — (x+ v +vh) =

N NI
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Beweis fiir T,(x) o GSa v, ist analog und ist einfacher. |



Verkettung von Gleitspiegelung und Drehung ist eine

Gleitspiegelung

Lemma 17. Die Verkettung von eines Gleitspiegelung und einer Drehung
in beliebiger Reinfolge ergibt t eine Gleitspiegelung.

Zuerst eine Bemerkung. Mann kann das Lemma durch Ausrechnen
beweisen, etwa wie wir das Lemma 16 bewiesen haben. Man kann das
Ausrechnen vereinfachen, wenn wir auf bereits erworbenes Wissen
zurlickgreifen.

Wir betrachten GS, , \ o Da(«). Wir ersetzen GS, , ., durch
SL(AA\/) oT,,.Dannist G54, 0 DA(a) = SL(A,V) oTy, o DA(a) .

———

Drehung

Die Verkettung von Spiegelung und Drehung muss man immer noch
ausrechnen, es ist aber einfacher.
Auch den Fall Da(a) o G54, kann man zum Verkettung von Spiegelung
und Drehung reduzieren, denn Ty, o Sya,v) = Spaw) © Tav-

Auf der nichsten Seite gebe ich einen anderen Beweis, welcher auf der
Klassifikation von orthogonalen 2 x 2 Matrizen beruht.



Beweis von Lemma 17.

Wir erinnern uns: die Verkettung von /(x) = Ox + v und
I"(x) = O'x + v ist eine Isometrie, sodass die Matrix gleich OO’ ist.

In Fall einer Spiegelung, hat die zugehdrige Matrix O einen Eigenvektor
mit Eigenwert 1 (fiir Sa . ist v so ein Vektor; folgt z.B. aus der Formel
fiir die Spiegelung) und einen Vektor mit Eigenwert —1 (ein beliebiger
Vektor v # 0, welcher orthogonal zu v ist).

Insb. ist die Determinante von O gleich —1. Die Matrix O’ ist in diesem
Fall eine Drehmatrix; die Derminante ist 1. Also ist die Determinante von
i . . ;. _ f(cosfB  sinf

OO0’ gleich —1, deswegen die Matrix OO’ eine 55 = <sin6 —cosﬁ)

Matrix ist.

Deswegen reicht es wenn wir zeigen: eine Isometrie x — Ox + b, sodass
die Matrix O eine Sg-Matrix ist, ist eine Gleitspiegelung.

Wir wissen dass x — Ox eine Spiegelung ist; die Abbildung x — Ox + b
ist die Verkettung von Spiegelung und Translation und ist eine
Gleitspiegelung nach Lemma 16.



