Wir kehren zur Elementargeometrie zuriick

» Vorlesung 6a: Satz von Ceva und Anwendungen
» Vorlesung 6b: Satz von Menelaus und Anwendugen

» Vorlesung 6¢: Kreiswinkelsatz und Anwendungen



Der italienische Mathematiker Giovanni Ceva
fand 1678 folgendes heraus:

Schneiden sich drei
Ecktransversalen AX,
BY, CZ eines
Dreiecks in einem
Punkt, dann gilt:

B’XCYAZ1 g

Begriffserlauterungen. Ecktransversale ist eine Strecke, die eine
Ecke eines Dreiecks mit einem Punkt der Gegenseite verbindet.



Ersatz fiir Flacheninhalt im Beweis von Satz von Ceva

In dem Beweis werden wir den Flacheninhalt ei- .
nes Dreiecks benutzen: wir werden benutzen, dass

VoI(ABC) = VOoI(ABT) + Vol(CBT) und dass AAC

VoI(ABC) # 0. !
Wir haben den Begriff Flacheninhalt noch nicht eingefiihrt; deswegen
kénnen wir ihn noch nicht benutzen. Ich werde diese formale
Schwierigkeit wie folgt beseitigen:

Fiir jedes Dreieck ABC definiere ich

b c
Vol(ABC) = 1|AB||BC] sin((ABC) = Lacsin(B). A‘m

C a B
Aus Sinussatz folgt, dass diese Zahl nur vom Dreieck abhdngt (und nicht
von den Ecken), da

absin(y) = 1bcsin(a) = acsin(B)  (x)

— um () zu bekommen, miissen wir die Formel aus dem Sinussatz,
siehe unten, mit 2abc multiplizieren.

(Sinussatz)

sin(a) _ sin(8) _ sin(v)
a b ¢




Beweis, dass Vol(ABC) = +

Fiir jedes Dreieck ABC definiere ich

b 6 c
Vol(ABC) = 1|AB||BC|sin((ABC) = Jacsin(B). A‘m
C @ B
o Vol(ABT) = %\BA||TA|sm(< AC);
Vol(ABC) = |BA||CA|S|n(< Q),
X o also VOlABT) _ |TA|
T VoI(ABC) — |CA["
0. VOI(CBT) _ |TC|
Analog gilt: VoI(ABC) = TCA
Vol(CBT) ', Vol(ABT \TC\ |TA| _ |TCI+|TA] _ |CAl _
Dann gilt: Vol(ABC) T VZIEABC; = Trea = Tear T H =1
Dann ist Vo/(CBT) + VoI(ABT) = Vo/(ABC) ]

Bemerkung. Wir sehen auch, dass mgégg =4




Beweis von Satz von Ceva

Fiigen wir nun noch einen Punkt P ein

A A
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Aus der Bemerkung oben (angewendet auf Dreiecke A; := BAX und

A := CAX) bekommen wir, dass v = 2




Analog zu

A1 al ) Bl ail

— = gilt nun e

A2 a2 BZ 612

Durch Umformungen erhalten wir:

(i) mf\‘lﬁ = 2 (<= a,Vol(A1) = a1Vol(A)) und analog
.\ Vol(B
(i) YD = & = 3, Vol(By) = 21 VoI(By)).

)=
Dann ist (i) — (ii) = ax(Vol(A1) — Vol(B1)) = a1(Vol(Az) — VoI(By)).
Nach Konstruktion ist aber Vol(A;) — Vol(B:1) = Vol( (),

Vol(Az) — Vol(B,) = Vol (G).



VOI( Cl) _
Vol(Co)

Vol(ABP)
VoI(CAP) -

Werden noch zwei Ecktransversalen eingefiigt, so dass sich alle in P
schneiden,

A

X

Dann ist

dann gilt fiir die Seiten b und ¢ das gleiche
wie fir a,also
Y |BX| __ Vol(ABP)
[XC| — VoI(CAP)®
ICY| _ Vol(BCP)
YA| — VoI(ABP)'
AZ| _ Vol(CAP)
[ZB] — VoI(BCP)"
[}
BX| . [CY|  |AZ| _ Vol(ABP) Vel(BCP) & VoI(CAP) _ ¢
[XC| " TYA| ' |ZB] ~ VeI(CAP) " VoI(ABP) "~ VoI(BCP) ~



Umkehrung des Satzes von Ceva

z Umkehrung von Ceva Erfiillen drei Ecktransversalen
. . [BX| . [€Y]  |AZ| _ . .
die Gleichung Xcl VA (8] = 1, so schneiden sie

] l& sich in einem Punkt

Beweis. Wir nehmen
ein Dreieck mit zwei

Damit erfiillt Z’ nach Satz
von Ceva die Bedingungen fiir

) . . |BX| |CY]
Ecktransversalen, die die Gleichung xcl T YA
sich in P schneiden, IAZ'| _ 4
|ZB| )
|BX| . CY] |AZ| _
2 Da aber 13z - var - 28] =

1 unsere Voraussetzung ist,
folgt daraus, dass Z und
Z' zusammenfallen. Daher
schneidet CZ die anderen
Ecktransversalen in P, O

dann gibt es nur eine
Ecktransversale durch
C, die ebenfalls durch
P geht. Diese schnei-
det sich mit ABin Z'. ®




Folgerungen

Folgerung 1 Alle drei Seitenhalbierenden ei-
nes Dreiecks schneiden sich in einem Punkt.

B A
Begriffserlauterungen. Seitenhalbierende werden definiert als
Transversalen, die die Ecken des Dreiecks mit den Mittelpunkten
der jeweils gegeniiberliegenden Seiten verbinden.

Bemerkung. Die Folgerung haben wir bereits in LAAG 2
bewiesen, mit Hilfe von affinen Transformationen. Wir geben jetzt
einen anderen Beweis mit Hilfe von Satz von Ceva.



Folgerung 1 Die Seitenhalbierenden eines Drei-
ecks schneiden sich in einem Punkt.

B A c
Beweis. In dem oben abgebildeten Dreieck ABC sind AA’, BB’ und CC’
die Seitenhalbierenden dieses Dreiecks. Eine Seitenhalbierende hat die
Eigenschaft, dass sie die Seite, die sie halbiert in zwei gleich groBe
Strecken teilt, so dass gilt: |[BA’| = |A'C|; |CB’| = |B’A| und
|AC’| = |C'B].
Dannist 1 = “f,Acll‘ = ‘Ig‘z‘l = ||é,cl,;|‘.

Dann ist “f,Acll . ;E?Al\ . ‘lé,CBI‘ =1-1-1=1. Nach der Umkehrung des
Satzes von Ceva schneiden sich diese drei Ecktransversalen in einem

Punkt, O




Folgerung 2 Die Winkelhalbierenden der drei
Winkel eines Dreiecks schneiden sich in einem
Punkt.

Hilfslemma Jede Winkelhalbierende eines Dreiecks teilt die
gegeniiberliegende Seite im Verhiltnis der Langen der anliegenden Seiten.

[CLl __ b
(z.B. B[] = )
Beweis von Folgerung unter der Annahme, dass Hilfslemma richtig
i i il 4Bl — 1AC] ich 1BLL _ 1AB|
ist. Nach Hilfslemma gilt BIl = TIc] folglich el = TAc]- Analog

|cN| _ |BC| |AK| _ |AC|

bekommt man WAl = [AB| und Bl = TBC|"

ier IBLI |CN| |AK| _ |AB| |BC| |AC| _
Dann ist I[C| " TNA| " [RB] = TAC] " 1A Bl = 1. Nach der Umkehrung

B
des Satzes von Ceva schneiden sich diese drei Ecktransversalen in einem
Punkt, O



Beweis von Hilfslemma

Hilfslemma Jede Winkelhalbierende eines Drei-
ecks teilt die gegeniiberliegende Seite im Verhalt-
nis der Langen der anliegenden Seiten.

B | a c
Beweis. AL ist eine Winkelhalbierende und teilt das Dreieck ABC in die
zwei Dreiecke ABL und ALC.
Nach Sinussatz (Satz 15) angewendet auf Dreieck ABL gilt:

sin(B) __ 5'”(1 A)

A = \BLI . Analog bekommen wir fiir ALC, dass SI|Z\(LC|) = SIT(Cél ),
Dann gilt: :::Egg = % (%)

Der Slnussatz angewendet auf ABC liefert uns S'"(B) = 5'"(C folglich
:::g; . Wir setzen dies in () ein und bekommen.

ICLI _ b
B[ — o 0



Folgerung 3 Die Ecktransversalen, die auf
den gegeniiberliegenden Seiten senkrecht stehen
(="H6hen"), schneiden sich in einem Punkt.

A e < )
Beweis. Wir nehmen an, dass alle Winkel spitz sind, Beweis fiir Dreiecke
mit stumpfem Winkel ist analog (obwohl in dem Fall der Schnittpunkt der
Ecktransversalen auBerhalb des Dreiecks liegt; als Ecktransversale sollte
man aber die ganze Gerade verstehen, nicht nur die Stecke der Geraden

die im Dreieck liegt.) Wir benutzen cos := % um zu bekommen:
lyptenuse

|AZ| = b cos(A),|ZB| = a- cos(B), |BX| = c - cos(B),
|XC| = b-cos(C), |CY| =a-cos(C), |YA| = c - cos(A).
Durch einsetzen in die Gleichung von Ceva erhalten wir

|[AZ]| |BX| |CY| __ b-cos(A) c-cos(B) = acos(C) _ 1 0
[ZB| |XC| |YA] T awcos(B) b-cos(C) cwcos(A) T T




