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Teil I: Endliche Kombinatorik

Problem: wieviele Objekte einer gewissen Art gibt es in Abhangigkeit von einer oder
mehreren Grofien? Etwa: wieviele Kohlenwasserstoffe, wieviele Alkohole mit n Kohlen-
stoffatomen? wieviele Kaninchen (oder Computerviren) in der n-ten Generation? wieviele
Primzahlen < n? Wieviele Mdéglichkeiten, a7 + - -- + a,, zu klammern?

Zu berechnen ist also eine Funktion f: N — N. Mehrere Losungsarten sind moglich. Etwa
in absteigender Giite sind dies:

(1) eine explizite Formel fiir f(n) mit wenig/viel Rechenaufwand;
(2) eine Rekursionsformel fiir f(n + 1) in Abhangigkeit von (0),...,f(n);
(3) eine Formel fiir die erzeugende Funktion F(x) = > f(n)x™;

(4) Schranken fiir das asymptotisches Verhalten: ,wie schnell wachst f fiir n — co”
(dies ist vor allem wichtig bei Komplexitdtshetrachtungen).

1.1 Mengen, Abbildungen, Partitionen

Voraussetzungen: ,,naive Mengenlehre”. Kurze Zeichenerklarung:
N die Menge {0,1,2,3,...}
A CM Aist Teilmenge von M.
A CM A ist echte Teilmenge von M.

M = [JM; M ist die disjunkte Vereinigung der M;; dhnlich AUB.
i€l
IM| die Anzahl der Elemente von M, auch Maichtigkeit von M genannt.
IM| ist entweder ein Element von N oder co.

—_

B(M
M ~ N M ist in Bijektion mit N (keine Standardnotation).
O Beweisanfang bzw. —ende.

Potenzmenge von M.

Seien in der Folge M, N endliche Mengen mit [M| = m und |N| = n. Sprechweise um der
Einfachheit willen: M ist m-Menge, N ist n-Menge. Ahnlich: K ist k-Teilmenge von M.
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Satz 1.1 (Additive Machtigkeitsregeln)

(@) Angenommen M C N. Dann gilt m < n. Ferner gilt M ¢ N & m < n und
IN\M|=n—m.
() max{m,n} < /MUN|<n+m
0 < IMNN| < min{m,n}
max{m,n}=MUN| &< M NN|=min{m,n} & (M CN oderNC M)
IMUN|=n+4+m & 0=|MNN| & M,N disjunkt

k

Kk
U Mi| = > IMyl.
1=0 i—0

(d) IM|+N| =MUN|+ MNN|

(c) Allgemeiner:

O Einfaches Nachrechnen. a

Ubung: Welche der Rechenregeln sind sinnvoll und gelten fiir unendliche Mengen?

Punkt (d) kann man verallgemeinern zu

Satz 1.2 (Prinzip der Inklusion—-Exklusion oder Sylvestersche Siebformel)

Seien M, ..., My endliche Mengen. Dann gilt:
|M1U-~-UMk|: Z (_])\I\Jr].‘ﬂ]\/[i
0AIC{T,... Kk} i€l

O Beweis durch Induktion nach k:
Der Induktionsanfang k = 2 ist durch Satz 1.1 (d) gegeben. Fiir k > 2 gilt:

|M1U---UMk|:|M1U---UMk,1|+|Mk|f|(M1U---UMk,1)ﬂMk|
:|M1U--'UMk71|+|Mk|—|(M1ﬂMk)U---U(Mk71ﬂMk)|

= =AM H M = D (=T (M My

PAIC(T,....k—1} i€l OAIC{T,....k—1} i€l
— Y UM
0£IC(1,...,k} i€l

Die erste Gleichheit ergibt sich wieder aus Satz 1.1 (d); fiir die letzte Gleichheit muf man
priifen, daf} alle nicht-leeren Teilmengen von{1,..., k}in der vorletzten Zeile genau einmal

und mit dem richtigen Vorzeichen vorkommen. O

Setzt man () M; = M;j U --- U My (eine sinnvolle und iibliche Konvention, wenn man
i€

in der Booleschen Algebra 3(M; U - -- U My) arbeitet), so ergibt sich die einpriagsamere

Formel:

Y M=o

IC{1,...,k} iel
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Satz 1.3 (Multiplikative Machtigkeitsregeln)

(@ M x N| =mn.

(b) Allgemeiner: My x --- x My| = [Mq]---[My].

(c) Insbesondere: [M¥| = mk, wobei M¥ := M x --- x M, also M := M und M° := {{}}.

k mal

O Ebenfalls einfaches Nachrechnen. O

MO = {(} betrachte man am besten als Konvention. Insbesondere gilt also |M°| = 1 fiir
jede Menge M. Da man [M"| = m™ fiir m-Mengen M mdochte, setzt man meist 0° = 1
fest!

Abbildungen

Definition 1.1

Abb(M,N) = MN Abbildungen (Funktionen)
Inj(M, N Injekti
nj(M, N) sei die Menge aller fjeftionen f:M—=N
Surj(M, N) Surjektionen
Bij(M, N) Bijektionen

Dabei heiflt f : M — N injektiv falls f(m) # f(m') fiir alle m,m’' € M mit m # m’;
f heifit surjektiv, falls es zu jedemn € N ein m € M mit f(m) = n gibt;
f heifSt bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Satz 1.4 Seif: M — N gegeben.
(a) Ist f bijektiv, so M| = [N|.
(b) Ist f surjektiv, so |[M| > |N|. Fiir endliches M gilt dann |M| = |N| < f bijektiv.

(c) Istf injektiv, so |IM| < |N|. Fiir endliches N gilt dann |[M| = [N| < f bijektiv.

O (a) ist so etwas wie das Grundprinzip des Zdhlens und intuitiv klar. Ist f : M — N
surjektiv, so gibt es eine Teilmenge My C M, daf} die auf M, eingeschrankte Abbildung
bijektiv ist (fiir jedes n € N nehme man ein Urbild). Ist f : M — N injektiv, so ist die
Einschrankung f : M — Bild(f) C N bijektiv. Daraus ergeben sich (b) und (c). O

Der zweite Teil von (b) bzw. (c) gilt nicht fiir unendliche Mengen: z.B. ist die Abbildung
n — 2n eine injektive, aber nicht surjektive Abbildung N — N.

Satz 1.4 (c) ergibt umformuliert das sogenannte Schubfachprinzip. Fiir eine reelle Zahl r

definieren wir zunichst [r]| als die kleinste ganze Zahl, die nicht kleiner als r ist (,,obere
Gauflklammer”) und |r| als die grofite ganze Zahl, die nicht grofer als r ist (,untere
Gauflklammer”). Also z.B. [t] =4, || =3, [-n] =-3, |-7] =4, [2] =|2] =2.
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Satz 1.5 (Schubfachprinzip) Ist f : M — N gegeben und |[M| > [N|, so gibt es m,m’ ¢ M
mit m #m' und f(m) = f(m').

Allgemeiner: fiir k := [%] gibt es eine k-Teilmenge von M, auf der f konstant ist.

O Andernfalls gibt es zu jedem n € N héchstens HNM — 1 Urbilder und ein Widerspruch

[
folgt aus (M| < IN|- ([1] —1) < INJ- (LR —1) = M. O

Satz 1.6 (Exponentielle Machtigkeitsregeln)

(a) |Abb(M,N)| = [MN| =n™

(b) Spezialfall: 'B(M)| =2™, da P(M) ~ M0, 1}.
(c) Spezialfall: [N*| =nk, da Nk ~ k-MengeN,

O (a): fiir jedes Element aus M hat man n Mdéglichkeiten, ein Bild zu wihlen. Die Bijek-
tion in (b) geht iiber die charakteristische Funktion einer Teilmenge, die jedem Element

dieser Teilmenge 1, jedem anderen Element 0 zuordnet. Die Bijektion in (c) entspricht den
Koordinaten, d.h. der Abbildung {1,...,k} = N, i — n;, wird das Tupel (ny,...,ni) € N¥
zugeordnet. O

Ubung: Man vergewissere sich, dafl in den Sonderfillen M = () bzw. N = (j alles stimmt.

Als erstes schwierigeres Abziahlungsproblem fragen wir uns nun, wieviele Injektionen,
Surjektionen und Bijektionen von M nach N es gibt. Man kann sich leicht iiberlegen, daf}
dies nur von |[M| und |N| abhdngt, also nicht von der speziellen Wahl der Mengen. Der
folgende Satz fafit die Ergebnisse zusammen; einige Symbole darin werden erst spater
definiert werden.

Satz 1.7 |Abb(M,N)| = n™
IBij(M,N)| = n! falls m=n; = 0 sonst
Inj(M,N)| = nn—1)-(n-—m+1) = m-(})
|Surj(M,N)| = _20(4)]'(’,-‘)(11*)')“* = nl-Smn

1=

O Die Anzahl der allgemeinen Abbildungen haben wir bereits bestimmt. Fiir die Anzahl
der Injektionen wahlt man eine Aufzihlung von M: fiir das Bild des ersten Elements hat
man n Moglichkeiten, fiir das des zweiten dann noch n — 1, usw. Fiir m = n liefert dies
auch die Formel fiir die Bijektionen, die es nur zwischen gleichmachtigen Mengen geben
kann. Alternativ besteht eine Injektion f aus der Wahl einer m-Teilmenge von N, deren
Anzahl mit () bezeichnet wird, als Bild von f, und einer aus m! Bijektion mit M.

Die Anzahl der Surjektionen ist |Abb(M,N)\ U Abb(M,N\{no})

no€eN
Siebformel berechnen und durch Binomialkoeffizienten zur linken Formel vereinfachen

, Was man mit der

kann. Alternativ besteht eine Surjektion aus einer Aquivalenzrelation auf M mit n Klassen
und einer Bijektion der Klassen mit N. Aus der Definition 1.3 der Stirling—Zahlen ergibt
sich die zweite Formel. O
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O Da jede Abbildung eine Surjektion auf ihr Bild ist, kann man |Abb(M, N)| auch durch
die rechte Seite der ersten Formel berechnen: j durchlduft mogliche Groflen der Bildes; (T]‘)
bezeichnet die Anzahl der Moglichkeiten, ein Bild der Grofie j zu wahlen; es folgt die An-
zahl der Surjektionen auf eine j-Menge. Die zweite Formel bestimmt rechts |Surj(N, N)J;
dies ist aber nach Satz 1.4 (b) gleich |Bij(N, N)|. O

Teilmengen und Binomialkoeffizienten

Definition 1.2 Sei M m-Menge. Die Anzahl der k-Teilmengen von M wird mit (}') be-
zeichnet, dem sogenannten Binomialkoeffizienten ,,m iiber k”.

Man iiberlegt sich leicht, daf} der Binomialkoeffizienten nur von [M| und k abhangt, al-
so wohldefiniert ist. Im Beweis von Satz 1.7 wurde bereits angesprochen, dafl jede In-
jektion K — M einer k-Teilmenge von M mit einer Aufzihlung entspricht. Folglich gilt
|Inj (K, M)| = |Bij(K,K)| - [k-Teilmengen von M| =k! - ().

Satz 1.9 (Eigenschaften der Binomialkoeffizienten)

Explizite Formel:
<m> m! mm—1)---(m—k+1) T_n_m—] (m—k+1)
k k

k) K(m-k)! K!

einige konkrete Werte:

(1) -0 mreom (@)= (7)=(a2) -

Komplementformel: Summenformel:

)= 0 > (3) ==
( k m—k o \K
Rekursionsformel:

<m1<+1> = (km]> + (T) fiir >0
k() =m(R7)) = -k (")

O Die explizite Formel ergibt sich aus den beiden Formel fiir die Anzahl der Injektionen
in Satz 1.7. Die konkreten Werte sind klar nach Definition. Die Komplementformel gilt,
da jede k-Teilmenge per Komplementbildung genau einer (n — k)-Teilmenge entspricht.
Die Summenformel folgt aus zwei Arten, die Machtigkeit der Potenzmenge zu berechnen.

9
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Zum Beweis der Rekursionsformel betrachtet man ein festes Element der (m + 1)-Menge:
eine k-Teilmenge enthilt entweder dieses Element und entspricht dann einer (k — 1)-
Teilmenge der restlichen m-Menge; oder sie enthélt es nicht und entspricht dann einer
k-Teilmenge der restlichen m-Menge.

In der letzten Formel bezeichnet die linke Seite die Anzahl der Moglichkeiten, in einer
m-Menge eine k-Teilmenge und in dieser ein Element auszuwihlen. Alternativ kann man
ein Element aus der m-Menge und eine (k—1)-Teilmenge aus dem Rest (Mitte) oder eine
(k — 1)-Teilmenge aus der m-Menge und ein Element aus dem Rest (rechts) wihlen. O

Aus der Rekursionsformel ergibt sich die Moglichkeit, die Binomialkoeffizienten im so-
genannte Pascalschen Dreieck anzuordnen und zu berechnen:

m k= 0 y=2m
0 1 1 1
1 1 1 2 2
2 1 2 1 3 4
3 1 3 3 1 4 8
4 1 4 6 4 1 16
5 1 5 10 10 5 1 32
6 1 6 15 20 15 6 1 64

Satz 1.10 (Binomischer Satz)

m
(x+y™ = Z (T)xky‘“k firx,y e C,m eN
k=0

O Seien zunichst x,y € N. Dann steht links die Anzahl der Abbildungen einer m-Menge
in die disjunkte Vereinigung einer x- und einer y-Menge. Diese berechnet sich aber auch
folgendermaflen: fiir zwischen 0 und n varriierendem k die Auswahl einer k-Menge aus
der m-Menge, einer Abbildung der k-Menge in die x-Menge und einer Abbildung der
verbleibenden (n — k)-Menge in die y-Menge.

Fiir beliebige komplexe Zahlen x,y folgt das Ergebnis nun aus der Tatsache, daf zwei auf
den natiirlichen Zahlen iibereinstimmende Polynome gleich sind. O

Ubung: Man beweise den binomischen Satz per Induktion nach m.

Es gibt auch sogenannte Polynomialkoeffizienten (auch Multinomialkoeffizienten gen-

m o m!
Ki,oonke) T Kyle-o k)

wobei stets k; +- - -+k, = m gelten soll. Speziell ist also (') = (k‘;lk). Die Polynomialko-

nant):

effizienten kann man auch kombinatorisch definieren als die Menge der Abbildungen einer
m-Menge M nach {1,...,r}, wobei genau k; Elemente auf j abgebildet werden (Ubung!).

10
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Satz 1.11 (Polynomischer Satz)

m R N
(X144 x)™ = Z <k1 k)-x‘f‘-x%’---xfr firx; e CmeN
Kyt tkr—m yrorey

O Analog zum binomischen Satz oder per Induktion nach r. O

Mengenpartitionen und Stirling-Zahlen zweiter Art

Definition 1.3 Eine k-Partition einer Menge M ist eine Darstellung M = MU ...UMy mit
M; # (0. Eine Partition von M ist eine k-Partition fiir ein k € N.

Die Anzahl der k-Partitionen von M heif3e S, «, die sogenannten Stirling-Zahlen zweiter

Art. Die Anzahl der Partitionen von M heifle B,,,, die sogenannten Bell-Zahlen.

In einer Partition heiflen die M; ,,Blocke” oder auch ,,Klassen”, da jede k-Partition von M
einer Aquivalenzrelation auf M mit den k Aquivalenzklassen M, ..., My entspricht. Die
m-te Bellzahl B,, ist also auch die Anzahl der Aquivalenzrelationen auf einer m-Menge.

,Partition” ist der zu , Teilmenge” duale Begriff, wie ,,Surjektion” zu ,Injektion”. Eine
Surjektion M — K entspricht nimlich einer k-Partition von M mit einer Aufzidhlung der
Blocke. Folglich gilt [Surj(M, K)| = |Bij(K,K)| - [k-Partitionen von M| =k!- S, i

Satz 1.12 (Eigenschaften der Stirling-Zahlen zweiter Art)

Explizite Formel:
k k k
1 [k 1 - (k .
S =g L1 () im = 0 (§)im = L iy
L i) im =g S ()i = e

einige konkrete Werte:

Smm =0 firalle m>0 Smik=0 fir k>m
Sm,0=0 Sm1 =1 Smo2=2"""-1 Smym—1 = () je fiir m >0
Rekursionsformel:

S‘n1+1,k :S‘m,kf1 ‘l'k'sm,k fiir k>0

O Die explizite Formel ergibt sich aus den beiden Formel fiir die Anzahl der Surjektionen
in Satz 1.7.

Eine Partition in zwei Blocke entspricht der Auswahl einer Teilmenge, die weder leer noch
das Ganze ist. Dabei wird aber jede Partition doppelt gezahlt: also S,,, » = %(\‘B(M)\—z) fiir
eine m-Menge M. Eine Partition einer m-Menge in m — 1 Blocke entspricht der Auswahl
einer 2-Teilmenge: dem einzigen Block, der aus mehr als einem Element besteht.

Fiir die Rekursionsformel nimmt man eine k-Partition einer (m+1)-Menge und betrachtet
darin ein festes Element. Entweder dieses bildet selbst einen Block der Partition und es

11
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bleibt eine (k — 1)-Partition der restlichen m Elemente; oder es bleibt eine k-Partition
der restlichen m Elemente und es gibt k Moéglichkeiten, zu welchem Block das gesonderte
Element gehort. O

So.0 = 1 kann man als Konvention auffassen, um die Giiltigkeit von Rekursionsformeln
zu erhalten. Man kann dem aber auch Sinn verleihen, indem man die Vereinigung von 0
Mengen als Partition von (§ ansieht, also § = [ M;.

i
Ubung: Man iiberpriife, dafl die Formel fiir die Anzahl der Surjektionen auch fiir dies
Sonderfille M = () bzw. K = §) gilt.

Aus der Rekursionsformel ergibt sich die Darstellung und Berechnung der Stirling—Zahlen
zweiter Art im sogenannten Stirling-Dreieck zweiter Art:

m k= 0 X =Bn

0 1 1 1

1 0 1 2 1

2 0 1 1 3 2

3 0 1 3 1 5

4 0 1 7 4k 6 1 15

5 0 1 15 25 10 1 52

Satz 1.13 (Eigenschaften der Bell-Zahlen)
- W« (M, @ v
Bo=1 Bn=3 Smx Baa %(k)sk SPICELIEN

O Die ersten beiden Formeln gelten per Definition. Sei nun eine Partition einer (m+1)-
Menge gegeben; ein Element wird wiederum ausgesondert. Dieses Element lag in einem
Block der Grofle m — k + 1: also erhilt man die Partition auch durch eine Auswahl der
m — k anderen Elemente dieses Blocks ((,™,) = (') Moglichkeiten) und einer Partition
der restlichen k Elemente (Bx Moglichkeiten). Dies ergibt die Gleichheit (1).

Man kann aber auch die Anzahl j der Blocke der auf den restlichen m Elementen induzier-
ten Partition betrachten. Das gesonderte Element kann ich jedem Block hinzufiigen oder
als eigenen Block, was j + 1 Mdéglichkeiten fiir jedes j und damit Gleichheit (2) liefert. O

Zahlpartitionen

Eine Zahlpartition der natiirlichen Zahl m ist eine Darstellung m = my + -+ + my mit
m; > 1 fiir alle 1, wobei die Reihenfolge der Summanden keine Rolle spiele. Ohne Ein-
schrankung kann man also m; > m»> > ... > my annehmen. Eine solche Zahlpartition
von m in k Stiicke entspricht einer k-Partition einer m-Menge, deren Elemente nicht zu
unterscheiden sind. Die m; sind dann die Machtigkeiten der Blocke.

12
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Definition 1.4 Die Anzahl der Zahlpartition von m in k Stiicke sei P, x. Die Anzahl der

Zahlpartitionen von m sei Py,.

Die Darstellung einer Zahlpartition erfolgt oft durch ein Ferrers— oder Young—Diagramm
(in der Literatur oft auch gedreht oder gespiegelt):

Ferrers—Diagramm fiir die Partition
10=5+2+2+1.

Satz 1.14 (Eigenschaften der Zahlpartitionszahlen)

einige konkrete Werte:

P0,0 =1 P‘m,Z = \‘%J P‘m,k =0 fir k>m
Pm.O =0 Pm,] = P‘m,rnf] = Pm,m =1 fiir m >0
Rekursionsformeln:
Kk
Pk =) Pt Pk =Pm_x falls 2k >m Pk < Pt
j=0
insbesondere: Pnm-3=3 fiir m>6 Pnm-2=2 fir m>4

O Die konkreten Werte iiberlegt man sich leicht. Fiir P, ; liefert jedes n mit 3 <n <m
die Partition m =n + (m —n).

Die Rekursionformeln ergeben sich aus dem Wegstreichen der ersten Spalte im Young-
Diagramm,; bei einer P, x-Partition besteht diese aus genau k Kédstchen, also bleibt eine
Partition von m —k in maximal k Stiicke. Falls m—k < k, d.h. falls 2k > m, so ist dies eine
beliebige Zahlpartition von m —k, woraus sich die ndchste Formel ergibt. Im allgemeinen
erlaubt aber m — k aber weitere Partitionen, namlich in mehr als k Stiicke, daher die
Ungleichung. O

P m-_k wird also konstant = Py ab m = 2k. Zum Beispiel P, w3 = P3 = 3 fiir m > 6,
nimlichm=4+1+4+---4+1=342+14---4+1=24242+1+---+1.
S——— S——— S———

m—4 mal m—5 mal m—6 mal
Bemerkung: Fiir die Partitionszahlen P,,, gibt es folgende Rekursionsgleichung:
m
k
Pm = Z Pm,k = Z(*]) (P‘nlf%k[3kf1] + me%k[3k+1])
k=0 k>0

mit der Konvention P,, = 0 fiir negative m. (In Wirklichkeit ist die Summe also endlich).
Ein (nicht ganz einfacher) Beweis hierfiir findet sich in dem Buch von Cameron [2], 13.2.3.
Explizite Formeln fiir die Partitionszahlen P, x und P, sind nicht bekannt.

13
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Aus der Rekursionsgleichung ergibt sich wiederum eine Berechnungsmethode im Zahlpar-
titionsdreiecks: die Summe der oberen Zeile eines in der linken Diagonale beginnenden
Dreiecks ergibt die Spitze.

m kK = 0 Y=Pn
0 1 1 1
1 0 1 2 1
2 0 1 1 3 2
3 0 1 1 1 4 3
4 0 1 2 1 1 5 5
5 N O 1 2 2 /1 1 6 7
6 0 N1 3 3 /2 1 1 7 11
7 0 T N 3 4 /3 2 1 1 15
8 0 1 4 N 5 5 3 2 1 1 22

N

Geordnete Zahlpartitionen

Eine geordnete Zahlpartition der natiirlichen Zahl m ist eine Darstellung m = mq+- - -+my

mit m; > 1 fiir alle i, unter Beachtung der Reihenfolge der Summanden. Etwa sind 3 = 1+2
und 3 =2+ 1 verschiedene geordnete Zahlpartitionen von 3.

Satz 1.15 Die Anzahl der geordneten Zahlpartition von m in k Stiicke ist
™D e ms 1k
k _ ] m = y =
0 fiir m=1k=0 oderfir k>m
1 fir m=k=0

O Man betrachte die Zahlen a; := mi, a2 = M1 + mo,...,ax_1 = Mg + -+ + Mp_1.
Diese bilden eine (k — 1)-Teilmenge von {1,...,m — 1}. Umgekehrt gibt erhilt man aus
1 <ay €... <ax 7 < meine Zahlpartition durch Differenzenbildung: m; := a;, my =
az—dap,...,Mg_1:= ax_1—ax_z und my := m—ax_1. Es gibt also genauso viele geordnete
Zahlpartition von m in k Stiicke wie (k — 1)-Teilmengen einer (m — 1)-Menge. O

Kleine Zusammenfassung

Wir haben vier Arten von Partitionen von einer m-Menge in k Blocke untersucht:

Blocke ungeordnet angeordnet
Elemente Anzahl Anzahl
ununterscheidbar Zahlpartition Py, geordnete Zahlpartitionen (‘Qj)
unterschieden Mengenpartition S, i Surjektion k! Sk

14
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Ahnlich kann man vier verschiedene Arten von Auswahlen von k Elementen aus einer
m-Menge betrachten:

Auswahl ungeordnet angeordnet
Wiederholungen Anzahl ‘ Anzahl
nicht erlaubt Teilmenge ) Injektion k- ()
erlaubt ,Multiteilmenge” (™"*") | beliebige Abbildung k™

Das einzige bislang noch nicht bewiesene Ergebnis darin ist:

Satz 1.16 Die Anzahl der k-elementigen Multiteilmengen einer m-Menge ist (™).

O Diese Anzahl kann man auf geordnete Zahlpartitionen zuriickfiihren. Dazu komme die

Zahl i in der Multiteilmenge a; mal vor. Um Zahlen > 1 zu erhalten, betrachten wir b; :=
m

ai+1. Die b; bilden dann eine geordnete Zahlpartitionvon ) ™ ; by =Y ", (ai+1) = k+m
in m Stiicke. Deren Anzahl ist nach Satz 1.15 (“‘;;ET]) = (™). O

Permutationen und Stirling—Zahlen erster Art

Eine Permutation einer Menge M ist eine Bijektion von M auf M. Die Menge der Per-
mutationen von M heift die symmetrische Gruppe auf M und wird mit Sym(M), Sy oder

Sm bezeichnet. Fiir M = {1,..., m} schreibt man auch Sym(m) usf. Eine Permutation
o € Sym(n) hat einerseits den ,,aktiven” Aspekt einer Abbildung i — o(i); andererseits
den ,passiven” Aspekt der Anordnung der Zahlen 1,...,m als ¢(1),0(2)--- o(m). Einige
der vielen Darstellungsmoglichkeiten sind:

Wertetabelle: i ‘1 2345678 Funktionsgraph: Graph:

oi)[32478516 Q

Wort: 32478516 4._.17

2
/ 6
31-4—.1 5.—>\8

Die Zusammenhangskomponenten des Graphen rechts heiflen Zyklen der Permutation.

Zyklenzerlegung: (4713)(586)(2)

Genauer ist ein Zyklus (der Linge 1) eine Folge aj...a; von Zahlen aus 1,...,m mit

o(ai) =aiy1 firi=1,...,1—Tund o(a;) = ay. Ein Zyklus der Lange 1 heift Fixpunkt der
Permutation. Jede Permutation lafit sich als ,,Produkt” ihrer Zyklen schreiben wie im obi-
gen Beispiel; die Schreibweise ist eindeutig bis auf Reihenfolge der Zyklen und zyklische
Vertauschung der Elemente in jedem Zyklus. Beginnt man jeden Zyklus mit dem klein-
sten Element und den nichsten Zyklus mit dem minimalen noch verbleibenden Element,
erhilt man eine kanonische Schreibweise. Im Beispiel ware dies (1347)(2)(586).

Definition 1.5 Die Anzahl der Permutationen von m Elementen mit k Zyklen heiflt die
Stirling—Zahl erster Art s, .

15
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Die Zyklenzerlegung liefert offenbar eine Partition einer m-Menge mit einer zyklischen
Ordnung auf jedem Block. Insbesondere gilt also sy, k < Sy k flir alle m,k. Jede Per-
mutation ist bestimmt durch: 1. den Typ der Partition, d.h. die Anzahl der Zyklen von
gegebener Liange; 2. die Zuordnung der Zahlen zu den Blocken; 3. eine zyklische Ordnung
auf jedem Block. Nehmen wir an, dafl es b; Zyklen der Linge i gibt, so gilt also

m! m m

Diese Formel ist allerdings fiir praktische Belange wenig niitzlich.

Satz 1.17 (Eigenschaften der Stirling-Zahlen erster Art)

einige konkrete Werte:

Smm =1 fiiralle m >0 Smk =0 fiir k>m fiir m > 0:

1 1
Smo=0  Sma=(m—1! spo=(m-D(1+5++ ) s = (D)

2 m-—1
Rekursionsformel: Summenformel:
m
Sm4lk =Smk—1+M-sm i fiir k>0 ng’k:ml
k=0

O Fiir die Rekursionsformel nimmt man wie iiblich ein Element heraus. Dieses war ent-
weder ein Fixpunkt und es bleibt eine Permutation von m Elementen mit k — 1 Zyklen.
Oder es bleiben k Zyklen {ibrig: dann gibt es m Méglichkeiten, wie man das ausgesonderte
Element wieder einfiigen kann, namlich hinter jeder Zahl in deren Zyklus.

Per Induktion nach m berechnet man dann

Smi12 =Sma1+ M Spa=(m—Dl+m-(m-1I01+3++ 1) =mi(1+1+.--+1).

Alles andere gilt offensichtlich per Definition. O

Als letztes Zahlendreieck erhalten wir das Stirling-Dreieck erster Art. Man beachte die
Ahnlichkeiten und Unterschiede zum Stirling-Dreieck zweiter Art!

m k= 0 Y= ml!
0 1 1 1
1 0 1 2 1
2 0 1 1 3 2
3 0 2 3 1 6
4 0 6 ]] +m- 6 ] 24
5 0 24 50 35 10 1 120
Bemerkung: {1,x,x?,...,x™} und {1,x,x(x —1),--+ ,x(x — 1)+ (x = +1)} sind Basen des

Vektorraums C,, [x] der Polynome iiber C vom Grad < n. Name und Zusammenhang der
Stirling-Zahlen erklirt sich daraus, daf} sie die Eintrdge der Basiswechselmatrizen sind;
genauer gilt:

16
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Satz 1.18 X" = ) Spkex(x—1)--(x—k+1)

X(x— 1) (x—m+1) = 3 (=) ks, xF

In der Literatur werden daher auch oft die (—1)" ¥s,,  als Stirling-Zahlen erster Art be-
zeichnet.

O Nach Satz 1.8 gilt die erste Formel fiir alle natiirlichen Zahlen x, damit sind aber schon
die beiden Polynome gleich. Die zweite Formel beweist man z.B. durch Induktion nach
n mit Hilfe der Rekursionsformel (Ubung!). O

Satz 1.19 Die Anzahl der fixpunktfreien Permutationen von m Elementen ist

ml - Z (—})j
§=0

j!

O Inklusion-Exklusion fiir die Mengen S; der Permutationen, die i als Fixpunkt haben
(Ubung). O

Binomialkoeffizienten, Partitions— und Stirling-Zahlen sind kombinatorische Grundzah-
len, auf die man viele kombinatorische Probleme zuriickfiihren kann. Ein solches Problem
wird als gel6st gelten, wenn man eine einfache explizite Formel gefunden hat, in welcher
diese Zahlen vorkommen.

1.2 Diskrete Wahrscheinlichkeitstheorie

Kombinatorische Probleme und Ergebnisse lassen sich oft wahrscheinlichkeitstheoretisch
formulieren. Zum Beispiel konnte man Satz 1.19 auch folgendermafien formulieren: ,eine

zufillige Permuation ist mit Wahrscheinlichkeit 3", [*J.]!)i fixpunktfrei”. Die mit der
Wahrscheinlichkeitstheorie verbundene Terminologie und Abschauung ist daher oft niitz-
lich in der Kombinatorik.

Ein (diskreter) Wahrscheinlichkeitsraum (Q,p) besteht aus einer endlichen oder abzihl-

baren Menge Q, dem Ereignisraum, deren Elemente Elementarereignisse oder Ergebnisse

heiflen, und einer Abbildung p : Q — [0,1] C R, der sogenannten (Wahrscheinlichkeits-)
Verteilung, fiir die
> plw)=1

we
gilt. Ein Ereignis ist eine Teilmenge von Q; die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A

wird definiert als p(A):= Y p(w).
wWEA
Beispiele:
(1) , Modell eines Wiirfels”: Q ={1,2,3,4,5,6},p(1) =p(2) =--- =p(6) = % beim , fairen”
Wiirfel. Fiir das Ereignis ,, gerade Augenzahl” ist z.B. die Wahrscheinlichkeit %

17
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(2) ,,Machtigkeit einer Teilmenge einer n-Menge”: O ={0,...,n}und p(k) =2""(}) bei
gleichmafligem Vorkommen aller Teilmengen.
(3) Man wirft solange eine Miinze, bis Zahl erscheint, und fragt nach der Anzahl der

Wiirfe. O = N\ {0} und p(n) =27".

Satz 2.1 (Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit von Ereignissen)
@@ p(0)=0,p(Q) =1, p(Q\A) =1—p(A).
(b) A C B = p(A) < p(B); insbesondere gilt 0 < p(A) < 1 fiir alle Ereignisse A.

(© p(AUB) =p(A)+p(B) —p(ANB); woraus folgt:

P(A1U...UAL) = p(A1) + - +p(Ak)

P(AjU---UAx) < p(A1)+--+p(Ax) (Subadditivitat)
p(AjU---UAL) = Z (—=1)l+1 p( ﬂ Ai) (Sylvestersche Siebformel)
0AIC{1,....k} i€l

O a), b) und der erste Teil von c) sind offensichtlich oder lassen sich leicht nachrechnen.
Der Rest von c) folgt dann wie in Satz 1.2 per Induktion. O

Ist Q endlich, so wird durch p(w) = ﬁ fiir alle w € Q die sogenannte Laplace— oder
Gleichverteilung definiert; (Q,p) heifit dann auch Laplace-Raum. Fiir Ereignisse A gilt
darin: p(A) = ﬁ -|A| = ,,Anzahl der giinstigen Fille durch Anzahl der moglichen Falle”.

Die analogen Rechenregeln fiir Machtigkeiten ergeben sich somit als Spezialfall.

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Sei von nun an (Q,p) fest gegeben.

Definition 2.1 Falls p(B) > 0, definiert man die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gege-
ben B als

p(ANB)

“p(B)

Zwei Ereignisse A,B heiflen unabhingig, falls p(A N B) = p(A) - p(B). Allgemeiner hei-
flen Ereignisse Ai, i € 1, unabhingig, falls p(ﬂ}‘:1 Ai;) = p(Ay,)---p(Ay,) fiir alle k und
paarweise verschiedenen iy,...,ix € L.

P(AIB) ==

Inshesondere gilt also p(ANB) = p(A|B)-p(B) =p(BJA) - p(A), vorausgesetzt die vorkom-
menden bedingten Wahrscheinlichkeiten sind definiert. Falls p(B) > 0, so sind A und B
also genau dann unabhingig sind, wenn p(A|B) = p(A). Falls zudem p(Q\B) > 0, so sind
A und B genau dann unabhingig, wenn p(A|B) = p(A|Q\ B). Insbesondere folgt aus der
Unabhingigkeit von A und B auch die von A und QO \ B.

Beispiele:

(a) Laplace-Raum (Q,p) fiir den Wiirfelwurf: Ereignis A = , gerade Zahl” mit p(A) = %;
Ereignis B = ,,Zahl > 5” mit p(B) = 1; Ereignis C =, Primzahl” mit p(C) = }. Dann gilt
p(ANB) =1 und p(ANC) =1 Alsosind A und B unabhingig, A und C dagegen nicht.
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(b) Zwei Wiirfelwiirfe nacheinander: wir arbeiten im Produktraum (QZ2,p’) (s.u.), also
|Q?| = 36. Ereignis A =, erster Wurf ergibt 2" mit p}(A) = %; Ereignis B = ,,zweiter Wurf
ergibt 3" mit p5(B) = %; Ereignis C = ,, Augensumme 7” mit p5(C) = %. Diese Ereignisse
sind paarweise unabhingig, aber nicht unabhangig.
Satz 2.2 (Eigenschaften der bedingten Wahrscheinlichkeit) Sei p(B) > 0.

(@ (Q,ps) mit pg(A) := p(A|B) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(b) FallsANB =0, sop(AB) =

(c) Fallsp(ANB) #0, sop(ANC|B) =p(A|B)-p(CIANB).

k=1
(d) Sofernp( () Ai) > 0, gilt allgemeiner:
i=1

p( ﬂ Ai) =p(A1) - P(A2/A1) - p(A3IAT NAL) -+ p (A ﬂ Ai)

O Fiir a) rechnet man die Definition nach:

S polw) zp{“’}“B = Y bl

weQ weQ weB

b) ist klar, da p(#) = 0, und c) steht sofort da, wenn man fiir die bedingten Wahrschein-
lichkeiten die Definition einsetzt. d) folgt dann aus c) per Induktion nach k. O

Sei im folgenden O = B;U...UBy eine Partition mit p(B;) > O fiir alle i.
K
Satz 2.3 (von der totalen Wahrscheinlichkeit) p(A Z (A|Bi) - p(By).

O Da die AN B; eine Partition von A bilden, folgt aus Satz 2.1 c):

k

k k
D p(ABi) - p(Bi) =) p(AnBi)=p(|JANBi)) =p(A) m
i=1 i=1

i=1

Satz 2.4 (Bayessche Regel) Fallsp(A) #0, so p(B;|A) =

p(A[B;) - p(B;)
> )
> P(ABi) - p(By)

i=1

O Nachrechnen:

p(AlB;)-p(B;)  plANBy) Satzz3p(AﬂB )
k - k A ( )‘A) a
> i 1P(ABy) -p(Bi) > ;_;p(ANBy) p(A)
Produktraume
Seien (Q1,p1),...,(Qk,pr) Wahrscheinlichkeitsraume. Der Produktraum (Q,p) ist ein

Modell fiir das unabhingige Hintereinanderausfiihren von Zufallsexperimenten in den
Wahrscheinlichkeitsraumen (Q;,p;). Er ist definiert durch:

Q=071 x---x Qg

p((wr,...,wi)) =plwi) - plwy)
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Satz 2.5 (a) Falls alle (Qi,pi) Laplace-Riaume sind, so auch der Produktraum.
(b) (A7 x ---x Ax) =p1(Aq1)---pr(Ax) fiir Ereignisse A; C Q.

(¢) Falls (Qq,p1) = (Q2,p2), so sind zwei Ereignisse A,B C Q; genau dann unabhangig,
wenn p(A x B) =p1(ANB).

O a) und c) sind klar per Definition. Fiir k = 2 in b) gilt

P(AT X Az) = Z {pl(wr,w2)) | wi € At}
= Z {pr(wi)pa(wz) | wi € A}
= Z pr(wi) - Z p2(w2) =pi1(A1)p2(Az)

wiEA, wi2EA2

Der allgemeine Fall folgt dann mit Induktion nach k. O

Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable ist eine Abbildung X : QO — W, wobei W eine Menge (von ,,Werten")
ist. Im Falle W = R spricht man auch gerne von Zufallsgrofle. Intuitiv beschreibt X die
Auswertung eines Zufallsexperiments; X kann die gegeniiber dem genauen Ausgang ei-
gentlich interessante Information enthalten. Beispiele bei zweimaligem Wiirfen: die Au-
gensumme oder ,,Pasch” bzw. ,,nicht Pasch”. Beispiel bei einer Lottoziehung: die Anzahl
der Richtigen.

Satz 2.6 (Induzierte Verteilung) Ist X : Q — W Zufallsvariable, so wird durch px(w) =
p(X~ ")) =p({w € Q| X(w) =w}) eine Verteilung auf W gegeben, die von X induzierte

Verteilung. Mit anderen Worten: (W, px) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum.

O Y pxw= Y p{we|Xw) =w})= Y plw)=1. 0

wew wew we

px(w) mifit die Wahrscheinlichkeit, dal ein Experiment den Wert w annimmt. Fiir px(w)
schreibt man auch p(X = w). Entsprechend erkliaren sich Ausdriicke der Form p(X > w),
falls W geordnet ist, usw.

Sind mehrere Zufallsvariablen X; : Q — W;,..., Xy : QO — W, gegeben, so definieren sie
eine Zufallsvariable X; x --- x X : Q% — Wy x --- x Wy auf dem Produktraum vermoge

Xi X x X ((wr, .0 wid)) == (Xg(wi), .. Xi(wi))
und induzieren somit eine Verteilung px, x...xx, auf Wy x --- x Wy. Es gilt
Py e Xe (W10, W) = Px, (W) -+ - px, (Wi)

Zum anderen gibt es auf W; x --- x Wy die sogenannte gemeinsame Verteilung der X;
definiert durch

p(wi,cowi)) =pXg =wi,..., Xk =wi) =p({w | Xp(w) =wr,..., Xi(w) =wy})
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Definition 2.2 Zufallsvariablen X1,..., Xy heiflen unabhdngig, falls die induzierte Vertei-
lung px, x...xx, Mmit der gemeinsamen Verteilung iibereinstimmt, d.h. falls

PXs =wi A AXe =wi) =p(Xg =wq) - p(Xi = wi)

fiir alle wq, ..., Wy.

Zu einem Ereignis A C O kann man die Indikatorvariable x5 : Q — {0, 1} definieren mit
xalw) =1 & w € A. Dann sind Ereignisse Ay, ..., Ay unabhingig genau dann, wenn
die Zufallsvariablen xa,,...,x, unabhingig sind (Ubung).

Erwartungswert und Varianz

Seien im folgenden alle betrachteten Zufallsvariablen reellwertig.

Definition 2.3 Sei X eine reellwertige Zufallsvariable. Der Erwartungswert von X ist

EX) = Y plw) - X(w)

we

Falls X nur endlich viele Werte annimmt, so ist die Summe endlich und existiert immer.
Andernfalls braucht die Reihe nicht zu konvergieren, oder kann die Werte +oco oder —co
annehmen. Man sagt, dafl der Erwartungswert existiert, wenn der Wert endlich ist. Im
folgenden sollen die betrachteten Erwartungswerte stets existieren.

Durch Zusammenfassen der Ereignisse mit gleichem Wert sieht man
EX) =Y px(r)-r=Y r-p(X=1)
reR reR
Bei Gleichverteilung ist der Erwartungswert genau der Mittelwert der Wahrscheinlich-

keiten.

Fiir reellwertige Zufallsvariablen X,Y sind auch X +Y, X-Y und r- X fiir r € R Zufallsvaria-
blen. Es gilt:

Satz 2.7 (a) Der Erwartungswert ist linear, d.h. E(rX + sY) = rE(X) + sE(Y).

(b) Fiir unabhingige Zufallsvariablen ist der Erwartungswert multiplikativ, d.h. fiir un-
abhangige X,Y gilt E(X - Y) = E(X) - E(Y).

O E(rX+sY)= Y plw)(rX(w)+sY(w)) =1 plw)X(w)+s > plw)Y(w)=rE(X)+sE(Y)
we we we

EX-Y)=) P(XY=7)=) 1 > PX=sAY=t)=) ) stP(X=sPY=t)

TER r€ER s,tER TER s,tER
st=r st=r
=Y D> sP(X=sItP(Y=1t) =) sP(X=s)> tP(Y=t)=E(X)E(Y) O
sER teR seER teR
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Definition 2.4 (Weitere Mafizahlen fiir Zufallsgrofien)

(1) Die VarianzV (X) := E((X—E(X))Z) mifit, wie weit die Werte sich um den Erwartungs-
wert gruppieren.

(2) Die Standardabweichung oder Streuung ox = +/V (X) ist ein skalenunabhingiges sol-
ches Ma8.

(3) Die Kovarianz Cov(X,Y) := E((X —EX)(Y — E(Y))) miflt das gegenseitige Variieren
von X und Y.
Cov(X,Y)

(4) Die Korrelation Kor(X,Y):=
V(X)V(Y)

ist das zugehorige skalenunabhingige Mag.

Satz 2.8 Es gelten unter anderem folgende Rechenregeln:

e V(X)=E(X?)—E(X)?;

e falls X,Y unabhingig sind, so gilt V(X+Y) =V (X)+ V(Y);
Cov(X,Y) = E(XY)—E(X)E(Y) und Cov(X, X) = V(X);

Cov ist symmetrisch und bilinear;

falls X,Y unabhingig, so Cov(X,Y) = 0.

O Nachrechnen. a

1.3 Erzeugende Funktionen

Formale Potenzreihen

Sei K ein Korper, etwa K=Q, R, C.

Definition 3.1 Eine (formale) Potenzreihe iiber K ist ein Ausdruck der Form )_ a,X™ mit
neN
a, € K. Die Menge der Potenzreihen tiber K bezeichnet man mit K[[X]].

In den Potenzreihen ist X eine Variable; die a,, heiflen die Koeffizienten der Potenrei-
he. ,,Formal” werden sie deshalb manchmal genannt, da das Konvergenzverhalten in der
Regel keine Rolle spielt: man kann mit diesen Reihen rechnen, ohne daf} ihnen fiir Ein-

setzungen X € K Werte zugeteilt werden. Per Definition sind zwei Potenzreihen )  a,X"
neN
und > b, X" genau dann gleich, wenn a,, = b,, fiiralle n € N.
neN

Die algebraische Struktur von K iibertragt sich teilweise auf K[[X]]; man kann Potenzreihen
addieren, subtrahieren und multiplizieren, sowie formale Ableitungen bilden:

D anXM 4 ) baX" =) (an+by)X" =) @ X" =) (—anX"

neN neN neN neN neN
D anX® Y baX =3 (Y arbui)X" % (X anx™) =X (n+DapX®
neN neN neN k=0 neN neN
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Das Inverse zu )  a,X™ existiert genau dann, wenn ao # 0; dann gilt:

neN

;be X™ mit b —ib v §n agb
Zaan* n 070.0’ n — ao kUn—k
neN neN k=1

In K[[X]] gelten dann viele der bekannten Rechenregeln, etwa Kommutativitit und Asso-
ziativitat von + und - und insbesondere Distributivitiat von Addition und Multiplikation,
was erklart, warum die Multiplikation nicht koeffizientenweise erkliart wird. (Prazise:
K[[X]] ist eine differentielle K-Algebra.)

Beispiele 1
kn ..
D (X = —(oxjr firkeNceC
neN
Yy <m+“_]>X“; firm € Z
neN n (] 7X)m
] n = n
—],X'ZG“X :Z(Zak)x
neN neN k=0
Z <C>X“(1 +X)¢ fiir c € C wobei <C> = cle-T)--(e—n+1)
= \n n n!

Im letzten Beispiel stehen nicht unbedingt Identititen zwischen formalen Potenzreihen,
sondern Gleichheiten von Funktionen (auf dem Konvergenzgebiet der Reihe). Es ist oft
niitzlich, zwischen beiden Aspekten hin— und herzuspringen, ohne in einem einheitlichen
mathematischen Rahmen zu arbeiten. Das Rechnen mit Potenzreihen hinterldfit daher
oft ein ungutes Gefiihl: man sollte dann die erhaltenen Ergebnisse auf ihre Richtigkeit hin
iiberpriifen. Zwei andere wichtige Beziehungen fiir (konvergierende) Reihen sind:
X" (—1)mXn
y =6 > ——=h+X

n!
neN n>1

Zwei einfache Rekursionsgleichungen

Definition 3.2 Fiir eine Folge von Zahlen ag,a4,az,... sei die erzeugende Funktion die
Potenzreihe

S et

neN

Typischerweise sind die a,, durch ein kombinatorisches Problem gegeben, also etwa die
Anzahl von Permutationen von n Elementen oder die n-te Bellzahl. Durch Rechnen mit
den erzeugenden Funktionen lassen sich nun viele kombinatorisch gegebene Zahlen be-
stimmen, inshesondere Rekursionsgleichungen auflosen.

Beispiel der Ordnung 1:

Sei t, die Anzahl der Teilmengen einer n-Menge. Dann gilt die Rekursion t, ;1 = 2t,,
(warum?); zusatzlich hat man den Anfangswert t, = 1. Also gilt

D taX'=to+ ) taa X" =T4 ) 26X =142X ) X"
neN neN neN neN
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1

Es folgt Z to X" = T

neN

Z 2™ X™ und damit t,, = 2™ fiir alle n.

Beispiel der Ordnung 2:

Die Fibonacci—Zahlen sind definiert durch die Anfangswerte Fy = 0,F; =1 und die Rekur-
sion F,,,» = F,, + F,. 1. Also gilt hier:

D FaXT=0+41-X+ ) FppaX"?
neN neN

=X+ ) (Fu+Fpyn)X?
neN

=XAX2 ) Fa XU XY By X!
neN neN

=XAX ) Fa X=X Fo+ X ) FoXt
neN neN

Es folgt also > F, X" = ﬁ und man muf} nur noch den Bruch in eine Reihe auf-
neN —A=

16sen. Dazu bestimmt man die Nullstellen des Polynoms 1 — X — X?; es gilt 1 — X — X? =
—(X+ %)(X + %). Durch Partialbruchzerlegung erhilt man dann

X _ X ( A n B )
—w _x2 _
1 X—X X+1T\6 X+1+T\6

mit noch zu bestimmenden A und B. Durch Ausrechnen der rechten Seite und Koeffizien-
tenvergleich ergibt sich A + B = 0 und A1/5 + B1=Y5 — 1, also A = f% und B = \/Lg
Aus der Formel fiir die geometrische Reihe erhilt man ferner

a _2 1 _2 Z inxn_z(fl)na X"
X+c ¢ , X ¢ =\ - cntl

und schliefllich

n (=1)"A (=1)"B n 1 " ~5\" n
ZF“X - Z <(1\/§)n+1 + (1+\/§)n+1> X = Z ﬁ((wz\/g) N (1 2\/5) >'X

neN neN

Wir haben also folgenden Satz gezeigt:

Satz 3.1 (Fibonacci-Zahlen) Fiir die Fibonacci-Zahlen gilt

L (] —I—\/g)“_ (1 —\/5)“
"5 2 2
Sie sind bestimmt durch die Anfangswerte Fo = 0, F; = 1 und die Rekursion F,,,; =
Fn + Fni1 bzw. durch die erzeugende Funktion F(X) = ﬁ

Zur konkreten Berechnung der Fibonacci-Zahlen ist allerdings die Rekursion geeigneter
als die explizite Formel, der man nicht einmal ansieht, daf} sie natiirliche Zahlen liefert.
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Losungsverfahren fiir lineare Rekursionsgleichungen endlicher Ordnung

Allgemeiner funktioniert dieses Verfahren fiir Rekursionsgleichungen der Form:

Antk+1 =CoAn +C1Ant1 +- - F CkAntk (*)
wobei eine eindeutige Losung durch Anfangswerte Ay, ..., Ay festgelegt wird. Setzt man
A(X):= Y A,X™als die erzeugende Funktion der A,, und formt man um

neN

AX)= Ao +A1X A+ FAXE + Y Ap g XnERH
neN

= Ao+ A X+ +AXS + Y (CoAn+C1AnT F -+ CrAp i) X TR
neN

= Ap + A X+ -+ AXE 4+ coXKFTA(X)
+ C]Xk A(X) —C1AOXk
+ szki1 A(X) — Conka] — CzA]ka]

‘;’ Ckx A(X) — CkA()X — CkA1X — e — CkAk71X

so ergibt sich analog zur Umformung im Fall der Fibonacci—Zahlen:

Satz 3.2
Z A X" Polynom in X vom Grad < k P(X)

o 1 —CkX—Ck,1X2—"'_C]Xk_COXk+1 - Q(X)

neN

wobei das Polynom P(X) explizit angegeben werden kann.

Wie oben im Fall der Fibonacci—Zahlen ergibt sich nun folgende Losungsmethode:

(1) Man zerlege Q(X) in Linearfaktoren.
(2) Man bestimme die Partialbruchzerlegung von &ix; .

(3) Jeden Summanden entwickele man mit der Formel fiir die geometrische Reihe in
eine Potenzreihe.

(4) Man summiere diese Potenzreihen und multipliziere das Ergebnis mit P(X).

Schwierig und im allgemeinen nicht moglich ist dabei nur der erste Schritt. Sofern dies
geht, kann man sich in einem vereinfachten Verfahren einige Rechenarbeit sparen. Um
dieses Verfahren plausibel zu machen, einige Voriiberlegungen:

Jede Wurzel  von Q(X) ergibt bei Entwicklung einen Summanden der Form } | K-~ X"
in der schliefflichen expliziten Darstellung der gesuchten erzeugenden Funktion. Ist 3

m+n—1
n

Nullstelle mit Vielfachheit d, so tauchen wegen ﬁ = ( )X™ zusidtzlich Sum-
neN

manden der Form }_ K’-(Polynominn vom Grad < d—1)-p~"X™ auf. Die Lésungsformel
der A, wird also eine Linearkombination von Ausdriicken der FormnJ -~ mit0 <j < d
sein.

25



AVLi. JguUilihl AIIRLLLL MipYWIdIOVIIL JLivuiAtal LAt

k
Angenommen Q(X) = —co - [] (X— B1). Durch Einsetzen von X = Y~! und Durchmultipli-
=0

zieren mit Y**! erhilt man
k k 1
oY e YRR YR = H(] ~YBi) = +cofo - BkH(Yf E)
i=0 i=0 t
d.h. die Nullstellen von Q(X) sind die Kehrwerte der Nullstellen des reflektierten Poly-

noms

k+1

XM =co + x4 4 cpx® (xx)

Dieses Polynom heift auch charakteristisches Polynom der Rekursiongleichung (x). Um-

gekehrt sieht man sofort: wenn (x), ohne Anfangsbedingungen, Losungen der Form A,, =
o™ fiir festes « hat, so mufl « Wurzel des charakteristischen Polynoms sein. Wir erhalten
somit folgendes

Verfahren zur Lésung linearer Rekursionsgleichungen endlicher Ordnung;:

Betrachten man A, als Funktion N — C,n — A, so bilden die Losungen der Rekursi-
onsgleichung (x) einen k+ 1-dimensionaklen Unterraum von Abb(N, C). Eine Basis dieses
Loésungsraumes ist durch

{oc{l,n-oc{l,...,nd"’1oc{‘|i:1,...,m}

gegeben, wobei die «1,...,x, die verschiedenen Wurzeln des charakteristischen Poly-
noms (xx) mit jeweiliger Vielfachheit d; sind. Jede andere Losung ist dann eine Linear-

kombinationen
m

> (ki + kigmad + -+ + kig,n% o)

i=1
Durch Vergleich der Werte fiirn =0, ...,k mit den k+ 1 Anfangswerten Ay, ..., Ay ermit-
telt man dann die Konstanten ky; € C.

Ein Beispiel: Sei die Rekursionsgleichung
Ants =—12A4 +8An11 +Ani2

gegeben. Das charakteristische Polynom ist X3 —X? —8X 412 = (X—2)?(X—3). Eine Basis
der Losungsmenge ist also durch {2™,n-2™ (—3)™} gegeben, die Losungen sind genau die
Folgen der Form kq2™ + kon2™ + k3(—3)™. Fiir gegebene Anfangswerte Ay, A;, A, erhalt
man dann fiir n =0, 1,2 die eindeutg nach k1, k;, k3 auflosbaren Gleichungen

k1 +ky=Ap
2kq + 2ky — 3k3 = A4
4kq + 8ky + %%k3 = As

Eine nicht lineare Rekursionsgleichung

Die Catalan—-Zahl C,, gibt die Anzahl der Mdoglichkeiten an, einen Ausdruck a; +--- 4+ an
zu klammern. Per Konvention sei Co =0 und C; = 1.
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Man sieht sofort, dal C,, auch die Anzahl der biniren Baume
mit n Blittern ist. Rechts der a; + ((a2 + a3) + a4) entspre-
chende Baum.

ai
as
az as

Aus der Baumdarstellung ergibt sich durch Weglassen der Wurzel die Rekursionsgleichung

113 113
Cnt1 =2 Cj-Cnyi1-j fiirn > 0. Wegen der Konvention Co = 0 folgt also C,, = }_ C;-Cp_j
j=1 j=0

fir n > 1. Setzt man C(X) := )_ C,X", so sieht man:
neN
n
CX)P? =) D GCuX" ==X+ ) CuX"
nENj=0 neN

Durch Auflésen der quadratischen Gleichung erhilt man C(X) = %(1 + V1 —4X). Wegen
C(0) = Co = 0 mufd das Minuszeichen gewahlt werden. Aus dem (in dieser Form hier nicht
bewiesenen, aber giiltigen) binomischen Satz folgt

1
C(X) = I % >3 (i)(—4X)k

k>0

N

2n—-2
n—1

Daraus bestimmt man leicht C,, = 1( ). Wer diesen Rechnungen nicht traut, kann

nun fiir die explizite Formel nachpriifen, dal die Rekursionsgleichung erfiillt ist.
Satz 3.3 (Catalan-Zahlen) Fiir die Catalan-Zahlen gilt

Co =0 c, = (M2 C —ic- Covii fiir n>0
0= n*n no1 n+1*j:] j n+1—j =

Ihre erzeugende Funktion ist bestimmt durch C(X) = X+ C(X)? und Anfangswert Cy = 0.

Exponentielle erzeugende Funktionen
In vielen Fillen ist es niitzlich, eine Variante der erzeugenden Funktionen zu betrachten:
Definition 3.3 Fiir eine Folge von Zahlen ay, a1, az,... sei

> G

neN

die exponentielle erzeugende Funktion.

Insbesondere wenn Permutationen im Spiel sind, etwa wenn die Elemente eines kom-
binatorischen Objektes durchnumeriert sind und jede Umsortierung ein neues Objekt
ergibt, ist diese Normierung sinnvoll. Als Rechenregeln erhilt man nun:

Un yn bnn (an +bn) o,
(1) %Hx +%Hx _%TX
Qn yn bnyun 1/« (1 n
2) > SExr Y X :Zm(z<k>akbnk)x
neN neN neN k=0
d On yn an 0
3 ax (X X)) = X =X

neN neN
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Die formale Ableitung entspricht also gerade einem Shift in der Folge der Koeffizienten.
Die Exponentialfunktion ist die der konstanten Folge 1, 1,... zugehorige exponentielle
erzeugende Funktion. Fiir a, = [Sym(n)| ergibt sich = X als exponentielle erzeugende
Funktion, was den Nutzen der Normierung deutlich werden lafit.

Rechnen man mit den exponentiellen erzeugenden Funktionen statt mit den gewdhnli-
chen, so werden die linearen Rekursionsgleichungen zu Differentialgleichungen. Im Fall
der Fibonacci-Zahlen erhilt man mit F(X) = Y~ £2X" die Differentialgleichung:

& o) = Foo + L)

dx2 dX

Daraus erklirt sich die Analogie zwischen den Losungsverfahren linearer Rekursionsglei-
chungen und linearer Differentialgleichungen. Der Rechenaufwand verringert sich freilich

durch diese Betrachtungsweise nicht.

Anwendung auf die Bell-Zahlen

Fiir die exponentielle erzeugende Funktion der Bell-Zahlen, B(X), erhalten wir folgende

Differentialgleichung:
d « Bn n 1 = n n )
&B(X):ZT“X ZE(ZGDBK)X Z Z—x — exp(X) - B(X)
neN neN k=0 neN

Diese Differentialgleichung wollen wir nun 16sen:

Satz 3.4 (Exponentielle erzeugende Funktion der Bell-Zahlen und explizite Formel)
. 1
B = —1 ——
(X) = exp(exp(X) — 1) - §:

O DaBy =1, brauchen wir nur Lésungen der Differentialgleichung mit konstantem Koef-
fizienten # 0 zu betrachten, konnen also beliebig dividieren. Wie man leicht nachrechnet,
ist exp(exp(X)) eine Losung. Sind B;(X), B2 (X) zwei Losungen, so folgt nach Division und
Umformung die Gleichheit B} (X)/B;(X) = B} (X)/B2(X) der logarithmischen Ableitungen.
Man kann sich dann iiberlegen, daf} sich B; und B, nur um einen konstanten Faktor von-
einander unterscheiden konnen. Also gilt B(X) = c-exp(exp (X)) und mit dem Anfangswert

Bo =1 findet man ¢ = 1.

Nun folgt:
B e L geX _ 1y €8 T 1 g XK o 1 g K XT
B(X)=e =3¢ _eZ k!_ez(k! Z n!)_Z(eZk!)n!
keN keN neN neN keN
Damit liefert Koeffizientenvergleich die explizite Formel fiir die Bell-Zahlen. O

Obwohl die explizite Formel eine unendliche Summe beinhaltet, konnte man sie zur Be-
rechnung der Bell-Zahlen heranziehen, wenn man durch Konvergenzbetrachtungen zu-

e

N
nichst Schranken N bestimmt mit B,, = [1 3 X.]. Wegen des hohen Rechenaufwandes
k=0

fiir die Potenzen k" liefern die Rekursionsformeln schnellere Verfahren.
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Noch ein Beispiel ...

Satz 3.5 (Erzeugende Funktion der Partitionszahlen) Fiir die (normale) erzeugende Funk-

tion der Partitionszahlen P(X) := Y P, X" gilt
neN

1
P(X):HW=(1+t+t2+---)(1+t2+t4+---)(1+t3+t9+---)---
n>1

O Durch Ausmultiplizieren erhilt man einen Term t™ genau aus t%' (t2)92 - .. (t*)2x , wo-
bei a; +2as + - - - + kayx = n. Dies entspricht der Partition

n=l+ - +142+ - 424 Fk+ -4k 0
~ ~ / ~ ~ / N—_——
a; mal a> mal ay, mal

Von dieser Darstellung der erzeugenden Funktion kommt man mit einiger (nicht offen-
sichtlicher) Arbeit zur Rekursionsgleichung auf Seite 13.

1.4 Groflenwachstum von Funktionen

Grofienvergleich von Funktionen, Definitionen

Falls eine explizite Darstellung einer Zihlfunktion nicht moglich ist, kann man eventu-
ell eine Einschitzung des Grofenwachstum erhalten. Aufgabe 4 Ubungsblatt 2 etwa legt
nahe, daf} B,, starker wachst als 2™ und schwicher als n!.

Obwohl wir eigentlich an Zihlfunktionen N — N interessiert sind, ist es giinstig, die De-
finitionen allgemein fiir Funktionen N — C einzufiihren. Um dabei Groflen vergleichen
zu konnen, mufl man mit Betrdgen arbeiten. Stattdessen konnte man auch nur positive
Funktionen f : N — R} betrachten.

Grundannahme fiir dieses Abschnitt: alle Funktionen f : N — C mogen nur endlich viele
Nullstellen haben.

Definition 4.1

,,g wachst stirker als f”: f<g 1< lim ‘\f(n)\ -0
n—oo g(n)]
,f und g sind asymptotisch gleich” f~g :¢&= lim {1

n—oo 9(M)

,,klein o von g” o(g) = {flf<g}

Man schreibt in der Regel leider f = o(g) statt f € o(g). Meist taucht die Notation in
Ausdriicken wie f = h + o(g) auf, was fiir f — h € o(g) steht und intuitiv bedeutet, daf§ f
und h fiir grofle Werte iibereinstimmen bis auf einen Fehler, der weniger stark wichst als
g. Per Definition gilt also: f €« g &= f € o(g). Ferner, zur Erinnerung, f < g & Ve >
0In.Vn > n.:|f(n)] < e-lgn)l.
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Beispiele:
feo(l) & lim f(n)=0
feon) & lim ) 0, also etwa konstante Funktionen f.

n—oco M

Satz 4.1

() ~ ist eine Aquivalenzrelation.
(b) < ist eine partielle (nicht totale) Ordnungsrelation (d.h. transitiv und irreflexiv).
(c) Vertradglichkeit von « mit~: f'~fKg~g' = f' < g’'.

(d) Vertraglichkeit von < mit der Vektorraumstruktur: f; € g,f> K g = af1 +pf2 <€ ¢
fiir alle «, p € C; also ist o(g) ein Untervektorraum von Abb(N, C).

(e) Multiplikative Vertriglichkeit: f <« ¢ — fh <« gh und f ~ ¢ = fh ~ gh. Insbeson-
dere:f < g &= < qundf~g & 1~1

O Einfaches Nachrechnen. Zum Beispiel c):

') fm) f(m) gn)y . f'(n) . f(n) . g(n)
lim 7725 = m () gt 7)) = Ty i gy B gy =
Fiir den letzten Punkt von e) multipliziert man mit h = (fg)~'. O

Wegen c) induziert < eine partielle Ordnung auf den ~-Klassen. Selbst dann ist « kei-
ne totale Ordnung, da man einfach Beispiele findet, wo der Grenzwert lim “;([m nicht

n—oo

existiert.
Beispiele:
e Fiir Polynome f, g gilt:
f< g & grad(f) < grad(g)
? ¢ grad(f) = grad(g)
f~g < grad(f) = grad(g) und im Absolutbetrag gleicher Leitkoeffizienten
e Fir0<a<bund 1< c< dweifl man:
konst <« loglog(n) < logn) €« n® « n® « ¢" « d™ « nl « n" (%)

e Logarithmen verschiedener Basen wachsen ,,gleich schnell”, ohne fiir a # b asympto-

tisch gleich zu sein, da
log,(n)
n—oo logb (T]_)

= log, (b)

Logarithmen verhalten sich also wie Polynome gleichen Grades; dafiir fehlt noch ein
»Iwischenbegriff”:

Definition 4.2
O(g) == {f | 3C>03noVn > no : [f(n)| < C-[g(n)[}
Qg)={f|3C">0InoVn = no:C'-|g(n) < [f(n)[} ={f| g€ 0(f)}
©(g) == {f|3C,C" > 0IngVn = ny: C'-[g(n)| < [f(n)| < C-[g(n)|} = O(g) N Q(g)
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Die fiir o iiblichen Schreibweisen werden auch fiir O, O und © verwendet, etwa f = Q(g)
statt f € Q(g). Achtung: In der Informatik wird Q(g) manchmal anders definiert!

Beispiel: Fiir Polynome f, g gilt:

fe O(g) & grad(f)
feQ(g) & grad(f)
f € O(g) & grad(f) = grad(g)

< grad(g)
> grad(g)

Satz 4.2

(@) f € ©(g) ist eine Aquivalenzrelation, die echt grober als ~ ist, d.h. f ~ g = f € ©(g),
aber die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.

(b) Vertraglichkeit mit <: '€ O(f),g' € Qg),fKg= 1"« ¢g'.

(c) Vertraglichkeit mit der Vektorraumstruktur: f1,f> € O(g) = «f; + pf2 € O(g) fiir
alle x, 3 € C; also ist O(g) ein Untervektorraum von Abb(N, C).

(d) Multiplikative Vertraglichkeit: f € ©(g) = fh € O(gh).

O Dafl die Umkehrung in a) nicht gilt, zeigt das Beispiel der Polynome. Der Rest ist
einfaches Nachrechnen auf Grundlage von Satz 4.1. O

Q(g) und O(g) sind keine Untervektorrdume; o(g) ist ein Teilraum von O(g).

Wegen b) induziert < auch eine partielle Ordnung auf den ©-Klassen. Falls der Grenzwert

lim Ll
oo Ta(m)]

w(g):={f]g<f}={f|ge o(f)}, so ergibt sich folgendes Bild, fiir eine feste Funktion g:

existiert, so gilt entweder f < g oder f € ©(g) oder f > ¢. Setzt man noch

_ [f(n)] _
Jw(g){f|f>>g} Jlim {095 — oo
i R N e e el 1
: [f(n)]
Qlg) Jim 75y > 1
I I L A
{f|f~g} lim £l —q
i ot Lo | mmee e |
M)
existiert Ol9)
nicht s f(n)]
0< lim yoey <1
Yy

n—oo 19(M)]

10(9) ={flf<g} lim o

31



AVLi. JguUilihl AIIRLLLL MipYWIdIOVIIL JLivuiAtal LAt

Wie schnell wichst die Fakultitsfunktion?
Satz 4.3 logn! ~n-logn

O logn! = ) log(k) als Ober— bzw. Untersumme fiir das Integral [log(x)dx liefert die
k=1

Abschétzungeﬁ

n—1 n n
login— 1) = Z log(k) < Jlog(x)dx =nlogn—n+1g Z log(k) =logn!
k=1 ]

k=1

1N
und daher M_] logn _ nlogn n+1

logn! ~ logn! ~ logn! logn! ™
Mit der gleichen Abschitzung sieht man nun nocht leicht f(‘)’ég:! — 0 und 12;11! — 0. O

An diesem Beispiel sieht man auch, daf aus f ~ g nicht hof ~ ho g folgt, da bl°g(™) —n! v
n" = bnlogn.

Mit einiger Mehrarbeit folgt aus solchen Uberlegungen auch:

Satz 4.4 (Stirlingsche Formel)
V2 1
n o~ 27m(2)n — VAT nts
e en
ny\m 1
I = V2 =) - (14+0(=
n mm ( e) (1+ (n )
O Ohne Beweis! Wenn man die Abschiatzung nlogn—n+1 < logn! < (n+1)log(n+1)—n
aus dem Beweis von Satz 4.3 exponenziert, erhilt man

n" (n+ 1)nt! n" T n+ln _ n"
en—1 snis en = en—1 (n+])E(T) < en—1 (n+1)
Dies zeigt, dal das Wachstum von n! zwischen n™ und n™*' liegt. O

Groflenwachstum von Rekursionen

In manchen Fillen ist es schwierig, explizite Losungen fiir Rekursionsgleichungen zu fin-
den; Wachstumsabschitzungen dagegen erhilt man leicht:

Satz 4.5 Seiena > 1,b > 1,c gegeben und A(n) durch A(0) bzw. A(1) und eine der beiden
Rekursionsformeln

n n
A(n):a-A([g])nLc A(n):a-A([EJ)+c
bestimmt. Dann gelten folgende Wachstumsabschatzungen fiir A:
A €O0O(logn) fallsa=1
A € O(nlog?) falls a > 1

O Man iiberlege sich zunichst, dal A monoton verliuft. Fiir n = b* ergibt sich aus der
Rekursionsformel A(b*%) = ak-A(1) +c- Z;:J o). Fiir a =1 folgt A(b¥) € ©(k), fiir a > 1
folgt A(b*) € ©(a¥). Wegen der Monotonie erhilt man daraus, dal A(k) = A(b'°% %) im
@-Sinne wie log, k bzw. wie a8 k = klogs @ wiichst. 0
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Teil I1: Graphen

Graphen sind grundlegende mathematische Strukturen, die in vielen Anwendungen, ins-
besondere auch in der Informatik, auftreten. Anschaulich ist ein Graph eine Menge von
Punkten mit Verbindungen, wie sie etwa im Modell eines Wegenetzes vorkommen. In ge-
wissem Sinne sind Graphen die einfachsten mathematischen Strukturen, in denen bereits
Phinomene grofitmoéglicher Komplexitat auftauchen.

I11.5 Definition und Begriffe

Mehrere Definitionen von Graphen sind moglich und in der Literatur vertreten. Mei-
stens werden weder Schleifen, d.h. Verbindungen eines Punktes mit sich selbst, noch
Mehrfachkanten, d.h. mehrere Verbindungen zwischen denselben Punkten, erlaubt. Ma-
thematisch definiert man also:

Definition 5.1 Ein Graph G = (E,K) ist eine Menge E und eine Teilmenge K der zweiele-
mentigen Teilmengen B> (E) von E. Die Elemente aus E nennt man Ecken (auch Knoten,

engl.: vertices), die Elemente aus K Kanten (engl.: edges).

Haufiger noch wird ein Graph als ein Paar (E, R) definiert, wobei R eine zweistellige, irre-
flexive, symmetrische Relation auf der Eckenmenge E ist. Dabei gilt mit obiger Definition
e1Re; & {e1,ez2} € K; beide Aspekte konnen also einfach ineinander iiberfiihrt werden.
Man schreibt oft e;Ke, oder eje; € Kstatt{e,e2} € K; die beiden Ecken eq, e; heiflen dann
benachbart oder adjazent. Die Menge der Nachbarn von e sei N(e) und d(e) := [N(e)| der
Grad (oder die Valenz) von e.

Fiir die Grofle eines Graphen gibt es zwei Parameter: die Anzahl der Ecken, auch Ordnung
des Graphen genannt, und die Anzahl der Kanten, auch Grofle des Graphen genannt. Wir

werden nur endliche Graphen betrachten, d.h. Graphen endlicher Ordnung. Diese haben
dann auch automatisch nur endliche viele Kanten. M6chte man die Komplexitit von Al-
gorithmen auf Graphen berechnen, mufl man festlegen, welches Maf fiir die Grofie eines
Graphen zugrundegelegt wird. Wegen
[E| 1 15
Kl < =_. 1) ~ =
ki< (1) = min 1~ gn

unterscheidet sich i.a. die Komplexitiat nach Eckenanzahl oder Kantenanzahl berechnet.
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Oft legt man daher [E| 4 |K| als Maf} zugrunde.

Satz 5.1
> dle) =2-[K|
ecE
O Jede Kante wird links doppelt gezahlt — bei Anfangs— und Endpunkt. O

Folgerung: Ein Graph hat stets eine gerade Anzahl von Ecken ungeraden Grades.

Beispiele

e Der vollstindige Graph K,,: dieser hat n Ecken und alle (Tz‘) moglichen Kanten zwischen

diesen Ecken.

e Der Kreis C,, (n > 3) hat n Ecken eq,...,e, und Kanten {e;,ei;q} fiiri =1,...,n—1
sowie die Kante {eq, e, }, insgesamt also auch n Kanten.

e Der Graph K3 = C3 heifit auch das Dreieck.

e Bei bipartiten Graphen gibt es eine Partition E = E’UE"” der Eckenmenge, so dafl Kanten
nur zwischen Ecken aus E’ und E” bestehen. Beim vollstindigen bipartiten Graphen
Kn,m ist dabei [E’| =n, [E”| = m und alle moglichen Kanten zwischen Ecken aus E’ und
E” sind vorhanden. Es gilt also [E| =n + m und |K| = nm.

e Entsprechend liegt bei r-partiten Graphen eine Partition E = E;U...UE, vor und Kan-
ten bestehen nur zwischen Ecken aus verschiedenen Blocken. Der vollstindige r-partite
Graph Ky, ..., besitzt Blocke der Grofe nq,...,n, und alle moglichen Kanten dazwi-
schen, also |[E| =11 4+ ---+n,und K| =n7---n,.

e Ein k-regulidrer Graph ist ein Graph, dessen samtliche Ecken Grad k haben. Beispiels-
weise ist C,, 2-reguldr und K, (n — 1)-regular.

e Ein planarer Graph ist ein in die reelle Ebene einbettbarer Graph, d.h. ein Graph, den
man zeichnen kann, ohne daf sich die Kanten iiberschneiden. Man iiberzeuge sich, daf}
Ks und K3z 3 nicht planar sind. Jeder nicht-planare Graph enthilt in einem technischen
Sinne einen dieser beiden Graphen.

Darstellungen von Graphen

graphisch: als Adjazenzmatrix: als Inzidenzmatrix:
01 0 11 100 0 0 1 01
101 11 1101 1000
01010 01100000
1T 11 0 1 Ooo01T 10110
11010 000 01T 011

Dabei hangt die Darstellung als Adjazenzmatrix von einer Numerierung der Ecken ab; die
Darstellung als Inzidenzmatrix von Numerierungen der Ecken und der Kanten. Bei der
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graphischen Darstellung hat man die Wahl, wie man die Ecken zueinander plaziert, und
wie man die Kanten (nicht unbedingt gerade) zieht. Den obigen Graphen kann man zum
Beispiel auch iiberschneidungsfrei zeichnen.

Zwei Graphen G = (E,K) und G' = (E’,K’) heiflen isomorph, wenn es einen Isomor-
phismus zwischen G uind G’ gibt, d.i. eine Bijektion ¢ : G — G’ mit {e,e’) € K <
{@(e),p(e')} € K'. Ein Isomorphismus von G auf sich selbst heifit Automorphismus.

Esist i.a. kein leichtes Problem zu entscheiden, ob zwei Darstellungen (auch der gleichen
Art) isomorphe Graphen ergeben. Dieses Problem ist nicht NP-vollstindig, man kennt
aber nur in Spezialfillen polynomiale Algorithmen (etwa fiir planare Graphen oder fiir
Graphen beschrinkter Valenz).

Ein Graph G’ = (E’,K’) heifit Untergraph von G = (E,K), falls E’ C E und K’ C K gilt.
Man sagt dann auch, dafl G den Graphen G’ enthilt. G’ heifit induzierter Untergraph,
falls zusatzlich K’ = KNP, (E’) gilt, d.h. G’ enthilt alle zwischen Ecken aus E’ in G vor-
handenen Kanten. Zu jeder Teilmenge E’ gibt es genau einen induzierten Untergraphen

mit Eckenmenge E’, dieser wird mit G[E'] bezeichnet. G’ heifit aufspannender Untergraph

von G, falls G’ ein Untergraph von G mit E = E’ ist. (Inshbesondere ist G der einzige auf-
spannende induzierte Untergraph von sich selbst.)

Varianten von Graphen

In Multigraphen 13t man Schlingen und mehrere Kanten zwischen zwei Ecken zu. Multi-
graphen tauchen auf natiirliche Weise in der Graphentheorie auf, etwa wenn man duale
Graphen betrachtet, so dal manchmal Multigraphen einfach als Graphen bezeichnet wer-
den.

Bei gerichteten Graphen haben die Kanten eine Orientierung, also festgelegte Anfangs—

und Endpunkte. Man 148t dann auf jeden Fall zwischen zwei Ecken Kanten in beide Rich-
tungen zu und meist auch Schlingen.

In numerierten Graphen sind die Ecken wohlunterschieden; man kann sie sich als fest

von 1 bis n durchnumeriert denken. Numerierte Graphen haben als solche also keine
nicht-trivialen Automorphismen.

In Anwendungen betrachtet man oft gewichtete Graphen: G tragt dann noch eine Kosten—

oder Gewichtsfunktion, entweder auf den Ecken als w: E — RJ, oder auf den Kanten als
w: K — R§ . Letzteres konnte etwa eine Straflenkarte mit Abstanden zwischen Stadten
sein. Geht die Gewichtsfunktion in eine endliche Menge von “Farben”, spricht man auch
von gefirbten Graphen.

Anzahl der Graphen

Wieviele Graphen mit n Ecken gibt es? Numeriert man die Ecken, hat man fiir jedes Ecken-
paar die zwei Mdéglichkeiten, eine Kante zu ziehen oder nicht. Also existieren 2(3) viele
numerierte Graphen auf n Ecken. Man kann die n Ecken auf n! viele Arten mumerieren;

35



AVLi. JguUilihl AIIRLLLL MipYWIdIOVIIL JLivuiAtal LAt

verschiedenen Numerierungen fiihren aber eventuell zu isomorphen numerierten Gra-
phen, und zwar genau dann, wenn die eine durch einen Automorphismus des Graphen in
die andere iibergeht. Man kann aber zeigen, daf} fiir grofle n fast kein Graph nicht-triviale
Automorphismen besitzt. Asymptotisch hat man also oben jeden Graph n! mal gezihlt;

(%)

es gilt

Anzahl der Graphen auf n Ecken ~ % -2

Wege, Abstand, Zusammenhang

Definition 5.2 Ein Weg der Liange n ist eine Folge epkieq ... kne, von Ecken e; und Kanten
ki ={ei_1,ei}. Dabei heifdit e der Anfangs— und e,, der Endpunkt des Weges. Ist ey = e,
so heifit der Weg geschlossen, sonst offen.

Ein (Kanten-) xZug ist ein Weg, bei dem k; # k; fiiri #j gilt.

Ein Pfad ist ein Weg, bei dem e; # e; fiiri #j gilt.

Ein Kreis ist ein Weg, bei dem ey = ey, gilt, sonst aber e; # ;.

Achtung: diese Terminologie ist nicht standardisiert!

Ein Kreis ist also im Grunde ein geschlossener Pfad; Pfade sind allerdings per Definition
offen. Jeder Pfad und jeder Kreis ist auch ein Zug. Man sagt, dafl ein Weg mit Anfangs-
punkt e und Endpunkt e’ die Ecken e und e’ verbindet. Jeder e und e’ verbindende Weg
14t sich zu einem e und e’ verbindenden Pfad verkiirzen. In G gibt s genau dann einen
Kreis der Lange n, wenn C,, Untergraph von G ist.

Wir definieren auf E eine Aquivalenzrelation K* durch eK*e’, falls e und e’ durch einen Weg
verbunden sind. Die Aquivalenzklassen von K* heiflen die Zusammenhangskomponenten

des Graphen. Ein Graph heifit zusammenhingend, falls er aus nur einer Zusammenhangs-

komponente besteht, d.h. wenn je zwei Ecken durch einen Weg verbunden sind.

Algorithmus zum Finden der Zusammenhangskomponenten:

Starte in einer Ecke ey. Sei Ep :={eo} und Ei;1 :=E; U |J Nf(e). Halte an, falls E; = E;;1.
ecE;
Dann ist G[E;] die Zusammenhangskomponente von ey. Falls E; = E, so ist G zusam-

menhangend; falls nicht, starte mit einer neuen Ecke ey ¢ E;. Dieser Algorithmus berech-
net in O(|E|?) vielen Schritten die Zusammenhangskomponenten und/oder testet, ob G
zusammenhingend ist.

Der Abstand d(e,e’) zweier Ecken ist definiert als die minimale Linge eines e und e’

verbindenden Weges, falls ein solcher existiert, und als co sonst. Es gilt dann
dle,e') =0 & e=¢'
d(e,e’) =1 & e und e’ sind benachbart
d(e,e’') =2 & eund e’ haben gemeinsamen Nachbarn, aber e #e’,e ¢ N(e')

d(e,e') =00 & eund e’ liegen in verschiedenen Zusammenhangskomponenten

Satz 5.2 Ein nicht trivialer Graph ist genau dann bipartit, wenn alle Kreise darin gerade
Lidnge haben.
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O “=" Ein Kreis in einem bipartiten Graphen mufl abwechselnd zwischen Ecken aus den
beiden Blocken der Bipartition verlaufen, hat also gerade Linge.

“&" Sei eg € E beliebig und definiere E' := {e € E|d(eo,e) gerade}, E” := E\E' = {e €
E|d(eo,e) ungerade}. Zeige: dies liefert eine Bipartition des Graphen. Angenommen es
gibt eine Kante k zwischen e,e’ € E’ (analog fiir E”). Betrachte Pfade minimaler Linge
von ep nach e bzw. e’. Sei e” deren letzter gemeinsamer Punkt: dann ist die Linge beider
Teilpfade von ey nach e” die gleiche, d.h. die Restpfade zusammen mit k ergeben einen
Kreis ungerader Linge: Widerspruch. O

11.6 Besondere Wege

Euler-Ziige

Meist schon als Kind beschéftigt man sich mit Graphentheorie, namlich mit dem Problem,
das , Haus des Nikolaus” ohne Absetzen zu zeichnen. Tatsachlich gilt dieses Problem in
der Form des ,, Konigsberger Briickenproblems” auch als der mathematische Anfang der
Graphentheorie. Euler hat gezeigt, daf} ein Spaziergang durch das damalige Konigsbherg,
der alle Briicken genau einmal {iberquert, nicht moglich ist. Die mathematische Model-
lisierung des Stadtplans fiihrt natiirlich zu einem Multigraphen; durch zusitzliche Ecken,
etwa auf den Briicken, erhilt man aber ein gleichwertiges Problem fiir einfache Graphen.

Definition 6.1 Ein Eulerscher Zug in einem Graphen ist ein alle Kanten durchlaufender
Zug. G heifit Eulersch, falls es in G einen (geschlossenen) Euler-Zug gibt.

Satz 6.1 Ein Graph ohne isolierte Punkte hat genau dann einen geschlossenen (bzw. of-
fenen) Eulerschen Zug, wenn er zusammenhangend ist und keine (bzw. genau zwei) Ecken
ungeraden Grades besitzt.

O Die Bedingungen sind offenbar notwendig. Durch Hinzufiigen einer neuen verbindung
zwischen den beiden Ecken ungeraden Grades fiihrt man das Problem des offenen Euler—
Zuges auf das andere zuriick. Betrachte dann einen Zug maximaler Lange epk; ...knen. Es
gilt dann ey = e,,, da sonst nur eine ungerade Anzahl zu e, inzidenter Kanten in dem Zug
vorkdme, dieser also noch verliangert werden konnte. Gibe es nun eine in dem Zug nicht
vorkommende Kante k, so gibe es auch eine (da G zusammenhingend), die mit einer der
vorkommenden Ecken e; inzident ist. Beginne dann obigen Zug mit e; und hinge am Ende
k an: Widerspruch. O

Dieser Beweis ist im Prinzip konstruktiv, d.h. man kann daraus einen Euler-Zug gewin-
nen, aber umstindlich. Hier folgt ein besserer Algorithmus:

Algorithmus zur Konstruktion von Euler-Ziigen:

Starte in einer beliebigen Ecke ey, bzw. in einer der beiden Ecken ungeraden Grades.
Sei der Anfang epkje;...kie; des Euler—Zuges bereits konstruiert. Sei G; := (E,K;) mit
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K; := K\{k1,...,ki} der Restgraph. Falls K; = (J, so fertig. Falls K; # (), aber keine zu e;
inzidente Kante enthalt, so Abbruch. Falls K; eine zu e; inzidente Kante enthilt, die keine
Briicke in G; ist, so wahle eine dieser als k; 1. Andernfalls wahle beliebige zu e; inzidente
Kante aus K; als ki 1.

Wie grofd ist die Komplexitat des Algorithmus? Er liuft hochstens |K| Schritte lang. In
jedem Schritt miissen |K;| viele Kanten daraufhin getestet werden, ob sie zu e; inzident
sind und ob ein Graph mit |E| Ecken zusammenhzngend ist. Letzteres ist in O(|E|?) moglich.
Insgesamt ist der Algorithmus also in O([K|? - [E|*) C O(|E|®), insbesondere polynomial.

Hamiltonsche Kreise

Definition 6.2 Ein Hamiltonscher Kreis in einem Graphen ist ein alle Ecken druchlaufen-

der Kreis. G heiflt Hamiltonsch, falls es in G einen Hamiltonschen Kreis gibt.

G ist also genau dann Hamiltonsch, wenn G einen aufspannenden Kreis enthalt. Das
Hamilton—Problem ist das Analogon des Euler—Problems fiir Ecken statt fiir Kanten: er-
staunlicherweise ist es viel schwerer zu 16sen. Historisch tauchte es bei Hamilton fiir den
Dodekaeder auf.

Beispiele: K,,, der Wiirfel, der Dodekaeder sind Hamiltonsch. Ky 241 ist nicht Hamil-
tonsch.

Es gibt einen naheliegenden Algorithmus zu entscheiden, ob ein Graph Hamiltonsch ist
oder nicht: erzeuge alle Kreise des Graphen und iiberpriife, ob eines davon alle Ecken
durchlauft. Aber: im K,, etwa gibt es (n — 1)! viele Kreise mit gegebenem Anfangspunkt;
in einem beliebigen Graphen mufl man daher auch erwarten, daf} es zu viele sind, um in
verniinftiger Zeit obigen Algorithmus durchfiihren zu konnen. Man kennt bis heute keinen
,verniinftigen” Algorithmus, einen Hamiltonschen Kreis zu finden, und kein verniinftiges
notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir seine Existenz. Man hat allerdings gute
Griinde, einen solchen Algorithmus nicht zu erwarten: das Hamilton—Problem ist nimlich
ein sogenanntes NP-vollstindiges Problem. Es gibt aber eine Reihe von hinreichenden
Kriterien, von denen das einfachste folgt:

Satz 6.2 Sei G = (E,K) so, daB n := [E| > 3 und d(e) > % fiir alle e € E. Dann ist G
Hamiltonsch.

O Zundchst ist G zusammenhingend: sonst hitte eine Ecke in einer minimalen Zusam-
menhangskomponente mehr Nachbarn als moglich. Betrachte dann einen Pfad P = epkq ey
...kimem maximaler Linge. Dann muf} P alle Nachbarn von ey und e,, bereits enthalten,
sonst konnte man ihn verliangern. Betrachte I; := {i|e; € N(en)} und Iy := {i|ei41 €
Nf(eo)}. Beides sind Teilmengen von {0,...,m — 1} der Machtigkeit mindestens %, also
schneiden sie sich. Es gibt also i, eine Kante k = {xo,x;;1} und eine Kante k' = {x;,xm}.
Aus P, k,k’ erhdlt man einen Kreis der Linge m + 1, aus dem wiederum, wire er nicht
bereits Hamiltonsch, ein Pfad der Linge m + 1 im Widerspruch zur Maximalitit von P zu

gewinnen ware. O
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Diesen Beweis kann man leicht in einen polynomialen Algorithmus zur Konstruktion eines
Hamiltonschen Kreises umformen.

Die Klasse der Probleme, die man in polynomialer Zeit 16sen kann, heifit P. Die Klasse
der Probleme, fiir die man in polynomialer Zeit feststellen kann, ob eine vorgeschlagene
Losung stimmt oder nicht, heifit NP. Das Problem der Euler-Ziige ist also in P; man sieht
sofort, dafl das Hamilton—Problem in NP liegt. Ebenfalls ist es nicht schwierig, P C NP zu
zeigen. Ob P = NP gilt, ist eine der groflen offenen Fragen der Mathematik und theoreti-
schen Informatik, allgemein wird Ungleichheit angenommen. NP-vollstindige Probleme
sind nun ,,maximal schwierige” Probleme in der Klasse NP: jedes andere NP-Problem
lafdt sich in polynomialer Zeit darauf zuriickfiihren, oder anders ausgedriickt: findet man
einen polynomialen Algorithmus fiir ein NP—vollstandiges Problem, so gilt P = NP. Daher
gelten NP—vollstindige Probleme als schwer. Trotzdem kann es sehr gute Niherungsal-
gorithmen geben oder welche, die in den meisten Fillen ein Ergebnis liefern.

Problem des Handlungsreisenden

Gegeben ist hier ein zusammenhingender Graph G = (E,K) mit einer Gewichtsfunktion
w:K— IR{g. Fiir einen Weg W = epkqe; ... kne, definiere das Gewicht des Weges durch

n

w(W) := > w(k;). Das Problem des Handlungsreisenden besteht nun darin, einen alle

=
Ecken durchlaufenden (geschlossenen) Weg minimalen Gewichts zu finden. Als Varian-
te des Problems kann man auch nach einem Hamiltonschen Kreis minimales Gewichts
fragen.

Bemerkungen:

e Ohne Einschrankunng kann man G als vollstindig annehmen, indem man neue Kanten
mit einem Gewicht grofier als die Summe der bisherigen Gewichte hinzunimmt.

e Falls w Abstinde angibt oder allgemeiner die Dreiecksungleichung erfiillt, so ist ein
geschlossener Weg minimalen Gewichts automatisch Hamiltonsch.

e Falls w konstant auf allen Kanten ist, so ergibt sich das Hamilton—Problem als Spezial-
fall des Problems des Handlungsreisende. In diesem Sinne ist letzteres also schwerer.

e An einfachen Beispielen bereits sieht man, dafl der naheliegende Algorithmus der loka-
len Wahl, d.h. in jeder bereits erreichten Ecke die Kante minimalen Gewichts zu wahlen,
i.a. nicht den Gesamtweg minimalen Gewichts liefert.

Das Problem des Handlungsreisenden ist ebenfalls NP-vollstindig; im Gegensatz zu dem
vorherigen Entscheidungsproblem ,,Gibt es einen Hamiltonschen Kreis oder nicht” aber
ein Optimierungsproblem.

Kiirzeste Wege

Zum Abschluf} dieses Abschnittes eine verwandte Fragestellung, fiir die es einen gu-
ten Algorithmus gibt. Gegeben ist wieder ein zusammenhingender gewichteter Graph
G = (E,K), w: K — R} . Nun mochte man fiir zwei gegebene Ecken e und e’ den beide
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verbindenden Weg minimalen Gewichts finden. Klar ist, dafl solch ein Weg in zusam-
menhangenden Graphen existiert, er braucht allerdings nicht eindeutig zu sein, und dafl
er ein Pfad ist.

Man kann leicht Beispiele konstruieren, bei denen es nicht ausreicht, sich von e schritt-
weise nach e’ vorzutasten, indem man in jedem Schritt eine zu e’ hinfiihrende, noch nicht
benutzte Kante minimalen Gewichts wahlt. Eine geringe Variante dieser lokalen wahl
geniigt allerdings, indem man einerseits gleichzeitig Pfade minimalen Gewichts von e zu
allen anderen Ecken konstruiert und andererseits das Gewicht des bereits konstruierten
Pfades beachtet.

Algorithmus zur Konstruktion von Wegen minimalen Gewichts:
Definiere induktiv e;, 1(eg, e;) und k; fiiri > 1.

eo sei die Startecke, l(ep,ep) := 0. Im 1 + 1-ten Schritt, berechne fiir alle Paare (e,e;)
mit e ¢ {eo,...,e1} und e € N(ej), j < i, die Grofle w({e,e;}) + l(eo, e;) und wahle (e, e;)
so, daf} sie minimal wird. Setze dann e;y; := e, ki = {ej, e} und l(eo,ei+1) = leo,e;) +
w(k¢). Breche ab, sobald die Zielecke erreicht ist bzw. bis keine neuen adjazenten Ecken
mehr zur Verfiigung stehen. Die Kanten k; bilden dann einen aufspannenden Baum der
Zusammenhangskomponente von ey, in denen der eindeutige Pfad von e, zu jeder anderen
Ecke minimales Gewicht hat.

Bemerkung: Fiir eine konstante Gewichtsfunktion berechnet der Algorithmus kiirzeste
Wege. Im allgemeinen wird der berechete aufspannende Baum kein aufspannender Baum
minimalen Gewichts sein.

1.7 Farbungen

Eckenfirbungen

Gegeben sei ein Graph G = (E,K). Eine Eckenfiarbung (mit k Farben) ist eine Abbildung
c:E —{1,...,k}, die benachbarte Ecken unterschiedlich farbt, d.h. {e,e'} € K = c(e) #
c(e’). Ein Graph, fiir den eine Eckenfiarbung mit k Farben existiert, heifit auch k-farbbar.
Offenbar ist ein Graph genau dann k-firbbar, wenn er k-partit ist: die Blocke der k-
Partition werden durch die gleichgefirbten Ecken gebildet.

Beispiel: Man mochte die Linder einer Landkarte so firben, dafl benachbarte Linder
unterschiedliche Farben haben. Die Landkarte kann man in einen Graphen iibersetzen,
indem man die Hauptstidte als Ecken nimmt und Kanten zwischen den Haupstiddten
zieht, deren Linder eine gemeinsame Grenze haben. Das beriihmte 4-Farben—Problem

aus der Mitte des letzten Jahrhunderts fragte, ob dies stets mit 4 Farben moglich ist. Ein
erster Beweis von 1977 fiihrte das Problem auf etwa 1500 durch Computereinsatz iiber-
priifte Einzelfille zuriick. Die mathematische Giiltigkeit wurde deshalb und wegen der
mangelnden Nachvollziehbarkeit bezweifelt. Seit kurzem gibt es kiirzere, iiberschaubare-
re und akzeptiertere Beweise.
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Es macht fiir die Anzahl der Farben keinen Unterschied, ob man Graphen auf der Ebe-
ne oder auf der Kugeloberfliche firbt: eine Landkarte auf einer Kugel wird im Inneren
eines Landes aufgeschnitten und auf eine Ebene gezogen. Umgekehrt legt man um ei-
ne ebene Landkarte ein alles umfassendes neues Land, in dem man die Ebene zur Kugel
zusammenbinden kann.

Hier soll bewiesen werden, dafl jeder planare Graph 5-firbbar ist. Ohne Beweis seien
folgende beiden Sitze zitiert:

Satz 7.1 (Appel, Haken, ...) Jeder planare Graph ist 4-firbbar.
Satz 7.2 (Grotzsch) Jeder planare, dreiecksfreie Graph ist 3-firbbar.

Sei ein planarer Graph G = (E, K) gegeben. G grenzt dann eine Menge F von Flichen ab;
denkt man sich G eingebettet in R?, so sind dies die Zusammenhangskomponenten von
R? \ G. Inshesondere ist dabei die AuBenfliche mitgezihlt; fiir ein Dreieck gilt etwa |F| = 2.

Satz 7.3 (Euler-Formel) Fiir zusammenhingende planare Graphen gilt [F| — K| + [E| = 2.

O Induktion nach |E|: der Satz gilt offenbar fiir den einpunktigen Graphen mit [E| = 1,
K| = 0 und |F| = 1. Eine neue Ecke e wird in eine Fliche f eingesetzt und iiber m viele
Kanten verbunden. Dabei wird die Fliche f in m viele Flichen zerlegt, es kommen also
m — 1 neue Flachen hinzu. O

Folgerung: In einem triangulierten Graphen gilt [K| =3 [E| — 6.

O G heifit trianguliert, falls alle auftretenden Fliachen Dreiecke sind. Jede Fliache hat
also 3 Kanten, aber jede Kante zahlt fiir zwei Flichen, also 3 - [F| =2 - |K]. O

Folgerung: In jedem planaren Graphen gibt es eine Ecke vom Grad < 5.

O Durch Hinzufiigen von Kanten kann man annehmen, daf} der Graph trianguliert ist.
Hatte jede Ecke mindestens 6 Nachbarn, wiirde (K| > %6-\E\ = 3-|E| gelten, im Widerspruch
zur vorherigen Folgerung. O

Folgerung: K5 ist nicht planar.
Satz 7.4 Jeder planare Graph ist 5-firbbar.

O O.B.d.A. ist der Graph zusammenhingend, sonst firbe einzeln die Zusammenhangs-
komponenten. Induktion nach |EJ; klar fiir [E|] < 5. Im Induktionsschritt wihle e, mit
d(ep) < 5. Sei N(eg) ={eq,...,es}. Da G planar ist und also keine Kopie des K5 enthalten
kann, gibt es unter den Nachbarn von e, zwei nicht benachbarte Ecken e;,e;. Man be-
trachtet nun den Graphen G’, der aus G[E \{eo}] durch Zusammenziehen der Ecken e; und
e; entsteht. Per Induktion gibt es eine 5-Farbung von G’, aus der man eine 5-Farbung
von G[E \{ep}] erhilt, in der e; und e; dieselbe Farbe tragen. Also sind nur 4 Farben fiir
die Nachbarn von ey verwendet: man kann ey mit der fiinften Farbe farben. O
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Die chromatische Zahl x(G) ist die kleinste Zahl k, so dafl G k-farbbar ist. Es gibt eine
Vermutung, dafl x(G) eng damit zusammenhingt, welche vollstindigen Graphen in einem

gewissen technischen Sinn in G enthalten sind.

Kantenfarbungen

Unter einer Kantenfirbung (mit k Farben) versteht man in der Regel eine Abbildung c :
K — {1,...,k}, die aneinanderstoflende Kanten unterschiedlich firbt, d.h. kNnk' # ) =
c(k) # c(k'). Man kann nun dhnliche Fragen wie fiir Eckenfirbungen stellen.

Als Anwendungsbeispiel kann man sich einen Turnierplan vorstellen: Ecken reprasentie-
ren Mannschaften, die Farben der Kanten entsprechen Spieltagen.

Der Satz von Ramsey

Nun soll ein duales Problem behandelt werden: statt Graphen so zu farben, daf keine
gleichfarbigen Kanten aufeinanderstofien, sollen in einem gefirbten Graphen moglichst
grofe einfarbige Stiicke gefunden werden. Dazu betrachten wir G = (E,K) und eine Ab-
bildung ¢ : K — {1,...,k} ohne Zusatzbedingung. Dies ist also keine Kantenfirbung im
obnigen Sinn, soll der Einfachheit halber aber auch Farbung genannt werden. Ein indu-
zierter Untergraph G’ = (E’,K’) heif$t einfarbig, falls c [ konstant ist.

Auf K5 gibt es eine 2-Farbung ohne einfarbiges Dreieck: man farbe ein Fiinfeck in einer
Farbe, das verbleibende mit der anderen. Auf K¢ dagegen hat man notwendig ein ein-
farbiges Dreieck: eine fest gewéahlte Ecke ist mit drei Ecken gleichfarbig verbunden. Ein
Dreieck des aus den vier Ecken hestehenden Tetraeders mufl einfarbig sein. Dies ist ein
allgemeines Phinomen:

Satz 7.5 (Ramsey) Gegeben r,k € N, so gibt es einn € N, so daB8 K,, mit m > n fiir jede
k-Farbung einen einfarbigen Untergraphen K, enthailt.

O Zunidchst sei k = 2. Es reicht dann, m = n zu betrachten, da die Eigenschaft mit
Vergrofern der Eckenmenge erhalten bleibt. Wihle n = 2273 und konstruiere induktiv
Teilmengen E; C E, e; € E; und Farben c; € {1,2}fiiri =0, ...,2r—3 mit den Eigenschaften:

° |Ei| —2r—3—i
e Eip1 CEi\ei}
e alle Kanten von e; nach E;;; haben die gleiche Farbe c;.

Sei Eo = E und stets e; € E; beliebig. Sei E; bereits gewahlt. Da |E; \{e;}| = 22731 —1,
gibt es eine Teilmenge E;,; der Grofle [W%] — 227=3-(+1) ynd eine Farbe c;, die

die obigen Bedingungen erfiillen.
In der 2r — 1 langen Folge (co,c1,...,c2r_4) taucht eine Farbe ¢ mindestens [%] =r—1

mal auf. Setze dann c¢,,_3 = c und betrachte die Menge R = {e; | ¢; = c}. Es gilt |R| = r und
jede zwischen Ecken aus R verlaufende Kante tragt nach Definition die Farbe c.
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Fiir k > 2 dndert man entweder den Beweis entsprechend ab, oder schliefit induktiv,
indem man zunichst die k Farben in zwei Gruppen einordnet. O

Der Satz von Ramsey hat viele Verallgemeinerungen und ist von grofler Niitzlichkeit in
vielen Teilen der Mathematik. Sein Inhalt wird gerne durch die Aussage ,,totale Unord-
nung ist unmoglich” paraphrasiert. Im Beweis ergaben sich obere Schranken fiir die Wahl
von n. Man kennt bessere obere Schranken und auch untere Schranken. Nennt man den
genauen Wert R(r, k), so wurde am Anfang R(3,2) = 6 gezeigt. Andere bekannte Werte sind
R(4,2) =18 und R(3,3) = 17, aber schon fiir relativ kleine r und k ist R(r, k) unbekannt.

I11.8 Baume

Definition 8.1 Ein Baum ist ein zusammenhingender kreisfreier Graph. Ein Wald ist ein
kreisfreier Graph.

Also ist ein Baum ein zusammenhingender Wald und die Zusammenhangskomponenten
eines Waldes sind Baume. Ecken vom Grad 1 heiflen Blatter. Jeder nicht-triviale Baum
hat mindestens zwei Blaitter. Ist e ein Blatt des Baumes G = (E,K), so ist auch G[E\{e}]
ein Baum. Dies erlaubt es oft, Eigenschaften von Baumen per Induktion zu zeigen. Allge-
meiner ist jeder Untergraph eines Waldes wieder ein Wald. Wilder sind offenbar bipartit
bzw. 2-farbbar nach Satz 5.2.

Satz 8.1 G = (E,K) ist ein Baum

& je zwei Ecken sind durch einen eindeutigen Pfad verbunden

< G ist maximal zusammenhingend, d.h. zusammenhingend und jede Kante ist eine
Briicke

& G ist minimal azyklisch, d.h. kreisfrei, aber durch jede neue Kante zwischen vor-
handenen Ecken entsteht ein Kreis

& G ist zusammenhingend und |E| = [K| + 1.

Satz 8.2 Jeder zusammenhingende Graph enthilt einen aufspannenden Baum. Jeder
Graph enthilt einen aufspannenden Wald.

O Entferne solange Kanten aus Kreisen, bis keine Kreise mehr existieren. Da eine Kante
in einem Kreis keine Briicke sein kann, wird Zusammenhang nicht zerstort. O

Dieser Beweis liefert zugleich einen Algorithmus, der allerdings nicht besonders effek-
tiv ist. Der Algorithmus zur Konstruktion von Wegen minimalen Gewichts liefert fiir die
konstante Gewichtsfunktion ebenfalls einen aufspannenden Baum. Zwei weitere Moglich-
keiten sind:

Breitensuche: Starte in einer beliebigen Ecke mit Nummer 0 und gib im i-ten Schritt einem
noch nicht numerierten Nachbarn einer Ecke mit minimaler Nummer die Nummer 1.

Tiefensuche: Starte in einer beliebigen Ecke mit Nummer 0 und gib im i-ten Schritt einem
noch nicht numerierten Nachbarn einer Ecke mit maximaler Nummer die Nummer i.
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Der Breitensuchalgorithmus konstruiert flache, breitverzweigte Baume, der Tiefensuchal-
gorithmus dagegen tiefe und schmale.

Wieviele Biume mit n Ecken gibt es? Wie bei Graphen kann man nur numerierte Baume
explizit zihlen. Anders betrachtet fragt man nach der Anzahl der aufspannenden Biume
eines K,,, bei dem man die Ecken unterscheiden kann. Dazu zunichst eine Definition:

Ein Wurzelbaum ist ein Baum mit einer ausgezeichneten Ecke, der sogennanten Wurzel.
Jeder Wurzelbaum trégt eine natiirliche Orientierung der Kanten, etwa von der Wurzel
weg. Damit macht es Sinn, von Vorgiangern und Nachfolgern einer Ecke zu sprechen.
Blitter sind dann die Ecken ohne Nachfolger, die Wurzel die einzige Ecke ohne Vorganger.

Satz 8.3 (Cayley) Es gibt n™~2 numerierte Biume auf n Ecken.

O Statt Baume zihlt ma Wirbeltiere, das sind Baume mit zwei ausgezeichneten Ecken,
dem Kopf K und dem Schwanz S. Es gibt also n? Méglichkeiten, K und S zu wihle (K = S ist
gestattet!), also behauptet der Satz von Cayley, dal es n™ Wirbeltiere mit n Ecken gibt.
Dies ist aber genau die Anzahl der Funktionen der Menge {1,...,n} in sich selbst. Zum
Beweis wird also jedem Wirbeltier eineindeutig eine Funktion und umgekehrt zugeordnet.

Ein Wirbeltier ist bestimmt durch

e eine nicht-leere Teilmenge R = {es,...,e;} C E, dem sogennanten Riickgrat, das aus
den Ecken des eindeutigen K und S verbindenden Pfades besteht;

e einer Ordnung auf R, von K nach S;

e einer Aufteilung der Restecken E\R in r eventuell leere Teile eq,...,e,;

e einem Wurzelbaum auf E; U{e;} mit Wurzel e;.

Einer Funktion f:{1,...,n} — {1,...,n} ordnen wir zunachst den gerichteten Graphen mit
Ecken {1,...,n} und Kanten (i,f(i)) zu. Sei R die Menge der Ecken, die auf gerichteten
Kreisen liegen. Auf R induziert f eine Permutation. La3t man die Kanten der gerichteten
Kreise fort, so bilden die Zusammenhangskomponenten des Restgraphen Wurzelbdume
mit Wurzel in R und natiirlicher Orientierung zur Wurzel hin.

Da es gleich viele Permutationen wie totale Ordnungen gibt, sind also Wirbeltiere und
Funktionen durch gleichwertige Daten gegeben. Die Zuordnung von Permutation und
totaler Ordnung ist allerdings nicht kanonisch, sondern bedarf einer Auswahl (dem Bild
der Identititspermutation etwa.) O

Haufig tauchen in Anwendungen sogenante Suchbiume auf. Dies sind Wurzelbdume (mit
gedachter Orientierung von der Wurzel weg), bei der die Nachfolger einer Ecke geord-
net sind. Solche Baume tauchen als Modell fiir Entscheidungs— oder Suchvorginge auf:
jede Ecke steht fiir eine Entscheidung oder Anfrage, die auslaufenden Kanten fiir die
Moglichkeiten oder Antworten. Suchbdume zihlt man eher nach der Anzahl der Blitter.
Ein (n, q)-Baum ist ein Suchbaum mit n Blittern, bei dem jede Ecke hochstens g direkte
Nachfolger hat. Ein vollstindiger (n, q)-Baum ist einer, bei dem jede Ecke, die kein Blatt

ist, genau q Nachfolger hat. Zur Erinnerung: die Anzahl der vollstandigen (n,2)-Biume
ist C,,, die n-te Catalan-Zahl.
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1.9 Optimierungsprobleme

Paarungen (Matchings)

Definition 9.1 Eine Paarung in einem Graphen ist eine Menge von paarweise nicht-ad-
jazenten Kanten (d.h. je zwei Kanten der Paarung haben keine End-Ecke gemeinsam).
Die Paarungszahl m(G) ist das Maximum der Maichtigkeiten von Paarungen in G. Eine

Paarung P heifst maximal, falls |P| = m(G).

Es gilt offenbar stets m(G) < L‘—E‘J; etwa m(K,) = m(Cy,,) = | 3]; dagegen m(K; ) = 1.

Es kann vorkommen, daf} eine Paarung P nicht mehr durch Hinzufiigen einer Kante zu
einer grofleren Paarung erweitert werden kann, ohne darum maximal zu sein.

Ein P-alternierender Pfad ist ein Pfad epkje; ...ezn 1 ungerader Linge mit nicht zu P inzi-

denten End-Ecken ep, e, und mit k; € P & 1 gerade. Falls ein solcher P-alternierender
Pfad existiert, so ist P nicht maximal, da man die in P vorkommenden Kanten des Pfades
durch die anderen ersetzten kann. Tatsachlich gilt sogar die Umkehrung:

Satz 9.1 P ist genau dann maximale Paarung, wenn es keine P-alternierenden Pfade gibt.

O Gibt es einen P-alternierenden Pfad wie oben, so ist eine groflere Paarung gegeben
durch P :=P\{ka, kg, ..., kon} U{ky,k3,... koni1}-

Sei umgekehrt P eine nicht-maximale Paarung ohne P-alternierenden Pfad. Waihle eine
Paarung P’ mit |P’| = |P| + 1 und betrachte N := (P\P’) U (P’'\P). Dann ist [N| ungerade.
Die Zusammenhangskomponenten des von N aufgespannten Untergraphen sind entweder
zwischen P und P’ alternierende Kreise (mit gerader Kantenzahl) oder zwischen P und P’
alternierende Pfade. Da die Gesamtkantenzahl ungerade ist mit mehr Kanten aus P’ als
aus P, muf es einen solchen Pfad mit Anfangs- und Endkante aus P’ geben. Dies ist dann
aber ein P-alternierender Pfad: waren die End-Ecken P-inzident, so mit einer Kante aus
PN P’, was unmoglich ist, da P’ eine Paarung ist. O

Dieser Satz ist konstruktiv, d.h. er liefert einen (sogar polynomialen) Algorithmus zur
Konstruktion maximaler Paarungen, indem man nach und nach P-alternierende Pfade
bestimmt und jedesmal die Paarung entsprechend vergrofiert.

Paarungen werden meist in bipartiten Graphen betrachtet — oft handelt es sich um Zu-
ordnungsprobleme, wie im beriihmten Beispiel des Heiratsproblems: ist es moglich, n
Frauen mit n Mdinnern, von denen manche untereinander befreundet sind, so zu ver-
heiraten, daf® nur befreundete Paare heiraten? Die Personen werden durch die Ecken,
die Freundschaftsrelation durch die Kanten eines bipartiten Graphen wiedergegeben; die
Auswahl von Ehepartnern ist eine Paarung.

Fiir ACEseiN(A):={e€ E|Jda € A{e,a} € K} = |J N(a) die Menge der Nachbharn von

- aceA
A. Die Heiratsbedingung fiir E’ sei die Eigenschaft |A] < IN(A)| fiir alle A C E’.

Satz 9.2 (Heiratssatz von Hall) Sei G = (E,K) ein Graph mit Bipartition E = E’UE”. Dann
gilt m(G) = |E’| genau dann, wenn G die Heiratsbedingung fiir €' erfiillt.
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O «="istklar, da eine maximale Paarung fiir jedes a € A einen verschiedenen Nachbarn
aus E" auswihlt.

“&" Sei P eine maximale Paarung. Angenommen, ey € E’ ist dazu nicht inzident. Konstru-

iere aufgrund der Heiratsbedingung e; € £’ und f; € E” mit {e;,f;} € Pund {fq,...,f} C
N({eo, .. .,ek,1}), bis ein zu P nicht inzidentes f,, gefunden ist. Von f,, kann man nun
einen P-alternierenden Pfad riickwiarts verfolgen: Widerspruch zur Maximalitat. O

Satz 9.3 Sei G wie oben. Dann gilt m(G) = |E'| — max {IA|=IN(A)[}.

O Offenbar sind fiir jede Paarung P und jedes A C E’ mindestens |A| — [N(A)| vie-
le Ecken nicht inzident zu P, woraus ,,<” folgt. Sei nun A’ C E’ so, daf} obiges Ma-
ximum fiir A’ angenommen wird. Dann erfiillt einerseits G[(E'\A’) U (E”"\N(A'))] die
Heiratshedingung beziiglich E'\ A’: gdbe es ein widersprechendes A" C E'\ A’, so wire
IA’UA" — IN(A"UA™)] > |A'l — IN(A')|. Andererseits erfiillt aus analogen Griinden
G[A' UN(A")] die Heiratsbedingung beziiglich N(A’). Man wahle jeweils eine maxima-
le Paarung: zusammen ergeben diese eine Paarung von G der gewiinschten Grofle. O

Eine Eckeniiberdeckung in einem Graphen ist eine Menge von Ecken, zu der jede Kante

inzident ist.

Satz 9.4 (Konig) Die minimale Machtigkeit einer Eckeniiberdeckung eines bipartiten Gra-
phen ist gleich m(G).

O Offenbar gilt ,,<”, da fiir jede Kante in einer Paarung eine (verschiedene) Ecke in
der Uberdeckung sein mufl. Umgekehrt ist wie in obigem Beweis (E'\A’) UN(A') eine
Eckeniiberdeckung der Machtigkeit m(G). O

Der Satz von Konig ist ein Beispiel fiir ein in der Graphentheorie haufig auftretendes
“Dualitiatsphanomen”: die minimale Losung eines Problems entspricht der maximalen
Losung eines dualen Problems.

Anwendungsbeispiel des Heiratssatzes:
Sei M eine Menge und {M; |i € I} eine endliche Familie von Teilmengen von M. Dann
heifit eine injektive Funktion f : I — M; eine Auswahlfunktion, falls f(i) € M; fiir alle

i € I. Solch einer Situation ordnet man einen bipartiten Graphen mit Eckenmenge MuI
und Kanten {m,i} & m € M; zu. Eine Auswahlfunktion entspricht dann genau einer

maximalen Paarung. Sie existiert also genau dann, wenn ||J;_, M| > |]| fiir alle J C T ist.

i€

Gewichtete Paarungen

Sei nun zusatzlich auf dem bipartiten Graphen G = (E'UE"”,K) eine Gewichtsfunktion
w’:K — R gegeben, und eine Paarung minimalen Gewichts gesucht. Wie iiblich, ist das

Gewicht einer Paarung P definiert als w/(P):= >~ w'(k).
keP
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Zunichst kann man durch Hinzufiigen neuer Ecken und neuer Kanten mit Gewicht 0 an-

nehmen, dafl G =K,, y mit E' ={eq,...,eq}und B ={fy,..., fn}. Seiw o = r}r(la%w’(k).
S

Betrachtet man die Gewichtsfunktion w := w’ —w!

max?’

valent dazu, eine maximale Paarung minimalen Gewichts bzgl. w zu finden.

so ist das Ausgangsproblem aqui-

Den bipartiten gewichteten Graphen kann man nun geschickt durch eine (n,n)-Matrix W
mit Eintrdgen wi; = w({e;, f;}) darstellen. Eine maximale Paarung entspricht nun einer
sogenannten Diagonalen, d.h. einer Auswahl von n Eintrigen der Matrix, von denen
keine zwei in einer Spalte oder einer Zeile liegen. Ziel ist es nun, eine Diagonale minimaler
Summe zu finden. Offenbar andert man an der Losungsmenge nichts, wenn man von einer
Spalte bzw. einer Zeile einen festen Betrag abzieht.

Algorithmus zum Finden einer minimalen Diagonalen:

1. Schritt: Ziehe zunachst von jeder Zeile den minimalen Zeileneintrag ab, dann in der
entstehenden Matrix von jeder Spalte den minimalen Spalteneintrag ab. Ersetze W durch
die verbleibende Matrix.

2. Schritt: Gibt es in W eine Diagonale aus lauter Nullen? Eine solche Diagonale entspricht
einer maximalen Paarung in dem bipartiten Graphen G’ = (E,K’) mit K’ = {{e;, f;} | Wy =
0}, wofiir es im vorigen Abschnitt einen Algorithmus gab.

Wenn ja liefert diese eine Paarung minimalen Gewichts.

Wenn nein, so suche eine Uberdeckung simtlicher in W vorkommenden Nullen durch
eine minimale Anzahl von Spalten und Zeilen. Eine solche Uberdeckung entspricht einer
Eckeniiberdeckung in G’ und besteht daher nach dem Satz von Konig aus weniger als n
Spalten und Zeilen. Sei m das Minimum der nicht-iiberdeckten Werte. Ziehe m von allen
nicht-iiberdeckten Zeile ab und addiere es zu den iiberdeckten Spalten. Ersetze W durch
die entstandene Matrix und wiederhole Schritt 2.

Da in jedem Schritt die Anzahl der auftretenden Nullen erhoht wird, stoppt der Algorith-
mus nach endlich vielen Schritten. Man kann sich leicht iiberlegen, dal der Algorithmus
polynomial ist.

Fliisse in Netzwerken

Ein gerichteter Graph ist ein Paar (E,K) bestehend aus einer (endlichen) Eckenmenge E

und einer Menge gerichteter Kanten K C E2. Fiir k = (e,e’) € K sei e = k~ die Anfangs—
oder Startecke, e’ = k* die End- oder Zielecke der Kante. Fiir eine Ecke e definiert man
den Ein-Grad d*(e) := {k|e = k'}| als die Anzahl der hineinlaufenden Kanten und den
Aus-Grad d—(e) := [{k| e = k~}| als die Anzahl der hinauslaufenden Kanten.

Jedem gerichteten Graphen liegt ein ungerichteter Graph zugrunde: dieser hat dieselben
Ecken und Kanten, wobei man die Orientierungen vergifit, Schleifen weglafit und even-
tuelle Mehrfachkanten identifiziert. Formal ergibt sich G’ = (E,K’) mit {e,e'} € K/ <
[e Ze’ und (e,e’) € K oder (e’,e) € K].

Ein gerichteter Weg, der Linge n, von ey nach e, ist eine Folge epkje; ... kne, von Ecken

e; und Kanten ki, 1 = (ei, ei1). Entsprechend sind gerichtete Ziige, Pfade und Kreise de-
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finiert. Die Eigenschaft, dal es zwischen zwei Ecken e, e’ einen gerichteten Weg von e
nach e’ und einen gerichteten Weg von e’ nach e gibt, definiert eine Aquivalenzrelati-
on, deren Klassen starke Zusammenhangskomponenten heiflen. Die starken Zusammen-

hangskomponenten sind Vereinigungen gerichteter Kreise. Ein gerichteter Graph heifit
stark zusammenhingend, falls er nur aus einer starken Zusammenhangkomponente be-

steht, und (schwach) zusammenhingend, falls der zugrundeliegende ungerichtete Graph
zusammenhingend ist.

Definition 9.2 Ein Netzwerk ist ein gerichteter Graph G = (E,K) mit zwei ausgezeichneten
Ecken e.in # equs, SO dafl ein gerichteter Weg von e.i, nach e, existiert, und einer
Kapazitatsfunktion c : K — R} U{oco}.

Man nennt e.;,, den Eingang, e,.s den Ausgang des Netzwerkes und alle anderen Ecken
innere Ecken. Allgemeiner konnte es mehrere Ein— und Ausginge geben; dies reduziert
man auf obigen Fall, indem man je einen neuen Ein— und Ausgang hinzunimmt mit Kanten
unendlicher Kapazitit zu bzw. von den alten Ein— bzw. Ausgiangen. Manchmal erlaubt man
eine RiickfluRkante von e, s nach e.;, mit unendlicher Kapazitit.

Ein Fluf in einem gerichteten Graphen G = (E, K) ist eine Funktion f : K — R} . Der
Wert des Flusses f in einer Ecke e ist die Differenz von Einflufl und Ausflu}, d.h. w.(f) :=

> c(k)— > c(k); der Wert des Flusses w(f) ist sein Wert im Augang ex.s-
e=k* e=k

Definition 9.3 Ein Fluf3 f in einem Netzwerk G = (E,K, c¢) heif3t vertraglich, falls einerseits
f(k) < c(k) fiir alle Kanten k gilt und andererseits der Wert des Flusses an allen inneren
Ecken gleich Null ist (,, Kirchhoffs Gesetz”).

Da offenbar stets ) w,(f) = 0 gilt, folgt fiir einen vertraglichen Flufl w(f) = —w,_,, (f).
ecE

Problem: Man finde einen vertraglichen Flufl maximalen Wertes.
Satz 9.5 Ein vertréglicher Flufl maximalen Wertes existiert stets.

O Sei{f;|i € I} die Menge der vertraglichen Fliisse. Falls der Wert w darauf kein Maxi-
mum annimmt, so gibt es eine Teilfamilie {f;, |j € N} mit sup{w(f;,)[j € N} = sup{w(f;)|i €
I} und so, daf (f;, (k))jen fiir jede Kante k eine monotone Folge bildet. Man rechnet leicht
nach, dafl dann durch f(k) := llenN} fi, (k) ein vertraglicher FluB definiert wird mit Wert

w(f) = sup{w(fi)|i € I}: Widerspruch. O

Ein Schnitt (X,Y) ist eine Partition E = XUY der Eckenmenge mit e.i, € X und eqys € Y.
Sei K(X,Y)={k € K|k~ € X,k* € Y} die Menge der von X nach Y laufenden Kanten. Die

Kapazitit des Schnittes ist ¢(X,Y):= Y c(k).
kEK(X,Y)

Bemerkung Fiir jeden vertraglichen Fluf f und jeden Schnitt (X,Y) gilt w(f) < ¢(X,Y).

Denn: w(f) =we,.. = ¥ welf) = ¥  flkl— Y = 5 (k) =c(X,Y).
ecY ecY,e=kt ecY,e=k keK(X,Y)
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Es gilt nun auch die Umkehrung! Sei f ein vertraglicher Flu8. Wir betrachten (ungerichtete)
Ziige Z = epkieq...kne, aus Ecken e; und gerichteten Kanten k;, wobei entweder k;
Vorwirtskante k; = (e;_1,ei) oder Riickwirtskante k; = (e, e;_1) ist. Ein zunehmender

Zug fiir f ist solch ein Zug Z mit (ki) < c(ky) fiir alle Vorwartskanten und f(k;) > O fiir alle
Riickwirtskanten. Die Restkapazitit des zunehmenden Zuges ist

1¢(Z) := min ({c(ki) — f(ki) | kiVorwirtskante} U {f(k;) | kiRﬁckwértskante})

Der zu Z gehorige elementare Flufl {7 sei definiert durch fz(k) = 1 fiir alle Vorwartskan-
ten, fz(k) = —1 fiir alle Riickwartskanten und fz (k) = 0 fiir alle in Z nicht vorkommenden
Kanten. Dies ist kein Fluf} im Sinne der obigen Definition, da er negative Werte annimmt;
falls aber Z von e.in nach eqys lauft, so erfiillt f; die Vertraglichkeitsbedingungen. Ins-
besondere ist dann f + r¢(Z) - fz ein vertriaglicher Fluf.

Auflerdem definiert man X := {e| es gibt einen zunehmenden Zug von e, nach e} und
Y = E\X¢. Insbesondere gilt also ecin € Xs.

Satz 9.6 (Ford, Fulkerson) Es sind dquivalent:

o f ist FluB maximalen Wertes.
e Es gibt keine zunehmenden Ziige von e.i,, nach eq;s.
e (X¢,Yy) ist ein Schnitt.

Es gilt dann: (X¢,Yy) ist ein Schnitt minimaler Kapazitat mit c(X¢,Yy¢) = w(f).

O (a)=(b) Ware Z solch ein Zug, so wire f + r¢(Z) - fz ein Flufl vom Wert w(f) + r¢(Z).
(b)=(c) Alle Bedingungen eines Schnittes sind stets erfiillt bis auf eq,,s € Yy, was gerade
die Aussage von (b) ist.

(c)=(a) Fiir alle Kanten k € K(X¢, Y¢) gilt f(k) = c¢(k), denn sonst konnte man den zu k~
hinfiihrenden zunehmenden Zug noch um k verlingern. Es folgt w(f) = c(X¢, Y¢), inshe-
sondere ist f maximal. O

Man sieht, dafl K(X¢,Ys) beim maximalen Fluf8 f aus lauter saturierten Kanten besteht,
d.h. Kanten, in denen der Wert des Flusses gleich der Kapazitit ist. Umgekehrt ist ein
Fluf}, der einen Schnitt aus saturierten Kanten zulafit, schon maximal.

Folgerung aus dem Beweis: In einem Netzwerk mit ganzzahligen Kapazititen gibt es einen
maximalen ganzzahligen Fluf.

Algorithmus zum Finden eines maximalen Flusses:

Ausgehend von einem gegebenen Fluf (eventuell dem Null-Fluf}), sucht man nach zuneh-
menden Ziigen und addiert den mit der Restkapazitit multiplizierten elementaren Fluf}
hinzu. Diese Ziige sucht man am besten mit einem Tiefensuchalgorithmus.

Bei ganzzahligen (und damit auch bei rationalen) Kapazititen ist klar, dafl der Algorithmus
terminiert, da sich der Wert des Flusses in jedem Schritt um mindestens 1 erhoht. Bei
reellen Werten ist die Argumentation etwas schwieriger, dhnlich wie in 9.5.

Meist ist es geschickt, im Algorithmus zundchst nach gerichteten zunehmenden Ziigen zu
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suchen. Gibt es keine solchen mehr, so hat man einen vollstindigen Fluf} erreicht, d.h.

ein Fluf}, in dem jeder gerichtete Zug von e.i,, nach e, eine saturierte Kante enthilt.

Aus dem Satz von Ford—Fulkerson erhilt man ziemlich einfach den wichtigen Satz von
Menger. Dazu einige Definitionen: Zwei Ecken e, e’ werden durch Ecken eq,..., e (bzw.
Kanten kq,..., k) getrennt, falls e und e’ in G[E\{eq,...,em}] (bzw. in (E,K\{kq,...,km})
in verschiedenen Zusammenhangskomponenten liegen. Pfade (bzw. Ziige) zwischen e und
e’ heiflen unabhingig, falls sie paarweise aufler e und e’ keine Ecke (bzw. paarweise keine
Kante) gemeinsam haben.

Satz 9.7 (Menger, lokale Version)

(a) Seien e, e’ zwei nicht-benachbarte Ecken. Dann ist die minimale Anzahl von e und e’
trennenden Ecken die maximale Anzahl unabhingiger Pfade zwischen e und e’.

(b) Seiene,e’ zwei Ecken. Dann ist die minimale Anzahl von e und e’ trennenden Kanten
die maximale Anzahl unabhingiger Ziige zwischen e und e’.

Zwei gute Heuristiken fiir das Problem des Handlungsreisenden

SeiK, = (E,K) mitw: K — R} gegeben. Im folgenden seien zwei polynomiale Niherungs—
Algorithmen fiir das Problem des Handlungsreisenden vorgestllt. Falls die Gewichtsfunk-
tion die Dreiecksungleichung erfiillt, gibt es fiir beide eine Giitegarantie: im ersten Fall
ergibt sich héchstens das Doppelte, im zweiten hochstens das Anderthalbfache des opti-
malen Ergebnisses.

Die Heuristik des minimalen aufspannenden Baumes

e Konstruiere einen aufspannenden Baum B minimalen Gewichts.

e Verdoppele alle Kanten und suche einen Euler-Zug in dem entstehenden (Eulerschen)
Multigraphen.

e Durch Uberspringen bereits besuchter Ecken zieht man diesen Euler-Zug zu einem Ha-
miltonschen Kreis zusammen.

Die Christofides—Heuristik

e Konstruiere einen aufspannenden Baum B minimalen Gewichts.

e Konstruiere eine maximale Paarung minimalen Gewichts P auf der Menge der Ecken
ungeraden Grades in T.

e Nimm die Kanten aus P zu T hinzu und suche einen Euler-Zug in dem entstehenden
(Eulerschen) Multigraphen.

o Durch Uberspringen bereits besuchter Ecken zieht man diesen Euler-Zug zu einem Ha-
miltonschen Kreis zusammen.

50



IGALLLL MYV dIOLVIIL Jui it Lat el YVHIL A4 WVIAlL VUV

Teil II1: Algebraische Strukturen

111.10 Gruppen

Definition 10.1 Eine Gruppe (G,o) besteht aus einer nicht-leeren Menge G und einer
zweistelligen Operation o : G x G — G mit folgenden Eigenschaften:

- o ist assoziativ, d.h. g1 o (g2 0 g3) = (g1 0 g2) o g3 fiir alle g1,92,93 € G;
- es gibt ein neutrales Element e € G, d.h. goe=eog =g fiiralle g € G;
- fiir jedes g € G gibt es ein inverses Element, d.h. einh € G mitgoh=hog=ce.

Gilt zusatzlich goh = hog fiir alle g,h € G, so heif}t die Gruppe kommutativ oder abelsch.

Die Ordnung der Gruppe ist die Anzahl ihrer Elemente.

Das Inverse ist eindeutig bestimmt: angenommen h und h' sind Inverse von g, so gilt:
h=hoe=ho(goh')=(hog)oh’ =eoh’ =h’. Man schreibt dann h = g~'. Allgemeiner
ist jede Gleichung gox = h bzw. yo g = h eindeutig léshar, namlich durchx = g~ ' oh und
y=hog .

Ebenso sieht man, daf} e eindeutig bestimmt ist. Manchmal spezifiziert man das neutrale
Element und schreibt die Gruppe als (G, e, o). Gerne schreibt man Gruppen multiplika-
tiv, d.h. man l4f}t das Zeichen o weg und schreibt 1 statt e. Im folgenden werden beide
Moglichkeiten gemischt auftreten. Kommutative Gruppen notiert man oft additiv, d.h.

mit + statt o, 0 statt e und —g statt g~ '.

Beispiele:

o (Z,0,+)und (Z,,0,+).

e (K,0,+) und (K\{0},1,-) fiir einen Kérper K, z.B. K=Q, R, C.

e (K*,1,.) fiir einen angeordneten Korper K, z.B. K =Q, R.

e Dagegen ist (Z*,1,-) keine Gruppe.

e Bewegungsgruppen, Symmetriegruppen, Matrizengruppen, etwa GL(n, K).

e Sym(M) fiir eine Menge M mit o = Hintereinanderausfiihrung und e = id.

e (Aut(G),id, o) fiir einen Graphen G, oder allgemeiner Automorphismen einer Struktur.
e Abb(G, M) fiir eine Gruppe G und eine Menge M mit komponentenweiser Operation.
e Sind Gq,..., Gy Gruppen, so auch G; x --- x G mit komponentenweiser Operation.
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Seien (G,eg,0g) und (H,en,on) zwei Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H heifit ein
(Gruppen—-)Homomorphismus, falls ¢(gi10cg2) = ©(g1)on ©(g2) fiir alle g1, g» € G gilt. Ist

@ zusatzlich bijektiv, so heif}t die Abbildung ein (Gruppen—)Isomorphismus. Man definiert
Bild(¢) :={h € H| es gibt ein g € G mit ¢(g) =h} und Kern(o) :={g € G| @(g) = en}-

Untergruppen

Sei im folgenden (G, e, o) eine feste Gruppe.

Definition 10.2 Eine Teilmenge U C G heiflt Untergruppe von G, in Zeichen U < G, falls
(U, eo Juxu) eine Gruppe ist, d.h. fallse € U und mitu,u’ € Uauchu' € Uunduou’ € U.

Ist U eine Untergruppe von G, so ist die Inklusionsabbildung U — G ein Gruppenhomo-
morphismus.

Beispiele:

e {e} und G selbst sind die trivialen Untergruppen von G.
e IstULV LG,so0ULG.
e Das Zentrum Z(G) :={g € G|goh =ho g fiir alle h € G} einer Gruppe G.

Ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus, so sind Bild(¢) und Kern(¢) Untergruppen.

Die Untergruppen von (Z,+) sind mZ :={mz|z € Z}.
Auta (G) :={x € Aut(G)|x(a) = a fiir alle a € A} < Aut(G) < Sym(G).
e SL(n,K) < GL(n,K).

Sei A C G. Dann ist der Schnitt iiber alle A enthaltenden Untergruppen von G wieder eine
Untergruppe, die von A erzeugte Untergruppe < A >. Gruppen, die von einem Element

g erzeugt werden, heiflen zyklische Gruppen. Zum Beispiel wird (Z, +) von 1 erzeugt.

Fiir g € G und n € Z definiert man g™ durch g° := e, g"*! := g o g™ fiir positives n und
g™ := (g~')™™) fiir negatives n. Man rechnet dann leicht nach, daf (g")™ = g"™ und
(x) ghog™ = g""™. Es folgt, dal < g >={g"|n € Z}und dafl die Abbildungn — g™ einen
surjektiven Gruppenhomomorphismus g'-) von (Z, +) auf < g > definiert.

Die Ordnung von g ist | < g > | € NU{oo}. Es gibt nun zwei Fille: Entweder die Ordnung
von g ist unendlich. Dann ist g(-) ein Isomorphimus zwischen < g > und (Z, +). Oder die
Ordnung von g ist endlich. Dann gibt es eine kleinste natiirliche Zahl m, so dal g™ = e.
Es folgt dann < g >={g° g',...,g™ '} und Kern(g'-)) = mZ. Der Homomorphismus g-)
induziert dann einen Isomorphismus zwischen < g > und (Z., +). Wir haben also gezeigt:

Satz 10.1 Eine zyklische Gruppe ist entwederisomorph zu (Z,+), falls sie unendliche Ord-
nung hat, oder zu (Z,, +), falls sie Ordnung m hat. Insbesondere sind zyklische Gruppen
stets kommutativ.

Satz 10.2 Fiir k # 0 ist die Ordnung von g* unendlich, falls ord(g) unendlich ist, sonst

Ky ord(g)
ord(9%) = GoralgT i) -
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O Ist ord(gk) =n < o0, so gilt g™ = e, also ord(g) < kn endlich. Falls ord(g) = m, so
gilt (g¢)@Tm®T — g™ — 0. Andererseits folgt aus 0 = (g*)¢ = g*¢, daR m < kd. Also gilt

ord(gk) = T - O

Folgerung: k ist genau dann ein Erzeuger der Gruppe Z.,, wenn k und m teilerfremd sind.
Die Untergruppen von Z., sind genau die Z 4 fiir d/m.

Satz 10.3 Untergruppen zyklischer Gruppen sind wieder zyklisch. Homomorphe Bilder
zyklischer Gruppen sind wieder zyklisch.

O Fiir Untergruppen haben wir es in allen moglichen Fillen nachgerechnet. Ist ¢ : G —
H Homomorphismus und g ein Erzeuger von G, so wird Bild(¢) = {@(g™)|n € Z} =
{@(g)™|n € Z}von @(g) erzeugt. O

Nebenklassenzerlegung

Sei U < G. Auf G definiert man zwei Aquivalenzrelationen. Zum einen g ~f h : &
g~ 'h € U. Dies ist genau dann eine Aquivalenzrelation, wenn U eine Untergruppe ist. Die
Aquivalenzklassen gU := {gu|u € U} heifen Linksnebenklassen von U in G. Die Menge

der Linksnebenklassen wird mit G/U bezeichnet.
Es gilt gU =hU & h 'ge U.

Entsprechend ist g ~f h : & hg~' € U eine Aquivalenzrelation mit Klassen Ug :=
{ug|u € U}, den Rechtsnebenklassen von U in G, deren Menge mit U\G bezeichnet wird.

Satz 10.4

(@) x — hg'x ist eine Bijektion zwischen gU und hU.
(b) x — xg~"h ist eine Bijektion zwischen Ug und Uh.

(©) guU+— Ug~! ist eine Bijektion zwischen G/U und U\G.
Der Index |G : U] von U in G ist |G/U| = [U\G]|. Falls G endlich ist, so gilt U] - |G : U| = |G]|.
Satz 10.5 (Lagrange) Sei G endlich. Falls U < G, so |U|||G|. Also ord(g)||G| fiir g € G.

Satz 10.6 Falls |G| = p ein Primzahl ist, so ist G zyklisch, also = 7 /pZ. Diese Gruppen
sind die einzigen Gruppen ohne andere Untergruppen als die triviale und sich selbst.

Gruppen von Primzahlordnung sind also bis auf Isomorphie durch ihre Ordnung festge-
legt. Fiir andere Ordnungen gilt dies nicht. Zum Beispiel gibt es zwei Gruppen der Ordnung
vier: Z4und Z; X Z5.

Faktorgruppen

Man mochte nun gerne G/U so zu einer Gruppe machen, dafl die natiirliche Surjektion
G — G/U, g = gU ein Gruppenhomomorphismus wird. Dann mufl gU - hU = ghU gelten.
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Definition 10.3 Eine Untergruppe U < G heifit Normalteiler oder normale Untergruppe,
in Zeichen U K G, falls gU = Ug fiir alle g € G ist.

Aquivalent: g~ '"Ug = U fiiralle g€ G
Beispiele:

e Die trivialen Untergruppen und das Zentrum sind Normalteiler.
e Jede Untergruppe in einer kommutativen Gruppe ist Normalteiler.

Satz 10.7

(a) SeiU <G, dann definiert gUu-hU = ghlU eine Gruppe auf G/U mit neutralem Element
el und so, dafl g — gU ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist.

(b) Sei ¢ : G —» H Gruppenhomomorphismus. Dann gilt Kern(¢) < G und G/Kern(g) =
Bild(¢g).

Beispiele:

e _mod m:Z — Z,, ist surjektiver Homomorphismus mit Kern mZ, also Z/MZ = Z,.

e sgn:Sym(n) — Z,, o — “Paritit der Anzahl der Transpositionen” ist surjektiver Homo-
morphismus. Der Kern ist die sogenannte alternierende Gruppe A,,; also Sym(n)/A,, =
Z>.

e det: GL(n,K) —» K* = (K\0, ) ist surjektiver Homomorphismus mit Kern SL(n, K), also
GL(n,K)/SL(n,K) = K*.

e Vektorrdume: R3 /R = R?.

Satz 10.8 (ohne Beweis) Sei H < G und K¢G.
(a) Es gilt KSHK < G, HNK <H und H/(HNK) = HK/K.

(b) Gilt zusitzlich K < HL G, so gilt K< H und (G/K)/(H/K) = G/H.

Eine Gruppe heift einfach, falls sie keine nicht-trivialen Normalteiler hat. Jede end-

liche Gruppe ist aus endlich vielen einfachen Gruppen zusammengebaut, d.h. es gibt
{e} = GpdG1<...<4G,,_1<4G,, = G mit Gi;1/G; einfach. Man kennt alle einfachen
endlichen Gruppen: es gibt mehrere unendliche Familien, wie die Z,, fiir Primzahlen p
oder die alternierenden Gruppen A,, n > 5, und 26 sogenannte sporadische Gruppen.
Allerdings kann es noch mehrere Mdéglichkeiten geben, wie diese einfachen Gruppen zu-
sammengesetzt werden. Fiir Z4 wie fiir Z, x Z, ist n = 2 und beide einfachen Quotienten
sind Z».

I11.11 Ringe und Korper

Ringe

Definition 11.1 Ein Ring R = (R,0,1,+,-) besteht aus einer nicht-leeren Menge R, zwei
(nicht notwendig verschiedenen) ausgezeichneten Elementen 0,1 € R und zwei zweistel-
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ligen Operationen +, - : R2 — R mit folgenden Eigenschaften:

- (R,0,+) ist eine kommutative Gruppe;

- die Multiplikation - ist assoziativ mit neutralem Element 1;

- es gelten die Distributivgesetze (t1 +12)-r=711-1+712-rundv-(v1+712)=7-T1+7T -T2
fiir alle r,r1,7v € R.

Der Ring heifit kommutativ, falls zusatzlich die Multiplikation kommutativ ist.

Man sieht leicht, daf} in einem Ring 0-r =r-0 = 0 fiir alle r € R gilt.

Beispiele:

e Der triviale Ring {0}. Dies ist der einzige Ring mit 0 = 1, denn daraus folgt r =11 =
r-0=0, da, wie man leicht einsieht, in einem Ring 0-r =r -0 = 0 fiir alle r € R gilt.

o Z; Lm; QR,C
e Matrizenring Mat,, (R), nicht kommutativ!, fiir einen kommutativen Ring R.

e Polynomring R[X] fiir einen kommutativen Ring R.

Ein Unterring eines Ringes R ist eine Teilmenge von R, die mit den eingeschriankten Opera-
tionen selbst wieder ein Ring ist. Ein Ringhomomorphismen ist eine Abbildung ¢ : R — S

zwischen Ringen, die Gruppenhomomorphismus ist und Multiplikation und 1 respektiert,
d.h. o(r-v') = @(r) - @(r') und @(1) = 1 erfiillt. Das Bild von ¢ ist ein Unterring; Kern(¢)
erfiillt alle Eigenschaften eines Unterrings, aufler daf er i.a. nicht die 1 enthilt. Wie im
Fall von Gruppen besitzen Kerne von Homomorphismen weitere Eigenschaften, und es
gilt ein Homomorphiesatz:

Definition 11.2 Ein Ideal in einem Ring R ist eine Untergruppe 1 der additiven Gruppe
(R,0,+) mitr-1Clundl-rCIHfiraller e R.

Satz 11.1

(@) Ist 1 ein Ideal von R, so wird R/I durch (v +1) - (v' + 1) := v’ + 1 zu einem Ring und
die natiirliche Projektion R — R/I zu einem Ringhomomorphismus.

(b) Kerne von Ringhomomorphismes ¢ : R — S sind Ideale und es gilt R/Kern(p) =
Bild(¢e).

Beispiele:

{0} und R selbst sind Ideal von R; letzteres ist das einzige Ideal, das 1 enthilt.

mZ ist Ideal in Z.

Fiir r € Rist (x — 1) -R[X] :={f € R[X] | f(r) = 0} ein Ideal in R[X] mit R[X]/(x —1)-R[X] = R.

Allgemeiner ist fiir r € R die Menge v - R ein Ideal in R, das von r erzeugte Hauptideal.
Ein Ring, in dem jedes Ideal Hauptideal ist, heifit Hauptidealring. Beispiele fiir Haupt-
idealringe: Z, K[X] fiir Korper K. Dagegen sind Z[X] und K[X, Y] keine Hauptidealringe.
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Einheiten und Korper

Sind a,b € R, so heifit a ein Teiler von b, in Zeichen a|b, falls es ein ¢ € R gibt mit ac = b.
Dies ist dquivalent zu b € aR bzw. bR C aR. Ein Element r € R heiflt eine Einheit, falls r

ein Inverses r—! besitzt, d.h. r-v~! =r~!.r = 1. Einheiten sind also genau die Teiler der
1. Die Menge der Einheiten von R wird mit R* bezeichnet; (R*, 1,-) ist dann eine Gruppe,

die grofite in R enthaltene Gruppe bzgl. der Multiplikation.
Definition 11.3 Ein Kérper ist ein kommutativer Ring R, fiir den R = R*J{0} gilt.

Jedes Element # 0 in einem Korper K hat also ein Inverses, d.h. (K\{0},1,-) ist eine Grup-
pe, die sogenannte multiplikative Gruppe K* des Koérpers, im Gegensatz zur additiven

Gruppe K* = (K, 0,+). ein Korper hat stets zwei Elemente: 0 und 1.

Beispiele:

e QR,C.
e Die zyklische Gruppe Z; wird durch0-0=1-0=0und 1-1 =1 zu einem Kérper (dem
kleinsten moéglichen Korper).

Ein Kérper K hat keine Ideale T aufler {0} und K, denn mit 1 # r € Tistauch (kr—")-r =k €1
fiir jedes k € K. Also ist ein Ringhomomorphismus zwischen zwei Kérpern immer injektiv;
ein Homomorphisatz fiir Kérper daher wenig aussagekraftig.

Satz 11.2 Z,, ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

O Falls n keine Primzahl ist und d ein nicht-trivialer Teiler, so wiirde mit einem Inversen
vondgelten: 2 =d~'-d-% =d"".0=0: Widerspruch.

Ist n Primzahl, so sei 0 # x € Z,,. Wegen des Distributivgesetzes ist die Multiplikation
mit x ein Homomorphismus Z,, — Z,,. Da Z,, einfach ist und 1 ¢ Kern(u, ), hat u, trivia-
len Kern, ist also injektiv und somit, als Abbildung zwischen gleichmachtigen endlichen

Mengen, auch surjektiv. Also gibt es ein y mit p,(y) =x-y =1. O

Satz 11.3 Ein endlicher Korper K hat die Machtigkeit p™ fiir eine Primzahl p und ein
n > 1. Esist K* = Z3 und K* = Z,n_1. Dabei ist p die Charakteristik des Kérpers, d.h.
die kleinste Zahl, fiir die1+---+1 =0 gilt.

~——

p mal

O Betrachte die Menge {0,1,1+1,1+1+1,...}. Wegen der Endlichkeit von K sind zwei
dieser Ausdriicke gleich; deren Differenz ergibt einen Ausdruck m-1:=1+---4+1 =0. Gilt
m = kl, so folgt aus der Distributivitat 0 = (k- 1)(1- 1), also ist das kleinste solche m eine
Primzahl p. Da die Multiplikation wegen des Distributivgesetzes auf {0,1,1+1,...,(p —
1) - 1} festgelegt ist, haben wir Z,, als Unterkorper von K. Nun ist K offensichtlich ein
Vektorraum iiber Z,, der Dimension n, also gilt K* = Zy und [K| =p™. In Satz 11.5 wird
bewiesen, dafy K> zyklisch ist. O
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Satz 11.4 (ohne Beweis) Fiir jede Primzahl p und jedes n > 1 gibt es einen bis auf Iso-
morphie eindeutig bestimmten Korper der Machtigkeit p™, der mit F,~ bezeichnet wird.

(Hinweis zum Beweis: Uber den reellen Zahlen gibt es irreduzible Polynome ohne Null-
stellen, etwa X? 4+ 1. Nun kann man R erweitern zu dem Korper der komplexen Zahlen
C = R[i] = R[X]/(X?+1)-R[X]. Dies Verfahren konstruiert allgemein fiir ein irreduzibles Po-
lynomen P € K[X] einen kleinsten, eindeutig bestimmten Erweiterungkorper K[X]/P - K[X]
des Korpers K, in dem P eine Nullstelle hat. F,» entsteht auf diese Weise aus Z,, durch
ein irreduzibles Polynom vom Grad n.)

Die Eulersche @-Funktion gibt fiir jede positive natiirliche Zahl n die Anzahl der zu ihr

teilerfremden positiven natiirlichen Zahlen < n an. Dies ist also auch die Anzahl der
erzeugenden Elemente der Gruppe (Z.,,+). Da jedes Element a in Z, Erzeugendes der
einzigen Untergruppe der Ordnung ord(a) ist, gilt n = ) ¢(d).

din
Satz 11.5 Sei K ein Korper. Dann ist jede endliche Untergruppe von K* zyklisch. Insbe-
sondere ist K* zyklisch fiir endliches K.

O Hilfssatz: eine Gruppe G der Ordnung n ist genau dann zyklisch, wenn es zu jedem
d/n hochstens d Elemente gibt, deren Ordnung d teilt (d.h. fiir die g¢ =1 gilt).

Beweis des Hilfssatzes: Angenommen G ist nicht zyklisch. Sei {(d) die Anzahl der Ele-

mente der Ordnung d. Wegenn = ) o@(n) = > {P(n) und Pp(n) = 0 gibt es ein do/n mit
din din
P(do) > @(do). Insbesondere gibt es dann eine zyklische Untergruppe der Ordnung do und

damit P (d) > @(d) fiir alle d|do. Dann gibt es aber > ¥(d) > Y «¢(d) = do Elemente,
d|do d|do

deren Ordnung d, teilt: Widerspruch.

Aus dem Hilfssatz folgt nun leicht der Satz, da Elemente von K*, deren (multiplikative)

Ordnung n teilen, Nullstellen des Polynoms X™ — 1 sind, von denen es hochstens n Stiick

gibt. O

Falls n keine Primzahl ist, so ist Z, schon deshalb kein Korper, weil es Elemente a #
0,b # 0 mit ab = 0 gibt. Solche Elemente heiflen Nullteiler und kénnen keine Inverse
haben. Z ist ein nullteilerfreier Ring, der kein Korper ist, kann aber zu einem Korper Q
erweitert werden. Auf die gleiche Weise kann jeder nullteilerfreie, kommutative, nicht-
triviale Ring R in einen Korper eingebettet werden. Der kleinste solche Korper heifit der
Quotientenkorper von R. Dieser besteht aus Aquivalenzklassen von formalen Briichen <

mit r,s € R, s # 0 beziiglich der Aquivalenzrelation T~ g— : < rs’ =r's. Es gelten nun

die selben Rechenregeln, wie man sie vom Bruchrechnen in Q her kennt. Jedes Element
T # 0 hat nun ein Inverses: (die Aquivalenzklase von) 1.

Endliche Ringe, insbesondere die Ringe Z,,

Wie wir gesehen haben, besitzen die Ringe Z,, Nullteiler oder sie sind schon Korper. Dies
gilt allgemein fiir endliche Ringe:
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Satz 11.6 Ein nullteilerfreier, endlicher, nicht-trivialer Ring ist ein Korper.

O Nullteilerfreiheit bedeutet genau, dafl die Multiplikation mit Elementen # 0 trivialen
Kern hat. Dann folgt wieder aus der Endlichkeit, daf} sie bijektiv ist. O

Sein > 2. Dann sind die Matrizenringe Mat,, (Fy) Beispiele fiir nicht-kommutative end-
liche Ringe.

Wir wollen nun versuchen, die multiplikative Struktur der Ringe Z.,, d.h. die Einheiten-
gruppe, besser zu verstehen. Zur Erinnerung: Rechnen in Z,, = Z/mZ ist das Gleiche wie
Rechnen in Z modulo m.

Satz 11.7 Z}, ={a € Z .| ggT(a, m) = 1}. Insbesondere ist ¢(m) die Ordnung von Z%,.

O Gilt1+mZ = (a+mZ)(s+mZ) = as+mZ,so 1—as € mZ und m|/T—as. Also km+as =1
und es folgt ggT(m, a)|1.

Sei umgekehrt ggT(a, m) = 1. Dann gibt es s,t mit as + mt = 1. Es folgt 1 — as € mZ und
die Zerlegung wie oben zeigt, dafl a Einheit in Z7, ist. O

Satz 11.8 (Satz von Euler bzw. kleiner Satz von Fermat)
(@ a®™ =1 (mod n) fiir alle a mit ggT(a,n) = 1.

() a* ' =1 (mod p) fiir Primzahlen p und alle a mitp /a.

Erste Anwendung: Primzahltest I

Wie testet man, ob eine gegebene Zahl n eine Primzahl ist? Aus der Definition ergibt sich
die Moglichkeit, fiir alle 1 < d < |v/n] zu tiberpriifen, ob d/n. Dies dauert aber bei groflen
n zu lange fiir einen praktikablen Test.

Ein schneller Test ergibt sich aus dem kleinen Satz von Fermat: fiir ausgewahlte Zahlen
a < n iiberpriift man, ob a™ ! = 1 (mod n). Dieser Test ist negativ effektiv, d.h. bei
negativer Antwort weifl man, da n keine Primzahl ist, aber liefert nur mit einer gewissen
(guten) Wahrscheinlichkeit ein positives Ergebnis. Selbst beim Testen mit allen Zahlen
a < n (was wiederum zu viele fiir eine verniinftige Laufzeit wiren) ist der Test nicht
effektiv, da es die sogenannten Carmichael-Zahlen gibt, die keine Primzahlen sind, aber
den kleinen Satz von Fermat fiir alle a erfiillen. Erst 1992 konnte gezeigt werden, daf} es
unendlich viele Carmichael-Zahlen gibt. Die kleinste davon ist 561.

Zweite Anwendung: RSA-Kryptographie

Man mochte ein Verfahren zur Verfiigung stellen, das es jedem erlaubt, Nachrichten so
verschliisselt an einen Empfianger E zu schicken, dafl nur dieser sie entschliisseln kann.
Dazu wahlt E zwei grofle Primzahlen p # q und bildet n = pq und wahlt ein “zufilliges” zu
e(n) = (p—1)(q—1) =n—p—qg+1 teilerfremdes e (also z.B. nicht e = @(n)—1). Die Zahlenn
und e gibt E als offentlicher Schliissel bekannt; p, ¢ und damit auch ¢(n) bleiben geheim.
Nachrichten sind Woérter iiber dem Alphabet Z%. Eine Nachricht A = (ay,...,ax) € (Z%)*
wird als A€ := (a§,...,a) verschliisselt verschickt, wobei a® in Z% berechnet wird.
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E sucht nun in Z# ein Inverses d zu e. Dies existiert wegen der Teilerfremdheit von e mit
@(n) und kann mit dem Euklidischen Algorithmus schnell berechnet werden, wenn man
@(n) kennt. Wegen des Satzes 11.8 gilt Af4 = A; in Z}, zur Entschliisselung braucht E
also nur (A®)9 = A®d = A auszurechnen.

Eine andere Person miifite erst ¢@(n) berechnen, dazu also n in Primfaktoren zerlegen,
was man nicht schnell genug kann. Jede verschickte Nachricht enthalt allerdings Infor-
mationen iiber ¢(n), so dafl man mach einiger Zeit e und n wechseln muf3.

Die genaue Struktur der Einheitengruppen Z,, ist wie folgt. Zum Beweis braucht man
tiefergehende Gruppentheorie, als sie hier entwickelt werden konnte.

Satz 11.9 (ohne Beweis)
(a) Istp > 2 Primzahl so ist Z7 zyklisch der Ordnung (P =(p—=1)-p~.
(b) Fiirk > 2 gilt Z%, = Z, x Z« 2. Diese Gruppe hat die Ordnung 2*~" und ist fiirk >3
nicht zyklisch.

1
(© Istm = pr‘ die Primfaktorzerlegung von m, so gilt 7.5, = th X oo X Zpkl. Ins-
i=1 1 L

1 1
besondere ist (m) = [ @(pf) =[] ((pi = 1) -pF ).
i=1

i=1

Quadrate

Die Abbildung % : Zy — L5, x — x? ist ein Gruppenhomomorphismus. Fiir eine Primzahl
p > 2 gilt Kern(.2) = {1,—1} = {1,p — 1}, ist also nicht trivial. Damit folgt |Bild(-?)| = 25"

2 ’
d.h. genau die Halfte der Zahlen in Z7, sind Quadrate. Man definiert nun fiir a € Z mit

p fa das Legendre-Symbol

<a> o 1 falls (a mod p) Quadrat in Z,
p) | =1 falls (a mod p) kein Quadrat in Z3

-1
Satz 11.10 (Euler) p > 2 Primzahl. Dann <%> = apT (mod p)

Wegen (a%)2 —aP ' =1 (mod p) folgt a®= = £1 (mod p).

p 1

O Sei g ein Erzeuger von Z}. Dann gilt g7~ = —1, da ord(g) = p — 1. Nun gibt es ein j

mit a = g’. Offensichtlich ist a Quadrat, falls j gerade ist. Da genau die Hilfte aller Zahlen
in Z3 ={g% ¢',..., 9" ?} Quadrate sind, bleiben fiir die Nicht-Quadrate genau die g’ mit

p—1 p—1

ungeradem j iibrig. Andererseits ist a*T" = (b))% = (b2 ) = (1)}, also = 1 & j

gerade. O

Das Legendre-Symbol induziert einen Gruppenhomomorphismus (;) DLy = {1} = 7y,
dessen Kern gerade die Quadrate sind. Man ergianzt die Definition durch (%) = 0. Es
hiangt dann (E) nur von der Restklasse a mod p ab und ist multiplikativ in a. Ferner

P

gelten folgende Eigenschaften:
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Satz 11.11 (ohne Beweis) Seien p, q zwei verschiedene ungerade Primzahlen.

(2) Quadratisches Reziprozititsgesetz von Gauf:  (¥) - () = (-1)z 2

p? o )
(b) Erginzungsgesetze: (%) — (—=1)*+" und (7‘) — (=),

1
Fiir eine ungerade Zahl n mit Primfaktorzerlegung n = [] pf‘ weitet man nun die Defi-
i=1

nition des Legendre-Symbols aus durch

()-11G)

Man rechnet dann leicht nach, daf} das erweiterte Symbol multiplikativ in beiden Argu-
menten ist und die Eigenschaften von Satz 11.11 nasch wie vor gelten. Daraus ergibt sich
die Moglichkeit, das erweiterte Legendre—-Symbol (%) schnell, inshesondere ohne Prim-
faktorzerlegung, zu berechnen. Zunichst reduziert man a mod b, zieht dann die hochste
Zweier—Potenz heraus, die man mit dem Ergdnzungsgesetz berechnet, wendet das qua-
dratische Reziprozititsgesetz an und beginnt von vorne. Daraus ergibt sich

Dritte Anwendung: Primzahltest 11

Ist gegebenes n € N Primzahl? Teste, ob fiir ungerade a mit ggT(a,n) = 1 der Satz von

n—1

Euler gilt, d.h.oba 7 = (%) mod n. Dieser Test gibt eine sichere negative Antwort und

ist effektiv, falls er fiir alle a (< n) ausgefiihrt wird. Nach einem Ergebnis von Solovay
und Strassen gibt es fiir zusammengesetztes n weniger als %(p(n) Zahlen < n, fiir die der
Test eine positive Antwort liefert. Beim Testen von k unabhingigen a erhilt man also mit
Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — 2‘—k die richtige Antwort.

Die meisten der klassischen Primzahltest beruhen auf Varianten und Kombination von
Test I und II.

Vierte Anwendung: Codierungstheorie

Problemstellung: bei der Ubertragung von Nachrichten treten in der Regel Fehler auf.
Kann man Nachrichten so codieren, daff man fehlerhafte Nachrichten erkennen kann,
moglichst viele Fehler korrigieren kann und die Codierung effektiv bleibt?

Eine ineffektive Codierung ware z.B. das k-malige Wiederholen von Nachrichten: tritt
im schlimmsten Fall stets an der selben Stelle ein Ubertragungsfehler auf, so kann man
immer noch die Fehlerhaftigkeit einer empfangenen Nachricht bei bis zu k — 1 Fehlern
erkennen und bis zu [ %] Fehler korrigieren.

Praktisch ist es, die Buchstaben der Nachricht als Elemente in einem endlichen Korper
zu wahlen. Der ISBN-Code besteht z.B. aus einer neunstelligen Zahl (ay,...,as), in der
Sprache, Verlag und Buchnummer codiert sind. Zusatzlich fiigt man eine Priifstelle a1 so

10

an, daf die Gleichung ) j-a; =0 in Z1, erfiillt ist. Dieser Code erkennt, ob zwei Ziffern
i1

vertauscht wurden.

Sei K = [y ein endlicher Koérper (das Alphabet der Nachrichten). Ein Code (die giiltigen
Nachrichten) ist eine Teilmenge C C K™ fiir ein festes n € N. Auf K™ definiert man die
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Hamming-Metrik durch d((v1,...,vn), (W1,...,wy)) := die Anzahl der j mit v; # wj. Das
Gewicht des Codes ist d(C) := min d(v,w).

v,weC

Giinstig sind besonders die linearen Codes, bei denen C ein Untervektorraum von K™ ist.
Mit k := dim C und d* := d(C) nennt man einen solchen Code auch einen [n, k, d*]-Code.
Es gilt dann stets d* < n — k + 1. Ein [n,k, d*]-Code erkennt bis zu d* — 1 Fehler und
korrigiert bis zu v := | 41| Fehler. Ein Code heifit perfekt, falls jedes v € K™ hochstens
Abstand r zu C hat.

111.12 Arithmetik in Hauptidealringen

Rechnen mit Idealen
Sei R ein Ring und I,J,K Ideale. Dann sind auch
n
Inj, I+]:={r+s| relseJ} und I']::{ZT]'S]' IneNr el,s;¢€ I}
i=1

Ideale von R. Dabei ist INJ das gréfite in I und J enthaltene Ideal und I+ J das kleinste I
und J enthaltende Ideal von R. Es gelten folgende Rechenregeln:

I+(J+K)=(I+))+K und I-(J-K)=(I-]J)-K

I[+{0}={0}+1=1 und T-R=R-1=R
(I+])-K=I1I-K+J-K und I-(J+K)=I-J+1I-K
[+]=J+1 und, falls R kommutativ, I-J=7]-1I
[+1=1 und I?:=1-ICI und I.-JCINJ

Satz 12.1 (Chinesischer Restsatz)
Sei R kommutativer Ring und 1, ..., Ideale mit I; + I; =R fiir alle i #j.

(a) (I1 - In_1)+In=Rund I - I, =5 1inN---NI,.
(b) Seienry,...,r,, € R gegeben. Dann gibt es ein v € R mit v —r; € I fiir alle j.

n—1
O @R=TJ[(L+L)=0L - -Ih1+(...)- I, CIi---I,_1 + I, CR, also Gleichheit.

j=1

Der zweite Teil per Induktion nach n:

LN =IiNnLh)R=(LiNL)(L+1) =(LiNL)LH+(IiN) C LI+ =4I C L[Ny,
also iiberall Gleichheit. Im Induktionsschritt setze J := I;---1,_7. Mit dem ersten Teil

gilt ] + I, =R, also Iy - Iy = J - I, 22y, Moy A oq .

(b) Fiir n = 2 gibt es nach Voraussetzung a; € I; mit a;+a; = 1. Dann geht r = rja,+1;2a;,
daetwar—rl =ry(az — 1)+ 1207 =—71a7 + 1201 € a1R.

Sei per Induktion ' gefunden mit v/ —r; € [ fiiralle 1 <j < n—1.Setze J:=1; ---L;,_1.
Mit (a) und n = 2 existiert dann ein r € Rmitr— 1’ € Jund r —r, € I,,. Es folgt

T—T = (r—r')+ (rlfrj) e+ = (I - T_1) +1I; C L. 0
Anwendung: seien paarweise teilerfremde Zahlen m,,..., m, € Z gegeben sowie Zahlen
T1,...,™n € Z. Dann existiert r € Z mit r = r; mod m; fiiralle 1 <j < n.

61



AVLi. JguUilihl AIIRLLLL MipYWIdIOVIIL JLivuiAtal LAt

kgV und ggT

Seien rq,...,r, aus einem kommutativen Ring R gegeben. Ein Ringelement d heifit ein
grofiter gemeinsamer Teiler (ggT) von rq,..., 1, falls d alle r; teilt und von allen gemein-

samen Teilern der r; geteilt wird. Ein Ringelement k heifit ein kleinstes gemeinsames

Vielfaches (kgV) von rq, ..., 1y, falls k von allen r; geteilt wird und alle Elemente teilt, die

von allen r; geteilt werden.

Die Multiplikation mit einem Ringelement r # 0 ist ein additiver Gruppenhomomorphis-
mus ., dessen Kern sogar ein Ideal ist. Sei R nun ein kommutativer Ring ohne Nullteiler,
auch Integrititsbereich genannt. Dann ist Kern(u,.) = {0}, also ist u, injektiv, d.h. es gilt

die Kiirzungsregel ra = rb = a = b, obwohl es fiir r kein Inverses zu geben braucht.
Damit sieht man, dafl auf R eine Aquivalenzrelation durch

r~s:& tR=sR & (v/sund s|r) & esgibte' e R* mitr=e's

definiert ist. Die Aquivalenzklassen sind so etwas wie die “Nebenklassen” von R* in R. In
Z sind dies gerade die Mengen {+a, —a}. Die Menge der ggT (bzw. der kgV) von Elementen
T1,...,7Tn bildet nun genau eine Aquivalenzklasse beziiglich ~. Man sagt, dafd der ggT (bzw.
der kgV) “bis auf Einheit” bestimmt ist (in Z also bis auf das Vorzeichen).

Satz 12.2
mn
(@) Genau dann existiert ein kgV k von ry,...,1,,, wenn (] 7iR = kR.
i=1
mn
(b) Ist > mR=gR, soist g einggT vonry,...,m. ESgibtt; € R mit g = ty11 4+ - + ty7k.
i=1

(c) Ist kR =r1RN ;R und gR = 1R + 3R, so gilt r1m2R = gkR.

Insbesondere existieren in Hauptidealringen ggT und kgV stets!

O (a) Es gilt zum einen “c € ['] ;R &= c ist gemeinsames Vielfaches der r;”, zum
andern “c € kR < Kklc". Daraus folgt leicht die Behauptung.

(b) In diesem Fall ist insbesondere r; € gR, also g|rl Sei c e1r1 gemeiner Teiler der r;.

Dann gibt es s; € R mit ¢s; =7 und t; € R mit g = Z riti = Z csity, also c|g.

i=1 i=1
(c) Zunichst tiberlege man, dafd stets a(bR) = abR = (aR)(bR) gilt. Seien rq,1; # 0 (sonst
gilt k = 0). Aus "R + ;R = gR folgt r1s1 + 25, = g fiir geeignete s; € R. Sei % € R so,
dafl gL =7;. Dann hat man %51 + %sz =1, somit %‘R + %R = R. Mit dem chinesischen
Restsatz erhilt man nun: r1m2R = gz(%‘R- ZR) = gz(%R N*R) =g(rRNT2R) = gkR. O

Beispiele:

In Z[X] sind +1 die beiden ggT von 2 und X. Es gilt aber 1 ¢ 2-Z[X] +X-Z[X]. Inshesondere
folgt, dafd 2 - Z[X] + X - Z[X] kein Hauptideal ist und Z[X] keine Haupidealring.

In Z[y/=5] := {a+bv=5 | a,b € Z} C C haben 6 und 2 — 2/=5 keinen ggT d. Rechnen in
C zeigt, daB einerseits als gemeinsamer Teiler |d|?|12 folgt; andererseits aber auch 12|/d|?,

da sowohl 2 als auch 1 — /-5 gemeinsame Teiler von 6 und 2 — 2v/—5 sind. Nun ist aber
12 nicht von der Form a? + 5b? fiir a,b € Z.
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Euklidische Ringe und Primfaktorzerlegung

Ist ey eine Einheit, so lafit sichr € Rals r = ¢ - (651r) schreiben. Ein Element r heifit
irreduzibel, falls r ¢ R*, r #£ 0 und r keine weiteren Produktdarstellungen zulafit, d.h. falls
aus r = ab stets a € R* oder b € R* folgt. Idealtheoretisch bedeutet dies, dafl rR maximal
unter den Hauptidealen ## R ist.

In Z sind dies gerade die Primzahlen und die negativen Primzahlen. In Zg sind 2 und 6
die irreduziblen Elemente.

Definition 12.1 Ein nullteilerfreier kommutativer Ring R heifit euklidisch, falls es eine
Abbildung ¢ : R\{0} — N gibt mit

- @(ab) > @(a) fiir alle a,b #0
- fiir alle a,b mit a # 0 gibt es q,v € R mitb = qa + r und r = 0 oder ¢(r) < @(a).

Beispiele: Z mit ¢(z) = |z| und K[X] mit ¢(P) = grad(P).
Satz 12.3 Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

O Seil#{0} ein Ideal. Wahle a € I mit minimalem ¢(a). Inshesondere gilt also aR C I.
Fiir b € I seien g, r wie in der Definition. Dann ist r =b — qa € I, wegen der Minimalitat
von ¢(a) folgt also r =0, somit b € aR, d.h. I = aR. O

Satz 12.4 Sei R ein euklidischer Ring. Seien a,b # 0. Ist b € R*, so ¢(a) = @(ab). Ist b
keine Einheit, so ¢(a) < @(ab).

O Der erste Teil ist klar wegen @(a) < ¢(ab) < @(abb™ ') = @(a).

Angenommen nun @(a) = @(ab). Es gilt abR C aR. Sei ax € aR. Dann gilt es (Division
durch ab!) g,v € R mit ax = q(ab) +r. Falls r # 0, so folgt einerseits ¢(r) < ¢(ab) = ¢(a),
andererseits r = ax—qab = a(x—gb), also @(r) = @(a(x—qgb)) > ¢(a): Widerspruch. Also
gilt r = 0 und damit ax = abg € abR. Wegen aR = abR gibt es ein ¢ € R mit a - 1 = abc;
mit der Nullteilerfreiheit folgt bc =1 bzw. b € R*. O

Satz 12.5 (eindeutige Primfaktorzerlegung) Sei R ein euklidischer Ring, a € R,a # 0,a ¢
R*. Dann gibt es irreduzible Elemente p1,...,px mit a = p;---px. Dabei sind die p; bis
auf Reihenfolge und Einheit eindeutig bestimmt.

O Die Existenz einer solchen Zerlegung zeigt man mit Induktion nach ¢(a): fiir minimales
@(a) ist a nach Satz 12.4 irreduzibel und fiir irreduzibles a wahle man k =1 und p; = a.
Sei nun a reduzibel, etwa a = aja, mit a; ¢ R*. Nach Satz 12.4 gilt ¢(a;) < ¢(a) und
©(az2) < @(a); beide Elemente sind also per Induktion als Produkte irreduzibler Elemente
schreibbar, somit auch a. O

Um die Eindeutigkeit zu beweisen, braucht man einen weiteren Begriff, der auch erklirt,
warum man von “Primfaktorzerlegung” und nicht von “Zerlegung in irreduzible Elemente”
spricht.
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Definition 12.2 Ein Primideal ist ein Ideal P # R, fiir das der Faktorring R/P nullteilerfrei
ist. Ein Element p € R,p # 0 heifit Primelement, falls pR ein Primideal ist.

Die Nullteilerfreiheit von R/P bedeutet fiir Elemente a,b € R: falls a - b € P, so gilt
bereits a € P oder b € P; bzw. fiir ein Primelement p: falls p|ab, so bereits p|a oder
p/b. In Z findet man auch mit dieser Definition bis auf das Vorzeichen die Primzahlen.
Dies ist kein Zufall: in Hauptidealringen fallen beide Begriffe zusammen. Zum einen sind
Primelemente in nullteilerfreien Ringen sind stets irreduzibel: aus p = ab folgt fiir primes
p etwa pla. Da aber nun a auch p teilt, gilt a ~ p und b € R*. Die Umkehrung ist kaum
schwerer:

Satz 12.6 Sei R nullteilerfreier Hauptidealring, p irreduzibel.
(a) Fiir a € R gilt pla oder pR + aR =R.
(b) p ist Primelement.

(c) Primideale P # {0} sind maximal, d.h. es gibt kein Ideal I mit P C 1 C R.

O (a) Da R Hauptidealring ist, existiert ein ggT g von a und p, d.h. es gilt aR+pR = gR.
Inshesondere gibt es h € R mit gh = p. Da p irreduzibel, ist entweder g oder h Einheit. Im
ersten Fall gilt aR+pR = gR = R. Im zweiten Fall gilt p ~ gund a € aR C aR+pR = gR = pR,
also pla.

(b) Sei plab und angenommen p fa. Mit (a) folgt pR+ aR =R, also b € bR =Db(pR+ aR) =
bpR 4+ baR C bpR + pR C pR.

(c) Sei I ein Ideal mit P C I C Rund a € I\P. Mit (a) folgt R=pR+aR C I+ 1 =1, also
I=R. g

Nun folgt leicht die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegungin Satz12.5:seia =p1---px =
d1---qu mit irreduziblen ps, q;. Inshesondere gilt also py|q;---qi. Da p; prim ist, folgt
pilg; fiir ein 1 < j < 1. Anders geschrieben heifit dies q;R C piR C R. Mit der oben
bewiesenen Maximalitdt des Primideals q;R folgt p1R = q;jR, also etwa p; = eiq; fiir
eine Einheit e;. Aufgrund der Nullteilerfreiheit kann man nun mit p; kiirzen, es gilt also
P2 Pk = (ef‘q1) “q2---qj—1 - Gj+1---qr und man kann mit Induktion nach min{k, 1}
schliefen.

Bemerkungen:

e In einem Ring laf}t sich genau dann jedes Element als Produkt von Primelementen
schreiben, wenn es eine eindeutige(!) Zerlegung in irreduzible Elemente wie im Satz 12.5
gibt. Solche Ringe heiflen faktoriell; in ihnen sind irreduzible Elemente prim. Neben
euklidischen Ringen sind auch beliebige nullteilerfreie Hauptidealringe, der Ring Z[X]
und die Polynomringe K[Xj,...,X,] liber Kérpern K faktoriell.

e Sinda=c¢'- ]l[ pitundb=e": ]l[ p?" die Primfaktorzerlegungen mit Einheiten e’, e”

i=1 i=1

max{a;,b

1
und Primelementen p; mit p; ¥ p; fiir i # j, so ist []p; 7 ein kgV von a und b
i=1

1
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1 .
und ] p™™@:* ein ggT von a und b, die also stets in faktoriellen Ringen existieren.
{—1

Insb;sondere folgt, da Z[v/=5] kein faktorieller Ring ist.

e In nicht-faktoriellen Ringen konnen alle denkbaren Phidnomene auftreten. Eine Zer-
legung in Primfaktoren ist zwar stets eindeutig, braucht aber nicht zu existieren. Ein
Element kann sich auf verschiedene Arten in irreduzible Faktoren zerlegen lassen, die
dann nicht alle prim sind. Schliellich gibt es Ringe ohne Zerlegungen in irreduzible Ele-
mente oder sogar ohne irreduzible Elemente (z.B. Boolesche Ringe) ... Ringtheorie ist
kompliziert!

e Es gibt aber eine grofiere Klasse von Ringen als die faktoriellen, sogenannte Dedekind-
Ringe, in denen eine verallgemeinerte Art der Primfaktorzerlegung gilt: jedes Ideal
# {0} 1a8t sich in eindeutiger Weise als Produkt von Primidealen schreiben. In faktori-
ellen Ringen sind dies die von den Primfaktoren erzeugten Hauptideale; im allgemeinen
brauchen es keine Hauptideale zu sein. Fiir diese verallgemeinerte Primfaktorzerlegung
wurden die Ideale, als “ideale Zahlen”, eingefiihrt.

e Im Beispiel Z[v/=5] = Z[X]/(X? + 5) - Z[X] sieht man dhnlich wie oben, dafl 2 ein irre-
duzibles Element ist. Die Zerlegung 6 = 2-3 = (1 +/-5)(1 — v/—5) zeigt, dal 2 nicht
prim ist, da 2 weder 1 —+/—5 noch 1 — /-5 teilt. Dem entspricht, dafl 2 - Z[\/~5] zwar
maximal unter den eigentlichen Hauptidealen ist, aber echt in dem von 2 und 1 — /=5
erzeugten Ideal enthalten ist.

Zum Abschlufl eine Ubersicht iiber die betrachteten Ringklassen:

Ringe
vd N
kommutative (z.B. Zg[X]) nicht-kommutative (z.B. Mat;(F7))
vd N
Integritdtsbereiche (z.B. Z[v/—5]) N
l Hauptidealringe (z.B. Z¢)
faktorielle Ringe (z.B. Z[X], X, Y]) /
N\ vd
nullteilerfreie Hauptidealringe
1
euklidische Ringe (z.B. Z, QIX],F7 [X])
l

Korper (z.B. F7,Q)

Anmerkung: Beispiele nicht-euklidischer, nullteilerfreier Hauptidealringe sind schwierig
zu finden bzw. es ist schwierig zu zeigen, daf} es Beispiele sind. In der Literatur findet
sichu.a. der Ring S~ - Z[X] fiir S = {X,X™ — 1|m > 1}. Dies ist der kleinste Unterring des
Quotientenkérpers von Z[X], der Z[X] und alle Inverse von Elementen aus S enthalt.
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