Metrische Raume

Def. Sei X eine Menge. Eine Abbildung d: X x X — R>¢ heiBt eine
Metrik, wenn Vx,y,z € X die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(Definitheit) d(x,y)=0&x=y,
(Symmetrie) d(x,y) =d(y,x),
(Dreiecksungleichung) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y).

Die Nicht-Negativitit d (x,y) > 0 haben wir als zusitzliche Eigenschaft
angegeben, obwohl sie aus den anderen Bedingungen folgt. Sie ist daher

tiberfliissig:
(Symmetrie)
2d(x,y) =d(x,y) +d(x,y) =
(Dreiecksungleichung) efinithei
d(x,y) +d(y,x) = dl) P00 < d(xy) 20

Das Paar (X, d) heiBt ein metrischer Raum.

Eine Abbildung I : X — X, welche die Metrik erhilt, d.h.
d(I(x),(y)) = d(x,y), heiBt Isometrie (oder Bewegung, Kongruenz).
Die Menge Iso(X, d) := {alle bijektive Isometrien von X} heisst die
Isometriegruppe von (X, d).



Einfaches Bsp.

Sei X = {a, b, c}. Dann ist
X x X ={(a,a),(b,b),(c,c),(a, b),(b,a),(a c)(c,a), (b, c),(c, b)}.
Wir definieren die Abbildung d : X x X — R mit Hilfe der Regel

|0 forx=y
d(x,y)—{ 1 forx#y

: Dies ist eine Metrik: Die Bedingungen
(a.a)

(b,b)§ ., Definitheit” sowie , Symmetrie” sind
(c.c) 0o . . . .

. offensichtlich erfiillt (weil d(x,y) = 0

(a.b) ' "nur fiir x = y) und die Bedingung ,, Drei-
(6. 3) . e .
@0 : / ecksungleichung” ist einfach nachzuwei-

o 7 - sen, in dem man alle moglichen Tripel
&0 ausprobiert (z.B. d(a, b)+a(b, b) =1 >

d(a, b) =1).
Fiir diese Metrik gilt: Iso(X, d) = {alle Bijektionen ¢ : X — X}.
In der Tat,

0 fiir ¢(X) :¢(y) fiir Bi‘eé:kt;onen Xx=y
d(o(x), = I
(909, { 1 fir 60 # 0(y) ST x Ay



Wicht. Bsp. — Standard-Metrik auf einem Euklidischen

Raum

Sei (V,(, )) ein Euklidischer Raum. Wir definieren die Metrik

d:VxV =R, du,v):=|u—v|:=+/{u—v,u—v). Das ist

tatsachlich eine Metrik:
(Definitheit) d (u,v)=0<«=|u—v|=0
Positivdefinitheit =
<— u—v=0<=u=y,
(Symmetrie)
d(u,v) = /{u=v,u—v) = /(12 {(v—u),(v—u)) ="
\/<—1-(v— u),=1-(v—u)) = \/<v—u,v—u> =d(v,u).

(Dreiecksungleichung) d(u,w) <d(u,v)+d(v,w)




Beweis der Dreiecksungleichung: Yu, v, w gilt

d(u,w) <d(u,v)+d(v,w)

Wir zeigen, dass die Dreiecksungleichung aus Folgerung aus Lemma 32
(Cauchy-Schwarz) in Vorlesung 16 folgt (ist eigentlich das selbe)

Wiederholung —

Folgerung aus Lemma 32: 2 °
Sei {, ) ein Skalarprodukt auf V. Dann gilt

fiir alle a,b € V: |a| + |b| > |a+ b. "

a+b

Z.z. ist:
d(u,w) < d(u,v)+ d(v,w) fir alle Vektoren u, v, w, d.h.,
lu—v]|+|v—w|>|u—w]|(weill u —v+v—w=u—w).
—— —— ——

a b a+b
Aber die Formel |a| + |b| > |a + b| (fiir alle a, b) ist die Folgerung aus
Cauchy-Schwarz O



T
Bsp. Die Parallelverschiebungen T, : \/

V =V, Tu(v) := v+ w sind Iso-
metrien fiir fiir die Standard-Metrik. /

A
In der Tat, d(Tw (1), Tw(v)) =d(u+w,v+w)=|v+w—(v+w)=
[0 v = d(u.v),
Bemerkung 1. Parallelverschiebungen T,, sind keine linearen
Abbildungen fiir w # 0. (Fiir w = 0 ist T5 = Id und ist deswegen eine
lineare Abbildung.) In der Tat,

Tw(0) 2+ 0=w # 0. Lineare Abbildungen bilden aber 0 auf 0 ab.

Bemerkung 2. T, o T, = T,4,.
In der Tat, T, o T,( )D:ef( +v)+u=w+(u+v) Bef
Bemerkung 3. Parallelverschiebungen sind Bijektionen.

In der Tat, die Abbildung T_, ist die inverse Abbildung fiir T, weil
Bem. 2

utv()-

T ,oT, ="T_,.,=Tz=1Id. Alsoist T_, das Linksinverse fiir T,.
Ahnlich zeigen wir, dass T_, das Rechtssinverse fiir T, ist:
T,oT_, "™ 27T, , = T-=Id. Dannist T_, die inverse Abbildung zu

T,, also ist T, bijektiv nach Lemma 13 (Vorl. 7)



Bsp. Die orthogonalen Endomorphismen (siehe Vorl. 16) sind Isometrien

fir die Standard-Metrik.

Um dies zu zeigen, benutzen wir die folgende in Vorl. 16 (vor Satz 36b)

bewiesene

Bemerkung — Wiederholung Orthogonale Abbildungen erhalten
die Langen, d.h. Yu € V gilt: |f(u)| = |u|.

Beweis der Bemerkung. Es gilt:

(%)

d(F(u), F(v)) = |F(1) = F()] "2 £ = ) € Ju = v] = d(u, v).



Lemma 35 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann hat die Menge
Iso(X,d):={¢: X — X | ¢ ist eine bijektive Isometrie} die folgenden
Eigenschaften:

(i) Vo, 9 € Iso(X, d) gilt: ¢ o) € Iso(X,d).

(i) Vo € Iso(X, d) gilt: p~* € Iso(X, d).

Bemerkung. Eine Isometrie ist stets eine injektive Abbildung.
Tatsachlich, ist f(x) = f(y), so ist d(f(x), f(y)) = 0, folglich

(Deﬁnit heit)

d(x,y) = 0 und folglich x
Es gibt aber Beispiele von mchtbuektlven Isometrien — in
unendlichdimensionalen Euklidischen Raumen. Wir werden heute zeigen
(Satz 38), dass in jedem endlichdimensionalen Euklidischen Raum jede
Isometrie eine bijektive Abbildung ist.

Bemerkung. Existenz von ¢! folgt aus Lemma 13 (weil nach
Voraussetzung ¢ bijektiv ist).

Lemma 13 — Wiederh. Sei f : A — B. Dann gilt:

Jg:B— A

f ist Bijektion <> s.d. gof = Ida und fog = Idg.




Beweis des Lemma 35(i).
2.z, € Iso(X, d) gilt: p o € Iso(X, d).
Seien ¢, € Iso(X, d). Dann ist d(qbow(?(),(/?o w()/))_?
d($(¥(x)). 6 (y)) = d(&(x), 6(y") " T TETTE (i, y) =
—
x! y!

d(’(/)(x)7 ¢(y)) Weil 1 eineésometrie ist
Beweis des Lemma 35(ii).

Z.z.: Yo € Iso(X,d) gilt: $1 € Iso(X, d).

d(x,y).

Seien ¢ € Iso(X,d). ZZ.: ¢71: X = X, ist eine
Isometrie. Wil et Teometrie int
(@7 (x). 671 (y)) = d(x,y) " T d(g(x'), 6(y')) =
——— ——
x’ y'
d(¢(6~(x)), 9(67(¥))) = d(x,y).



Hauptbeispiel

Folgerung Die Abbildungen der Form Ff ,(v) := T, o f(v) := f(v) + w,
wobei f eine orthogonale Abbildung und T, eine Parallelverschiebung ist,
sind bijektive Isometrien.

Tatsachlich, solche Abbildungen sind Verkettungen von zwei Bijektionen
(orthogonale Abbildung und Parallelverschiebung) und deswegen bijektiv
(Folg. aus Lemma 17; Vorl. 10). Sie sind Verkettungen von zwei
Isometrien und deswegen auch Isometrien nach Lemma 35(i).

Mk

Folgerung in Koordinaten Wir betrachten R” mit dem |30
Standard-Skalarprodukt ( , ). Dann sind die Abbildun- —*

AN
%—'eorjb:V—>V,Fo,b1:OX+bv (+) bﬂ@
3

wobei O eine orthogonale (n x n)— Matrix und b € R"
ist, (bijektive) Isometrien (bzgl. Standard-Metrik).

Bild von adgbe.com



Satz 38 Jede Isometrie eines endlichdimensionalen Euklidischen Raums
ist wie in Hauptbeispiel, d.h. die Verkettung einer orthogonalen
Abbildung und einer Verschiebung.

Dass heiBt, im Standard-Raum R"” mit Standard-Skalarprodukt
kann man jede Isometrie als

x1 X1 by
F(:) =0 (:)+(:) schreiben,
Xn Xn bn

wobei O eine orthogonale Matrix ist.
In Worten Jede Isometrie (der Standard-Metrik) ist

Bemerkung. Wir verlangen im Satz nicht, dass die Abbildung linear ist,
d.h. der Satz ist viel allgemeiner als z.B. Satz 36b, in welchem wir eine

dhnliche Aussage fiir LINEARE Abbildungen bewiesen haben. In der Tat
folgt Satz 36b sofort aus Satz 38.

Bemerkung. Aus dem Satz folgt auch, dass die Isometrien von (V, (,))
mit dim(V) < oo bijektiv sind. In der Tat kann man fiir jede Abbildung
der Form F(x) = Ox + b sofort eine inverse Abbildung konstruieren:
G(x) = O~'x — O~ 1b. In der Tat,

GoF(x)=0"YOx+b)— 0 b=0"10x+0"bh—- O b=x.
FoG(x)=0(0"'x—-071b)+ b= 00"1x - 00"bh+ b= x.



Drei Hilfslemmata vor dem Beweis.

Hilfslemma 1 Sei |u| = |v| = 1. Dann gilt: 1& &

(u,v) =0 <<= |u—v|=V2

Beweis = [u—v|=/(u—v,u—v)=/(u,u) —2{u,v)+ (v,v) =

VIF0+1I=v2
Beweis —:
lu—v]? = (u—-viu—v) = (uu)—2u,v)+(v,v)
2 = = 1—2(u,v)y +1 (%)

Aus () folgt (u, v) = 0 (wir ziehen in () 2 von beiden Seiten ab) I



, Elementargeometrische” Erklarung (kein Beweis!) von

HL 1 in D2

Wir betrachten das Dreieck mit Seiten by, b, und by — b,. Die
Voraussetzungen d(b;,0) = 1 und d(by,0) = 1 bedeuten, dass
|bi| = |bs| = 1. Die Voraussetzung d(bi, by) = /2 bedeutet, dass
|by — ba| = V2.

M\/b1- b2|= \/2_

b1-b2

b2
[b2|=1

b1
b1j=1

Aus dem Satz von Pythagoras folgt (weil v/12 + 12 = 1/2), dass Winkel
zwischen by und b, gleich 90° ist.



Wir werden das Hilfslemma 1 wie folgt im Beweis von Satz 38 benutzen:
Wir zeigen, dass (F(ey), ..., F(e,)) (wobei (ey, ..., e,) eine orthonormale
Basis ist) auch eine orthonormale Basis ist, falls F(G) =0. In der Tat,
1= <(317 61> = |61‘2 = |e1 — 6|2 = d(61,6)2 = d(F(el), F(6))2 =

|[F(e1) = F(O))? = |F(ed) .

Also ist die Lange des Vektors F(e;) gleich 1, wie wir wollen. Analog
zeigt man, dass die Linge jedes Vektors F(e;) gleich 1 ist. Wir zeigen
jetzt, dass (e, ;) = 0. Die Lange von e; — e, ist gleich

\/{e1 — e, e — &) = v/2. Dann ist der Abstand d(e;, &) = v/2. Dann
ist d(F(e1), F(e2)) = V2, folglich |F(e;) — F(e2)| = v/2. Nach
Hilfslemma 1 ist dann F(e;) zu F(ey) orthogonal. Analog zeigt man, dass
fir alle i # j F(e;) zu F(ej) orthogonal ist, also die Basis

(F(e1), ..., F(en)) orthonormal ist.



—

Hilfslemma 2 Sei F : V — V eine Isometrie mit F(0) = 0. Dann gilt
Vv e VVteR: F(tv)=tF(v). ~
Bemerkung. Fiir die Isometrie F : V — V mit F(0) = 0 gilt:

= =\ Weil F(0) =0 = =
[F(v)| = |F(v) =0l = d(F(v),0) = =" "d(v,0) = |v—0] = |v].
Beweis. Fiir v = 0 ist die Aussage trivial. Unten werden wir v # 0

voraussetzen. Nach der Bemerkung gilt:

|F(t-v)| = =t - |v],
IF((t=1)-v)[=[(t—1)-v[=[t—1]-|v].

Wir rechnen jetzt (d(F(t - v), F(v)))2 zweimal aus: o
F(t-v)— F(v), F(t-v) — F(v)) "

(d(F(t-v), F(v)))* =
F(t- V)P =2(F(t-v), F(v)) + = t|v[2 = 2(F(t-v), F(v)) +
£2|v|?2

(d(F(t-v), F(v)))2 ¥ TR ™ (d(t v, v)? = (£ = 1) - v]? =
(t—1)2-|v]2=t2-|v]> =2t v+ v

Dann ist (F(t-v),F(v)) =t-|v|-|v|. Wir sehen, dass

(F(t - v), FO) = [¢-v] - [v]] = [F( - V)] - [F(v)].

Nach Cauchy-Schwarz (Lemma 32) sind dann F(t - v) und F(v) linear
abhingig, also F(t-v) = AF(v) fiir ein A. Dann folgt aus
(F(t-v),F(v))=t-|v|-]|v| dass A =t, also F(t-v)=tF(v).



, Elementargeometrische” Erklarung (kein Beweis!) von

HL 2 in D2

Wir betrachten die Punkte 6, v und den Punkt t-v. SeizB. 0<t<1
(die Fille t < 0 und t > 1 kann man analog behandeln). Dann liegt tv
auf der Strecke mit den Endpunkten 0, v.

Dann gilt: d(0,v) = |v|, d(0, tv
o —> d(v,tv) =|v—tv|=|(1-t)v
t)|v| (weil t >0, 1—t>0).

t|v]|.

)
—a-

Jetzt betrachten wir eine Isometrie F mit 0 — 0 sowie die drei Punkte
0= F(0), F(v), F(tv).



Wir haben: d(0, F(tv)) = d(F(0), F(tv)) “"%" d(0, tv) =
d(0, F(v)) = d(F(0), F(v)) "= d(0, v) = |vl;
d(F(v), F(tv)) "= d(v, tv) = (1= t)|v;

(10

Wir betrachten die Kreise um 0 mit Radius t|v| und um v mit Radius
(1 — t)|v|. Da der Abstand von 0 zu v gleich |v| = (1 — t)|v| + t|v] ist,
haben die Kreise genau einen gemeinsamen Punkt, und dieser liegt auf
der Strecke durch 0 und F(v). Aber F(tv) liegt auf beiden Kreisen! Also
muss der Punkt auf der Strecke mit den Endpunkten 0, F(v)
liegen und der Abstand von F(tv) zu 0 ist t|v|. Dann ist F(tv) = tF(v).



Def: Bild einer Menge unter einer Abbildung.

Sei f : A — B eine Abbildung und A; C A eine Teilmenge von A.
Wir definieren Bilde(Ar) == {f(a1) | a1 € A1}

f:A--->B f\A:‘A i>B

Abbildung: Bsp: A; C A und Bilde(A1) :={f(a1) | a1 € A1} = {b, e}

Z.B. wenn A; = A, dann ist Bilds(A) = Bild.



Def. Sei (V,+, ) ein Vektorraum. Die Gerade mit Richtungsvektor
v # 0 ist die Menge G, = Span(v) = {t-v |t € R}.

Folgerung aus HL2. Sei (V,+,-, (, }) ein Euklidi- Gyt
scher Raum und F eine Isometrie, sodass F(0) = 0.
Dann gilt fiir jedes v # 0 € V:

Bi/d;:(gv) = {F(u) | uc g\,} = g/:(v). /o:F«»

In Worten: Das Bild einer Geraden ist eine Gerade (fiir Isometrien, die 0
erhalten). Der Richtungsvektor des Bildes ist das Bild des
Richtungsvektors.

Beweis. Nach HL 2 ist . Dann ist

BI/dF(gV) = { | t e R} = { |t e R} = g,:(v). ]



Hilfslemma 3 Sei (V,+,-,(, ) ein Euklidischer Raum und F eine
Isometrie, sodass F(0) = 0. Dann gilt fiir jedes a € V:

. . olg. .
F(Projg,(a)) = Projgids(g,)(F(a)) Fole ik 2 Projg,,,(F(a)).

F(@)

0 2 o @
*0-F(0)

Gerade

Beweis. Nach Folgerung aus HL 2 ist Bildr(G,) die Gerade Gr(,).
Deswegen ist die Projektion wohldefiniert.
Fiir jeden Untervektorraum G ist Projg(a) nach Lemma 31 Vorl. 15 der
Vektor &’ € G, sodass fiir jedes a” € G, 3’ #£ &, gilt: |a’ — a| > |2’ — a|.
Da F Abstande erhilt und nach obiger Folgerung G, in gF(V) tberfiihrt,
ist fiir jedes F(a") € Gr(,) mit F(a") # F(a")
d(F(a"), F(a)) = |F(a") — F(a)| > |[F(a') — F(a)| = d(F(a), F(a)). Nach
—_——— —_———

=d(a’,a) =d(a’,a)
Lemma 31 Vorl. 15 ist F(a’) = Projg,,(F(a)). O



Beweis des Satzes 38.

Satz 38 — Wiederholung Jede Isometrie eines endlichdimensio-

nalen Euklidischen Raums ist Verkettung einer orthogonalen Abbil-

dung und einer Parallelverschiebung

Beweis des Satzes 38. OBdA ist F(0) = 0. Sonst betrachte man

F=T oF. Da T_ eine Isometrie ist, ist F := T _ oF auch
F(0) - —F(0) F(0)

eine Isometrle Nach Definition ist

F(0) = T_g) 0 F(0) = T_gg(F(0)) = F(0) + (—F(0)) = 0. Wenn wir
beweisen, dass F=T_ _F(5) © F die Form T, o f hat, dann gilt

1 e R
F=TrooF=Tre ol ro°f =Tore of =
TF(6)T of =T F(O)OT of_ F(0+u°f

Also kénnen wir oBdA annehmen, dass F(0) = 0



Sei also F(0) = 0. Wir wihlen eine Orthonormalbasis A := (e, ..., e,) in

V und setzen b; = F(e;). Wir zeigen: B := (by, ..., b,) ist auch eine

Orthonormalbasis. Tatsdchlich,

b Weil F Isometrie ist lei] = 1, Hitemma 1 (bj, by) = 0

|b,-—bj|:d(b,-,bj):d(e,-,ej):|e,-—ej\=\/§ fur’#]

Dann ist (b1, ..., by) eine Orthonormalbasis.

Wir zeigen: Der Koordinatenvektor eines beliebigen v € V in der Basis A

ist gleich dem Koordinatenvektor von F(v) in der Basis B.

Sei v:=xe1 + ... + xpe, und F(v) = y1b1 + ... + yuby. Z.z: x; = y;.

Nach Wicht. Folg. aus Beweis von Lemma 36 ist (fiir jedes /)

Projg, (v) = xiei; Projg, F(v) = yib;.

Nach Folgerung aus Hilfslemma 2 ist G, = Bilde(Ge,) . Nach Hilfslemma

3 ist Projg, F(v) = F | Projg. (v) | . Also . Nach HL 2 ist
—_———— ———
=yibi =Xiei
dann x; = y;, weil F(x;e) HL 2 . Dann ist
x1
F(xaer+ ...+ xpen) = xab1 + ... + xab, = x1 01 + ... + X, =0 () ,

wobei O diejenige Matrix ist, fiir die Oe; = b;. Da
|Ox| = d(F(x),0) = d(x,0) = |x]| ist, ist O nach Satz 36b

arthacanal [



Erklarung des Beweises in Dim 2:

Wie am Anfang des Beweises erklart, konnen wir oBdA annehmen, dass
F(0) = 0 ist. Wir betrachten eine orthonormale Basis (e, €;)

_F> und zeigen zuerst, dass b; =
b2=F(e2) F(el) und b2 = F(eg) auch ei-

ne orthonormale Basis ist. Da die

- b2 Abbildung £ Isometrie ist, und

F(0) = 0 ist, wissen wir, dass
|bi| = |b2| =1 und [by — bo| =

b1=F(e1) 2.
Dann ist by zu b, orthogonal nach HL 1. Da |b;| = |bz| = 1, sind die
Vektoren linear unabhéngig und die Basis (b, by) ist orthonormal.
Nach Folg. aus HL 2 iiberfiihrt die Abbildung F die Geraden G, und G,
jeweils in die Geraden Gp,, und Gp,.



Uberlegen wir uns jetzt, welche Koordinaten der Punkt F(xie; + xp€2) in
der Basis (b1, by) hat.

Der kleinste Abstand des Punk-
tes xje; + xoe zu einem Punkt

= der Geraden G, ist |x2| (und der

b2=F(e2)

Ix1/ (x1, x2)

Punkt der Geraden, s.d. der Ab-
) stand von xj €1 +Xx2e; minimal ist,
: ist das Lot von xje; + xpes, al-
so xie1). Analog gilt: Der kleinste
Abstand des Punktes x;e1 + x2e0
zu einem Punkt der Geraden G,
ist ‘Xl‘.
Da die Abbildung Abstdnde erhdlt und da sie G, und G, jeweils in die
Geraden G, und G, Uberfiihrt, ist der kleinste Abstand von
F(xi1e1 + x2€2) zu einem Punkt der Geraden G, auch |x,| und zu einem
Punkt der Geraden Gy, auch |xq|.
Aber der kleinste Abstand von F(xje; + x2€2) zu einem Punkt der
Geraden G, ist der Betrag der zweiten Koordinate von F(xje; + xp6)!

A

x2| )




Wir haben also gesehen, dass F einen Punkt mit den Koordinaten
(2) auf einen Punkt abbildet, dessen Koordinaten in der Basis
(b1, by) gleich gﬁg) sind.

Im Beweis des Satzes waren wir ein Bisschen sorgfaltiger und
haben gezeigt, dass die Koordinaten von F((Q)) gleich (2) sind.
Dann ist die Abbildung durch die Formeln

F(:2) = (31) gegeben, wobei (1) die Koordinaten bzgl. der Basis
(e1, &) und (2) die Koordinaten bzgl. (b1, by) sind. Dann ist sie
offensichtlich linear.



Diagonalisiereung symmetrischer Matrizen tiber R

Wiederholung: A heifit symmetrisch, falls A* = A.

Satz 39 /st A symmetrisch, so gibt es eine orthogonale Matrix O, sodass
O~1AO diagonal ist. (Symmetrische Matrizen iiber R sind
diagonalisierbar mit Hilfe von ortogonalen Transformationen.)

Bemerkung Da Of = 071, ist auch O'AO diagonal. Also sind Matrizen
von symmetrischen Bilinearformen auf reellen Vektorrdaumen
diagonalisierbar mit Hilfe eines Basiswechsels.

Wahrend des Beweises werde ich eine Aussage bendtigen, die erst
in LA Il bewiesen wird (Hilfsaussage 2)



Hilfsaussage 1 Sei O eine orthogonale Matrix und A eine symmetrische
Matrix. Dann gilt: O~ AQ ist symmetrisch.

. -1 _
Beweis: { OAt ;AO[ — (071A0)t = (0tA0)t = 0tAL(0Y)t = 0~1 40, O



Hilfsaussage 2 Jede symmetrische (n x n)—Matrix A hat mind. einen
(reellen) Eigenwert.

Wir werden diese Aussage ohne Beweis annehmen. Der Beweis fiir
beliebige Matrizen kommt in LAAG Il. In den Dimensionen 2,3 konnen
wir den Beweis sogar jetzt durchfiihren.

Zuerst nehmen wir an, dass die Dimension gleich 2 ist. Sei also
A= ("’ i’) Dann ist N4 = det (a;t L ) =t?>—(a+c)t+ (ac — b).

b t
Das ist ein quadratisches Polynom mit der Diskriminante

D = (a+c)? —4(ac — b?) = a® + 2ac + 2 +4b% =

a?—2ac+ 2 +4b? =(a—c)*+4b2 >0
—_——
>0 20

Dann hat das Polynom mind. eine Nullstelle und die Matrix somit mind.
einen Eigenwert.

Jetzt sei die Dimension gleich 3. Dann hat
das Polynom den Grad 3. Jedes Polynom
~vom Grad 3 hat eine Nulsstelle (siehe Bild)

Daher hat jede (nicht nur symmetrische oder
orthogonale ) 3 x 3 Matrix einen Eigenwert.




Beweis von Satz 39: Nach HA 2 gibt es ein v € R", v # 6, mit

Av = \v. OBdA ist |v| = 1, sonst v "= 17~ Wir betrachten eine
orthogonale Matrix O, sodass Oe; = v.

(Existenz — Satz 35: Man kann eine orthonormierte Basis o, ..., 0,
finden sodass 0; = v. Die Matrix O sodass Oe; = o; (also s.d. die i—te
Spalte o ist) fiir jedes i, ist orthogonal.)

Dann ist O~ 1A =0 1Av =)\ 0 v = )\ e, also

HA . . .
O0~1AO = ()‘1 An:) Al (Al An,l)' wobei A,_1 eine symmetrische
Matrix ist.

Wir wiederholen die Prozedur: Es gibt ein reellen Eigenvektor v von
An—1 und deswegen eine orthogonale (n — 1) x (n — 1)-Matrix O,_1,
sodass On__llA,,_l O,_1 = (AZ a 72) , wobei A,_» symmetrisch ist. Dann

gilt <1 °§f1> (Al An71) (1 O,,,1> = (Al X An—2>, also
(1 0;711> 0740 (1 O,,,1> =
(1 On__11> (Al An—l) (1 O"—1) _ (Al A2 An,z) , U.S.wW. (Da On,1

orthogonal ist, sind (1 o 1) , (1 O,1> auch orthogonal, und deswegen
n— n—1

auch (1 on,l)o' ((1 o,H) O) —1. Nach n — 1 Schritten bekommen wir
die Aussage. U



Wiederholung — Satz 39 /st A symmetrisch, so gibt es eine
orthogonale Matrix O, sodass O~*AQ diagonal ist.
Folgerung Ist A symmetrisch, so gibt es eine Matrix B € Mat(n, n) mit
det(B) # 0, sodass B'AB die Form

1

0
hat, wobei auf der Diagonale r mal ,,+1" und s mal ,-1" steht.



Beweis der Folgerung Nach Satz 39 gibt es eine orthogonale Matrix O
A1

sodass 0~1A0 W = =9 orp0 = ) ist. OBdA kénnen
An

wir annehmen, dass Ay, ..., A, positiv und A, ..., A\, s negativ sind, und
dass A\rysq1 = ... = Ay = 0: Wir zeigen, dass wir A\; und ); vertauschen,
wenn wir O durch ein geeignetes (orthogonales) O’ ersetzen.

Tatsachlich, die Matrix O’ := OEj; ist auch eine Orthogonalmatrix, weil
ei i 2
(OE;)tOE; = E;010E; " ‘& =" 1q.
Id

el /y—1 — /\t
Dann ist (O')"1A0’ Weil (097 =(9) (O')tAQ’ = (Ej;)!OtAOE; =
A Y

E; E e

j X

. (0 1 A1 0 1\ (X
Beispiel fiir ,, : (1 O) ( )\2) (1 O) = ( )\1>



A1

>\r+1
Also ist O'AO = = A,

Ar+s

wobei A1, ..., A, positiv und A, i1, ..., A\,1s negativ sind.
Wir ,,normieren” alle \;: fiir die Matrix
1

VAL

Mat(n, n) mit det # 0
gilt N°O' A ON = N!AN = (x)
—— =~

Tt T
Bemerkung T = ON ist nichtausgeartet, da O und N nichtausgeartet sind.



Zusammenfassung

Ziel war (Volesung 15): Symmetrische Bilinearformen untersuchen.
Methode: Suchen einer Basis sodass die Matrix ,,einfach ist.
Methode umformuliert: In welche , einfachste” Form kann man eine
symmetrische Matrix A mit Hilfe der Transformation A — T'AT, wobei
T nichtausgeartet ist, bringen?

Satz 39 / Folgerung geben die Antwort: Man kann die Matrix A in
dile Form

0
bringen, wobei auf der Diagonale r mal ,+1" und s mal ,,-1" steht.

Frage: Kann man das noch besser machen?
Antwort — Nein — Tragheitssatz von Silvester



ragheitssatz von Silvester

Satz 40 Sei V ein Vektorraum iiber R mit einer symmetrischen
Bilinearform o und sei (b, ..., b,) eine Basis von V/, sodass in dieser Basis
1

die Matrix von o wie folgt ist: , wobei

0
auf der Diagonale r mal ,,+1" und s mal ,-1" steht. Dann sind die Zahlen

r und s eindeutig durch die Bilinearform o festgelegt. Insbesondere gilt:
r = max{dim(W) s.d. W C V Untervektorraum mit o(w,w) > 0 fiir alle w € W, w # 0 ist}, (*)
s = max{dim(W) s.d. W C V Untervektorraum mit o(w,w) < 0 fir alle w € W, w # 0 ist}. (**)



Beweis. Wir betrachten V. = span({b, ..., b, }). Fiir jedes v € V,,
X1
v # 0, mit den Koordinaten x z( :) ist

o(v,v) = xtldx = x} + ... + x? > 0. Also,

max{dim(W) s.d. W C V Untervektorraum mit o(w, w) > 0 fiir alle w € W, w # 0 ist} > r.
Angenommen es gibt ein W, s.d. dim(W) = r’ > r und s.d. fiir alle
veW, v#0, o(v,v) > 0ist (Widerspruchbeweis). Wir betrachten die
Basis (b'1, ..., b') in W und die Vereinigung {b'1, ..., b'rr, bri1, ..., bn}.
Diese Menge hat mehr als n = dim(V') Elemente und ist deswegen linear

abhingig. Dann gibt es (A}, ..., Aoy Apg1, ooy A ) # (0,...,0) sodass
ANiby + ..+ ALbL + Ap1bra —1— R W a— § Dann |st
~Nib'y — . = Npb = Apibrg1 + oo+ Anby .

weW v

Ist w # G, so ist o(w, w) > 0. Fiir v gilt:
-1

- Arg1
U(V7 V) :()‘r+1 e An) -t 0 = )‘%4»1 " )‘2+s S 0.
An
0
Also o(w,w) > o(v,v). Da w = v, bekommen wir einen Widerspruch. Also ist die

Zahl r eindeutig durch () bestimmt. Analog ist s eindeutig durch (**) bestimmt.
]



Erklarung von Satz 40 anhand eines Beispiels

Im R? mit dem Standard-Skalarprodukt betrachten wir die Bilinearform
oa fiir A= (‘1’ (1)) . Da die Matrix A symmetrisch ist, ist o4 nach Lemma
29 auch symmetrisch.

Dann gibt es nach Satz 40 eine Basis, sodass in dieser Basis die
Bilinearform o4 eine der folgenden Formen hat:

G 9 G oG %) G 268 (& 9

Probieren wir alle M&glichkeiten aus.

0
die Form mit der Matrix 0 die Eigenschaft o(x, x) = 0 fiir alle x € R?
hat. Die Bilinearform o4 hat diese Eigenschaft nicht, weil

() () =ant 9 () =270

Koénnte o4 z. B. die Matrix 0 = (8 0) in einer Basis haben? Nein, weil



Kann die Bilinearform die Matrix ((1) fl’) in einer anderen Basis haben?
Nein, denn sonst ware die Bilinearform positiv definit. Aber die

Bilinearform o4 ist nicht positiv definit:

74 (). () ) = 02 () =00

(Die Dimension des Raumes V/, ist # 2, sie ist also < 1).

Analog zeigt man, dass die Bilinearform die Matrix (‘01 f1> in keiner
Basis haben kann.

Die Dimension von V. bzw. V_ ist aber > 1. In der Tat gibt es Vektoren
x, sodass oa(x,x) > 0 und ga(x,x) < 0:

oa(()-()) = v 3) () =2>0 (also dim(V4) > 1) und
oA ((Jl) (&) ) =a (% §) (%) =—-2<0(also dim(V;) <1).

Also ist in irgendeiner Basis die Gramsche Matrix von o4 gleich

)

Bemerkung. Wir haben gesehen, dass in der Matrix einmal +1 stehen
muB (weil sonst oa(x, x) < 0 wére, was nicht der Fall ist) und einmal —1
(weil sonst oa(x,x) > 0 ware, was nicht der Fall ist). Also bleibt keine
weitere Moglichkeit fiir die , beste” Form der Gramschen Matrix.



Rechnen Sie bitte selbst:

Bestimmen Sie die ,, beste” Form der Matrix von o4 mit A = G })
Antwort: ((1) g) .

Mégliche Lésung: Wir haben o4 ((2) . (;) ) = & »(1 1) (;) =
oty o (5) =X+ 2 +y? = (x +y)* > 0.

Also oa(x, x) > 0. Folglich kann die , beste” Form keine —1

enthalten.
Die , beste" Form von g4 muss mind. einmal 0 enthalten, weil es

Vektoren v # 0 gibt, sodass oa(v,v) =0, z.B. v = (jl) )
Also gibt es nur die Moglichkeit (é g) fiir die , beste" form der
Gramschen Matrix.



Signatur der symmetrischen Bilinearform

Nach Satz 39 klann man die Matrix einer Bilinearform mittels Basiswahl

auf die Form bringen, wobei auf der

0
Diagonale r mal ,+1" und s mal ,,-1" steht.

Nach Satz 40 sind die Zahlen r, s eindeutig bestimmt. Das Tripel
(r,s,n—r —s) heiBt die Signatur der Bilinearform o.

Seien A € Mat(n, n) eine symmetrische Matrix und Ay, ..., \, paarweise
verschiedene Eigenwerte. OBdA seien Aq, ..., A\,s positiv und
)\r’+1; ey )\r/+s’ negativ.



Abschied

» Voraussichtlich habe ich im SS 23 ein Forschungsfreisemester;
voraussichtlich Herr Dr habil Florin Belgun wird mich vertreten. Ich
gebe ihm meine Vorlesungsfolien (und die entsprechenden
Hausaufgaben). Fiir die Ubungen wird wieder Herr Quaschner
zustandig.

» Ich bin fiir die Vorlesung Geometrie fiir Lehramt, Pflicht in i.d.R. 7.
Semester, zustindig; also sehen wir uns in ein paar Jahren.

» Geometrie-Gruppe bietet die folgenden fiir die Lehramtstudierenden
interessanten Pflicht- und Wabhlpflicht-Lehrveranstaltungen an:

» Elementare Differentialgeometrie

» Metrische Geometrie

> Konvexe Geometrie (Prof. Dr. Wannerer)

» Mathematische Methoden der klassischen Mechanik.
» Seminar (Seminar 1, Seminar 2) Geometrie.

» Wir freuen uns immer, wenn Studierende bei mir eine
Abschlussarbeit schreiben

Viel Erfolg!



