Wiederholung: Def. von Vektorraum

Hauptdefinition der Vorlesung: Eine Menge V

mit einer Abbildung +: V xV =V

(genannt: Addition, statt +(vi, v») werden wir v; + v, schreiben)

und einer Abbildung - :R x V — V

(genannt: Multiplikation, statt -(\, v) werden wir Av oder A - v schreiben)
heiBt ein Vektorraum, falls die folgende Eigenschaften erfiillt sind.

| Firalle u,v,we Vgilt (u+v)+w=u+(v+w)
Il Firalleu,ve Vgltu+v=v+u
IIl Es existiert ein 0 € V, so dass fiir alle v € V gilt O+v=v
IV Fiir jedes v € V es existiert ein —v € V, so dass gilt —v +v =0
V Fiiralle \,u € Rund v € V gilt (Ap)v = A\(uv)
VI Fiir alle \,p € Rund v € V gilt (A + pu)v =Av+ puv
VIl Firalle A€ Rund u,v e Vgilt AM(u+v)=Au+ v
VIl Firallevgiltl-v=v



Einfachste Folgerungen aus der Definition

Sei V ein Vektorraum.

Kann V leer sein? Nein! Weil das der Eigenschaft |l widerspricht:
Il Es existiert ein 0 € V, so dass fiiralle v e Vgt 04+v=v

Kann V aus einem Element bestehen? Jal!



Beispiele von Vektorraumen: Vektorraum

Ein Vektorraum besteht aus einer Menge und zwei Operationen
(Abbildungen +: V x V= Vund - 1R x V — V).

Um einen Vektorraum anzugeben, muss man

e eine Menge und die Operationen + und - auf der Menge beschreiben
(Wohldefinitheit nicht vergessen)

e und dann beweisen, dass die Eigenschaften I—VIII erfiillt sind.



Trivialer Vektorraum (besteht aus einem Punkt).

Ein trivialer Vektorraum bestehet aus einem Element 0 (also V = {0}).

Die Operationen sind wie folgt:

Die Operation + : 0 + 0 = 0. (Wohldefiniert!)

Die Operation -: Fiir jedes A € R A0 = 0. (Wohldefiniert!)

Wir haben die Menge und die Operationen beschrieben.

Um zu beweisen, dass V' ein Vektorraum ist, miissen wir zeigen, dass alle

8 Eigenschaften |— VIII erfiillt sind.

Eigenschaft I: Z.z.: (u+v)+w = u+ (v+ w). Es gibt aber nur eine

Mboglichkeit fir u, v, w, ndhmlich u =0, v =0, w = 0. Also wir miissen

zeigen, dass (0 + 0)+0 = 0 = 0 + (0 + 0), was offensichtlich richtig ist.
H:—/

0
1.0+ 0 =0+ 0 erfiillt usw.
Eine freiwillige Ubung: Kann V aus 2 Elementen bestehen?



Lemma 1. Es gibt genau einen Vektor 0 mit der Eigenschaft Ill.

Beweis: Angenommen v hat die Eigenschaft Ill. Dann gilt

(a) 0+ v = 0, weil fiir alle Vektoren u gilt 0 + v = u, und

(b) 0+ v = v, weil fiir alle Vektoren u gilt u+v = v+ u = u.
Also v = 0.

Lemma 2. Istu+v =, soistu=20

Beweis: Betrachten wir die Gleichung u+v =v

und addieren den Vektor —v, der nach |V existiert, zu beiden Seiten.
Wir bekommen —v + (v +v) = —v +v.

Unter Benutzung von | und Il bekommen wir (—v + v) 4+ u = 0.
Dannist 0 + u = 6 also u = 0.



Einfachste Eigenschaften von Vektorraumen

In den Lemmas 3,4, 5 und spater sei (V,+,+) ein Vektorraum mit
neutralem Element 0.

Lemma 3 Vv € V gilt: Ov = 0.

In R ist das Lemma trivial: 0 (¥) = (3:) = () =0.

Beweis. Da 0 = 0+ 0, ist Ov = (0 + 0)v. Nach VI gilt

(0 +0)v =0v + Ov. Also gilt Ov = Ov + Ov. Addieren von —0v ergibt

0 =0v. O

Lemma 4 Y\ € R gilt: \0 = 0. (In R? ist das Lemma trivial)

Beweis. A0 2 A0+ 0) ' \0 + 0. Addieren von —A0 ergibt 0 = A\0. [

Umkehrung der LeanaS 3,4.
Lemma 5 Ist \v — 0, soist A\ =0 oder v = 0.

Beweis. Angenommen A # 0. Z.z.: v = 0. Wir betrachten den Skalar %

Vil
=V

Dann gilt: 0 "2 * 1Of (/\v)¥1~v = O



Lemma 6. Fiir jedes v gilt: —1-v = —v. (wobei —v das inverse
Element zu v in (V,+,) ist)
In R? ist das Lemma trivial: —1 - (2) = (*1'“) = (*Xl) = - (Xl).

—1-x —Xx2
VIl

Beweis.—1- v + —1ov41l-vZ(=1+1).v=0-

Lemma 7 Fiir jedes v € V sd. v # 0 gilt:

ist A\v = pv, so ist A = p.

Beweis. Wir addieren (—p) - v zu der beiden Seiten der Gleichung

Av = pv. Links bekommen wir A - v 4+ (—p) - v = (A — p)v. Rechts
bekommen wir (—p + p)v =0 - v "2 3 6. Also, (A — p)v = 0. Nach
Lemma 5ist A — =0, also A = p, R



Geometrische Vektoren bilden einen Vektorraum

Sei O ein Punkt in der Ebene. (Geo- -
metrische) Vektoren (mit Anfangs- —
punkt O) sind gerichtete Strecken O "

mit Anfangspunkt O.
Begegnet sind lhnen Vektoren in der Geometrie und in der Physik, wo
z.B. Kraft, elektrische Feldstarke, Geschwindigkeit und Beschleunigung
durch Vektoren beschrieben werden.

Addition von Vekto-
ren:Parallelogrammregel.

Multiplikation - von
Skalaren € R und
Vektoren: Streckun-
gen/Stauchungen.

Axiome | — VIII : geometrische Uberlegungen (die nicht offensichtlich sind
und deswegen erst viel spiter gemacht werden).



Def. Sei (V,+,-) ein Vektorraum. Eine nichtleere Teilmenge U C V
heiBt ein  Untervektorraum, falls Vu,v € U und VA € R die Elemente

v + u und Av auch in U liegen.

Umgangsprachlich: Falls Vu,v e Uund VA€ R v+ue Uund Ave U
sind, heiBt die Teilmenge U abgeschlossen beziiglich ,,+" und ,,-".
Triviale Beispiele: {0} und V sind Untervektorraume.

Bsp. Die Teilmenge U = {(g) €R?|xc R} ist ein Untervektorraum
(des R?).
Tatsachlich, fiir beliebige Elementen u = ()5) und v = (’B) (aus der

Teilmenge) und fiir beliebiges A € R gilt:

u+v= ()8’) + <)8’> = (X” —(i)—x‘,> liegt auch in der Teilmenge,

Au=\- )6” = ()‘ bx” liegt auch in der Teilmenge.



