Definition der Basis

Def. Essei (V,+,-) ein nichttrivialer Vektorraum. Die Menge A C V
heiBt eine Basis-Menge, falls sie

(a) linear unabhingig ist und

(b) span(A) = V.



Satz 7. A sei eine nichtleere Teilmenge des nichttrivialen Vektorraums
(V,+,"). Dann sind die folgende Aussagen dquivalent.

(a) A ist eine Basis.

(b) Jedes v € V lass sich in eindeutiger Weise als eine

Linearkombination von paarweise verschiedenen Elementen aus A
darstellen.

(c) A ist linear unabhangig und fiir jedes v € V, v &€ A ist die
Vereinigungsmenge AU {v} linear abhangig.

Schema des Beweises: (a) = (b) = (c) = (a)



Sei A eine Basis. Z.z.:

(1) Jedes v € V ist eine Linearkombination der Elemente aus A,

(2) die Darstellung von v als Linearkombination (von paarweise
verschiedenen Elementen) ist eindeutig.

Die Aussage (1) folgt direkt aus der Definition einer Basis:

span(A) 2y und deswegen ist jedes v € V eine
Linearkombination der Vektoren aus A.



(a) = (b)

Wir beweisen Aussage (2): Die Darstellung von v als Linearkombination
von paarweise verschiedenen Elementen aus A ist eindeutig.
Angennommen

Z,’ll AV = Zfil wiu;, wobei v; paarweise verschieden sind und v;
paarweise verschieden sind. OBdA (wird auf der nichsten Folie
besprochen) kdnnen wir annehmen, dass ki = ka(= k) und v; = u;, weil
wir die fehlende Vektoren mit 0—Koeffizient addieren kénnen. Also

k k
Doim1 AiVi = D ig Hivi, (*)
wobei v; € A paarweise verschieden sind.
Z.z.: Fiir jedes i € {1, ..., k} gilt \; = p;.

Wir addieren (—1) Zf;l 1iv;i zu beiden Seiten der Gleichung (x):

Zf:l Aivi +(—1) Zf'(:l pivi = 0.

Nach dem Distributivsgesetz (Eigenschaft VII) ist dann

Sy (N — pi)vi = 0.

Da A eine Basis und deswegen eine linear unabhangige Menge ist, ist die

Linearkombination Zle()\,- — pi)v; trivial, also \; — p; = 0, also A; = ;.
Also (a) = (b).



Warum /wann kdnnen wir OBdA etwas annehmen?

“OBdA konnen wir annehmen, dass k1 = k» und v; = u;" bedeutet: wenn wir
die Aussage bewiesen haben unter der Annahme k1 = k» und v; = uj, dann
wird auch die urspriingliche Aussage, ohne der Annahme ki = k; und v; = u;j,
bewiesen. Wir zeigen es.

- . m ~k Y ~ ~k ~ o~ . .
Nehmen wir an, dass die Aussage “Aus > ° A\ = > " ji;0; (fiir paarweise

verschiedenen 7  A) folgt, dass alle \; = /i, bereits bewiesen ist.

Wir betrachten die Mengen {vi, ..., vi, } N {u1, ..., ux, } und

{Vi, ey Vig F U {un, ..., U, }; die Menge {vi, ..., vi, } N {u, ..., uk, } habe m
Elementen (offensichtlich, k1 > m und k» > m). Die Menge

{vi, ..o, i } U{u1, ..., uk, } hat dann ky + ko — m Elementen.

Wir nummerieren die Elementen v; um sodass die Elemente v, ..., v, in

{Viy oy Vig } N {un, ..., Uk, } liegen. Wie nummerieren die Elementen u; um
sodass die Elemente vy, ..., un mit Elementen v, ..., v, libereinstimmen; es ist
moglich weil die Elemente vi, ..., Vi in {vi, ..., vi, } N {u1, ..., Uk, } und deswegen
auch in {u1, ..., uk, } liegen. Ferner, betrachten wir die folgende Gleichung:

AVt oo+ AmVim + AmtiVims1 + ..o+ )‘kl Vi, + O-ume1+...+0- Uk,

0

= Hivi + ...+ HmVm + 0- Vm+1 + ...+ 0- Vi +,Um+1um+1 + ...+ ,ukgukg-

0



Wir betrachten die folgende Gleichung:

Avi+ o AV + A1Vl + -+ )\klvkl +

=pivi+ oo+ mVm + 0 Vi1 +O-vk1 F Bmi1Umit + oo F B Uk -
N— e ———
[

Die Gleichung erfiillt die Bedingungen der : .
oben; mit k = ki + ko —m, A\t = A1, .., Ay = Aig,

)\k1+1 - O> LX) )\k1+k27m =0,

\71 = Vi,..., \7k1 = Vikq, \7k+1 = Um+1y ey \7k1+k2—m = Uk, . Insbes., sind alle
Vektoren V; verschiedene Elemente aus A.

Dann gilt: . Daraus folgt, dass A1 = 1, ..., Am = tim,

Amil = Amy2 = .. = Mg =0, flmy1 = fmi2 = ... = i, = 0. Also, in der

Darstellungen Zf‘il AV = ZZI piuj sind von 0 verschiedenen Summanden
gleich (bis zum Umstellung).



(b) = (c)

Angenommen jedes v € V lasst sich in eindeutiger Weise als eine
Linearkombination von paarweise verschiedenen Elementen aus A
darstellen. Z.z.:

(1) Aist linear unabhingig und
(2) fiir jedes v & A ist die Vereinigungsmenge AU {v} linear abhéngig.

Beweis fiir (1): Ist die Darstellung jedes Elements eindeutig, so ist die
Darstellung von 0 auch eindeutig, also kann man 0 nur als die triviale
Linearkombination (von paarweise verschiedenen Elementen) darstellen,
d.h. A ist linear unabhangig.



(b) = (c)

Widerspruchsbeweis fiir (2): Angenommen, es gibt v € V, v € A,
s.d. AU {v} linear unabhangig ist.
Nach Voraussetzungen ist span(A) = V, also

k
v = Z)\,’V,' = Avi+ dovo + oo+ Apvg,
i=1

wobei v; € A (paarweise verschieden) und \; € R. Dann ist
6:(—1)V+)\1V1+)\2V2+...—|—)\kvk ()
und deswegen kann man 0 als zwei verschiedene
Linearkombinationen der Elemente v, vy, ..., v, darstellen:

wie in ()

und als die triviale Linearkombination

6: Ov+0vy +0wv + ... + ka.

Der Widerspruch zeigt, dass (b) (c) impliziert.



(c) = (a)

(C) _ A ist linear unabhéngig
“ )| fir v¢ Aist AU{v} nicht linear unabhéngig

(a) . A ist linear unabhéngig
" | jedes v € V ist eine Linearkombination der (p.v.) Elemente aus A

Angenommen (c). Wir miissen zeigen, dass v € V eine
Linearkombination der Elemente aus A ist.

Fall 1. v &€ A. Dann ist v schon eine Linearkombination von Elementen
aus A, weil v = 1v.



Fall 2. v € A. Dann ist AU {v} linear abhingig,

d.h. es gibt eine nichttriviale Linearkombination von Elementen aus

AU {v}, die Null ist:

k
6: Z)\,’V,‘ = AMvi 4+ Aovo + oo+ A vk
i=1

In dieser Linearkombination kommt v mit von Null verschiedenem

Koeffizient vor. (Sonst ist (x * %) eine Linearkombination von Elementen

nur aus A und muB trivial sein.) Also, fiir irgendein j ist v; = v und

Aj # 0. Wir multiplizieren (x %) mit f%
J

0= — My 22y, 1y — M
0= VLT NV e vy — ... o Vk

und addieren v zu beiden Seiten. Wir bekommen

i=1
i #J

Also ist v eine Linearkombination der (paar. versch.) Elemente aus

A.

|



Noch einmal zum Schema des Beweises: Wir mussten zeigen, dass

die Aussagen (a), (b), (c) dquivalent sind.

Wir haben gezeigt, dass
» falls (a) erfiillt ist, (b) auch erfiillt ist. (Schritt (a) = (b))
» falls (b) erfiillt ist, (c) auch erfiillt ist. (Schritt (b) = (c))
» falls (c) erfiillt ist, (a) auch erfiillt ist. (Schritt (c) = (a))

Also falls eine der Aussagen (a), (b), (c) erfiillt ist, dann sind die
zwei anderen Aussagen auch erfiillt.

Und falls eine der Aussagen (a), (b), (c) nicht erfiillt ist, dann sind
die zwei anderen Aussagen auch nicht erfiillt.



Def. Ein Vektorraum (V,+,-) heiBt endlich erzeugt, falls es eine
endliche Teilmenge A C V gibt so dass span(A) = V.

Bsp. R3 ist endlich erzeugt: Wie wir letztes Mal gezeigt haben, ist
jeder Vektor

y | eRr?
z

eine Linearkombination der Vektoren

1 0 0
o, 1],[o0]er?
0 0 1

Bsp. Der Vektorraum der Funktionen auf R (Aufgabe 3 Blatt 2)
ist nicht endlich erzeugt.



Satz 8 Sei (V,+,) ein endlich erzeugter Vektorraum, d.h. span(A) = V
fiir eine endliche Menge A. Dann gibt es eine endliche Basis A’ C A von
V.

Bemerkung Die Basis A’ ist automatisch endlich.

Frage. Ist die Basis eindeutig? Nein! Wir haben in Vorl. 5 bewiesen,
dass die Menge A" := {(;) ,(3) } eine Basis-Menge in R? ist. Die

4

Standard-Basis A" := {(é) , (‘D } ist ebenfalls eine Basis-Menge.
Also die Menge

A=A A ={().(2)-() () }

hat (mind.) zwei Teilmengen, die Basen sind.



Beweis des Satzes: Angenommenen span(A) = V, wobei A C V endlich
ist. Falls V ein trivialer Vektroraum ist, stimmt die Aussage
offensichtlich: in diesem Fall die Basis ist &, und ist eine Teilmenge von
A. Ferner werden wir annehmen, das unser Vektorraum nichttrivial ist.

Induktion nach der Anzahl der Elemente in der Menge A. Schema:

1. InduktionsAnfang

Wir zeigen, dass fiir eine Teilmenge aus m = 1 Elementen die
Aussage erfiillt ist.

2. InduktionsVoraussetzung
Wir nehmen an, dass die Aussage fiir jede Teilmenge aus m — 1
Elementen erfiillt ist.

3. InduktionsSchritt

Wir beweisen, dass falls die |.V. erfiillt ist, die Aussage auch fiir jede
Teilmenge aus m Elementen erfiillt ist.



Angenommen V = span(A), wobei A = {v}. Ist v =0, dann ist
V = {0}, also V ist ein trivialer Vektorraum ist. Diesen Fall haben
wir am Anfang des Beweises behandelt.

Ist v # 0, so ist, wie wir in Vorlesung 5 bewiesen haben (im Bsp.
nach der Definition der linearen Unabhéngigkeit), v linear
unabhingig und deswegen eine Basis (man bemerke dass die

Menge A = {v} ist erzeugend nach Definition). In diesem Fall ist
A=A



|.V. und LS.

I.V.: Wir nehmen an, dass wenn es in (V,+,-) eine Teilmenge A gibt,

» die aus m — 1 Elementen besteht und
> span(A) = V erfiillt,

es dann auch eine Basis A’ C A gibt.
I.S.: Wir miissen zeigen, dass falls es in (V,+,-) eine Teilmenge A gibt

» die aus m > 2 Elementen besteht und
> span(A) = V erfiillt,

es dann auch eine Basis A’ C A gibt.

Fall 1.A ist linear unabhingig. Dann ist A eine Basis.



1.S., Fall 2

Fall 2. A ist linear abhangig. Dann gibt es eine nichttriviale
Linearkombination der Elemente aus A, die gleich 0 ist:

/\1v1 + A2V2 + ...+ )\me = 6,

wobei v; € A und nicht alle \; gleich 0.
Sei \; # 0. Dann multiplizieren wir wie im Beweis des Satzes 7 beide
Seiten mit —/\% und addieren v;: Nach Umbenennung v; — v

m >\i' .
V—_.g: /Tj’. ()
i#J

Betrachten wir dei Menge A’ C A, die aus allen Elementen von A besteht
mit Ausnahme von v. (Also A’ ist A ohne v).

Fiir A" alle Induktionsvoraussetzungen erfiillt sind: A’ enthilt genau

m — 1 Elemente.



Z.z.: span(A’) =V,

d.h. jedes u € V ist eine Linearkombination der Elemente aus A’.
Nach Voraussetzung ist span(A) = V, also gibt es fiir jedes u € V
Elemente w4, ..., ux € A so, dass

k
u= Z Wil . (%)
i=1
Liegt v nicht in der Menge {uq, ..., ux}, so ist jedes u; ein Element von A’
und deswegen ist u eine Linearkombination von Elementen aus A’.
Wir nehmen an, dass v in der Menge {u, ..., uc} liegt, d.h. v = u; fiir
irgendein j. Wir haben

k

k m
(* /\,‘
u=( E [i) + i = ( E piv) — pij E Vi
i=1 i=1 i=1 7
i#]j i#]j i#]j

was eine Linearkombination von Elementen aus A’ ist. O



Mehr zur Ind

Man kann die Induktion als unendliche Folge von Beweischritten verstehen.
Aussage 1. Die Aussage gilt unter der zusitzlichen Annahme, dass m =1
Aussage 2. Falls die Aussage unter der zusdtzlichen Annahme, dass m = 1, gilt,
dann gilt sie unter der zusatzlichen Annahme m = 2

Aussage 3. Falls die Aussage unter der zusatzlichen Annahme, dass m = 2, gilt,
dann gilt sie unter der zusatzlichen Annahme m =3

Aussage 4. Falls die Aussage unter der zusatzlichen Annahme, dass m = 3, gilt,
dann gilt sie unter der zusatzlichen Annahme m =4

Wenn alle diese Aussagen (es geben unendlich viel davon) bewiesen sind, dann
ist die urspriingliche Aussage bewiesen.

Wir ersetzen die orangen Aussagen fiir die folgend Aussage:

Falls die Aussage fiir m — 1 (fiir jede fest gewahlte natiirliche Zahl m — 1 gilt),
dann gilt sie fiir die zahl m



Dimension

Def. Sei (V,+,") ein endlich erzeugter Vektorraum. Dann heift die
Anzahl der Elemente in einer Basis die Dimension des Vektorraums V.
Satz 9 Die Dimension eines (endlich erzeugten) Vektorraums hingt
nicht von der Wahl! der Basis ab.

D.h. besteht eine Basis aus n Vektoren, so besteht jede Basis aus n
Vektoren.

Der Beweis von Satz 9 ist kompliziert. Wir werden zuerst zwei
Hilfsaussagen beweisen: Das Austauschlemma von Steinitz (Lemma 8)
und den Austauschsatz von Steinitz (Lemma 9).



Lemma 8 (Austauschlemma von Steinitz (Ernst Steinitz,
1871-1928)) B = {w, ..., vy} sei eine Basis,

w=> " Niv. Ist \x #0, so ist

B':= {1, .oy Vk—1, W, Vi1, .oy Vo auch eine Basis.

D.h. wir kénnen (unter den Voraussetztungen in Lem. 8) das
Element v, gegen w austauschen und die Menge bleibt trotzdem
eine Basis.

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ist k = 1, sonst
umnummerieren. Also \; # 0.

Zz.: B :={w,va,...,v,} ist eine Basis.

vy ist eine Linearkombination von {w, va, ..., v, }. Tatsachlich,

w=MAvi+ v+ ...+ \,v,, (%)
wobei A; # 0. Nach Multiplizieren mit —/\il und Addieren von v; + /\%W

zu beiden Seiten der Gleichung bekommen wir

n

1 )\2 )\3 /\n 1 >\i
Vi=—W— —V— —V3—...— —V, = —W — —V; *ok
s .- S 69



Wir zeigen: span(B’) = V. Sei v € V. Dann gibt es u1, ..., u, € R so
dass

V_ZN:VI—H1V1+ZM:VI () 1 1—&ZA v,+Zu,v,.

Also ist jedes v eine Linearkombination der Elemente aus B’, d.h.
span(B’) = V.
Wir zeigen: B’ ist linear unabhingig. Z.z.: Aus der Gleichung

6 = aw + Z Vi
i=2
folgt, dass « = 0 und alle a;; = 0.
Wir setzen (x) in diese Gleichung ein:

0=a —&—zn:a,-v,-(;)a +zn:aivi:a +zn:(0z + )V
i=2 i=2

i=2

Da {w,...v,} linear unabhingig ist und A; # 0, miissen alle
Koeffizienten in dieser Linearkombination gleich 0 sein. Dann ist « = 0
und alle (a\; + a;) = 0. Dann sind auch alle a; = 0. O



Wir haben Definition von Basis-Menge und Basis-Tupel:

Ein n—Tupel (vi, ..., v,) is ein Basis-Tupel, wenn die Menge {vi, ..., vo}
eine Basis-Menge ist, und zusatzlich die Anzahl der Elementen der Menge
von Elementen des Tupels gleich n ist.

Die zweite Bedingung bedeutet, dass die Vektoren vy, ..., v, paarweise
verschieden sind.

Bsp. Wir betrachten das 3-Tupel von Vektoren in R?:

(()-0)- ()

Die Menge von Elementen ist 2-Elementig:

={)- 0

weil das Element <é> doppelt vorkommt.

Obwohl die Menge A erzeugend und linear unabhiangig ist, ist das
3-Tupel oben kein Basis-Tupel.



Bemerkung zum Beweis von Lemma 8: Wenn wir in der
Aussage des Lemmas “Basismenge” mit “Basistupel” ersetzten,
muss man noch nachpriifen, dass das Tupel

B := (v1, ...y Vk_1, W, Vi1, ..., Vo) aus paarweise verschiedenen
Elementen besteht. Die Elemente v, ...v, sind nach Voraussetzung
paarweise verschieden; also mussten wir noch zeigen dass w # v;
fiir beliebiges i # k.

Dazu Widerspruchsbeweis: sei w = v; fiir ein i # k. Dann gibt es
zwei Moglichkeiten, w als Linearkombination von Basisvektoren
darstellen:

w o= Avit ..+ ANVi+ ... F A,
w = 0-vi+...4+1-vi+...40-v,.
Die Koeffizienten von Linearkombinationen sind verschieden; weil

in der ersten Kombination ist Ay # 0, und in der zweiten ist
Ak = 0. Das widerspricht Satz 7(b).



