Def — Wiederholung Sei f : V — U eine lineare Abbildung. Das Bild
von f ist die folgende Teilmenge von U:

Bildr = {u € U so dass es gibt ein Element v € V mit f(v) = u}.
(Andere Bezeichnung: (V) — wird in Analysis-Vorlesung verwendet)

Der Kern von f ist die folgende Teilmenge von V :

Kerng ={v eV sodass f(v) = 0}.

(Andere Bezeichnung: f~1(0); wird oft in Analysis verwenden. Man
bemerke aber dass f~1 nicht die inverse Abbildung nach unseren
Detfinitionen ist; auBerdem ist f~! keine Abbildung. Also f~1(0) ist nur
die Bezeichnung.)

Bsp. Betrachte die Abbildung

X
f:R? - RS, f<<x>):= y
Y 0

X
Es gilt: Bildf = y : wobei x,y € R
0

Kerns = {6} (wird auf der nichsten Folie besprochen)



Satz 12 (1. Dimensionsformel) Sei f : V — U eine lineare Abbildung.
Dann gilt:

(a) Bilds ist ein Untervektorraum von U.
(b) Kerns ist ein Untervektorraum von V.

(c) Ist V endlichdimensional, so gilt:
dim(V') = dim(Bild;) + dim(Kerny).

Bsp. Betrachte die Linearabbildung aus der Bsp. oben
f:R? = RS, f((;)):(%)
Dann gilt: Kerng = {0}, weil
f<(;)) :<%):<§) = (;):(g);alsodim(Kernf)zo.
Bild; = ( ; ) %,y € R} ist 2-dimensional (mit der Basis
)} also ist die Dimensionsformel

0
1
0
dim(Bild,) 4+ dim(Kern,) in diesem Bsp. richtig.

2 2 0




Beweis (a) Bildy ist ein Untervektorraum von U

Beweis (a): Seien u1, up € Bildy, d.h. uy = f(v1), up = f(wv2).
Dann gilt:

> up+up = f(vi)+ f(wr) Linearitét f(v1 + vo) € Bilds

> Ay = MF(vg) PP £(Av) € Bildy.



Beweis (b) Kerny ist ein Untervektorraum von V

Beweis (b): Seien vi, v» € Kerny, d.h. f(v;) = f(v2) = 0. Dann
gilt:
b (v 4 va) P F () 4 F(v) =0+ 0=0, dh.
vi + v € Kerny.
> () PN F (1) = A0 = 0, d.h. vy € Kerny.



Konstruktion einer Basis in Bildf

Kerny ist ein Untervektorraum des endlichdimensionalen Vektorraums V
und ist deswegen auch nach Folgerung (d) aus Satz 10
endlichdimensional. Sei {v1, ..., vk} eine Basis von Kerns. Nach
Folgerung (c) kdnnen wir die Basis {v1, ..., vk} bis zum einer Basis in V
erganzen: es gibt vii1, ..., v, so dass {vi, ..., v,} eine Basis ist.

Wir zeigen: {f(vk+1), ..., f(vn)} ist eine Basis in Bilds C U. Wir mussen
zeigen, dass {f(vki1), ..., f(v,)} linearunabhingig und erzeugend ist.



Wir zeigen: {f(vk+1), ..., f(vn)} ist erzeugend

Wir miissen zeigen, dass man jedes u € Bildy als eine Linearkombination
von Elementen f(vi1),..., f(v,) darstellen kann. Offensichtlich, kann
man jedes u € Bildf als eine Linearkombination von Elementen
f(v1),...,f(v,) darstellen. In der Tat, jedes u € Bildy ist Bild des

. Weil {vi, ..., vp} eine Basis ist
irgentwelchen Vektors v = A1Vi + ... + Apvp, also

u="Ff(v)=~Ff(Awva—+ ...+ Xvp) = Mf(v1) + ... + Aaf (V).
Aber f(vi) = f(va) = ... = f(v) =0, da w1, ..., v € Kerns. Dann

U= Xep1f(Vir1) + M2 f (Vkra) + ... + Anf(v,). Also ist
span({f(vk+1), ..., f(v,)}) = Bildy.



Wir zeigen: {f(vk41), ..., f(v,)} ist linear unabhangig

Angenommen ist die Linearkombination Agi1f(viki1) + ... + Anf(vy) = 0.
Zz.: >\k+1 = /\k+2 =..= )\,, =0.
Wir haben:

10+ 10 + oo 4+ 10 + Xy 1 F (V1) + - + Anf(vn) = 0.
k mal
Da f(v)=f(vo)=..=f(w)= 0,
() 4+ 1F(vo) 4+ oo + 1F(vi) 4+ Mieg1 f (Vieg1) =+ - + Anf(vn) = 0.
Weil f linear ist,
F(1vi + 10 4 oo 4 1vk 4+ Aegp1Viss + o+ Apvy) = 0.

Also, 1vi + 1vo 4+ ... + Lvg + Agr1Vks1 + .. + Apvy € Kerng. Dann ist er
die Linarkombination von Elementen vy, ..., v, und deswegen (Satz 7(b))
)\k+1 = )\k+2 =...=X,=0.

Also gilt: dim(Bildf) = [Anzahl von Elementen in {f(vis1), ..., f(va)}] = n — k. Dann gilt:

dim(V) = dim(Kernf) + dim(Bildy), O
——

n k n—k




Anwendung 1. Dimensionsformel fiir Endomorphismen

Def. — Wied: Endomorphismus = lineare Abbildung f : V — V von
Vektorraum V auf sich selbst.

Folgerung. Sei f : V — V ein Endomorphismus von
endlichdimensionalen Vektorraum V. Dann gilt:

f ist surjektiv <= f ist injektiv.
Bemerkung. In Hausaufgabe 1 Blatt 5 mussten Sie mehrere Beispiele
konstruieren — Sie werden sehen, dass falls U und V verschiedene
Dimensionen haben, ist die Aussage der Folgerung nicht richtig.

Idea des Beweises: wir spielen mit der 1. Dimensionsformel (Satz
12): es gilt:

dim(V) = dim(Bild;) + dim(Kern,)
——

n



Beweis (surjektiv) = (injektiv).

Ist f surjektiv, so ist Bildf = V. Wir haben

dim(V) = dim(Bild;) + dim(Kern;)
n = n + ? '

Dann ist dim(Kerns) = 0, folglich Kerns = {0}. Nach Lemma 11c
ist f injektiv.



Beweis (surjektiv) < (injektiv).

Ist f injektiv, so ist Kerns = {0}. Dann ist dim(Kern¢) = 0.
Wir haben

dim(V) = dim(Bild;) + dim(Kerny)
n = ? + 0 ’

folglich dim(Bildf) = n. Dann enthilt eine Basis B in Bilds

n = dim(V) linear unabhingige Vektoren. Nach Folgerung (a) aus
Satz 10 ist dann B eine Basis in V, deswegen

Bilds = span(B) =V, O



Wiederholung und Plan:

» Ziel: alle linearen f : V — U zu beschreiben, wobei V., U
Vektorrdume sind, s.d. dim(V) = n < oo, dim(U) = m < co.
» Wir benutzen: Hauptsatz 11’ der linearen Algebra:

isomorph

> v PORTPR Ry BOROTPR pm.
» Die Koordinatenabbildung Cg, : V — R", Cg, : U — R™ sind
Isomophismen, wobei By, By Basen in V bzw. U sind.

> Strategie:
» Wir beschreiben alle linearen f : R” — R™ (Heute, Schema)
» Wir konstruieren ein Hauptbeispiel (Matrizen, nichste Folie)

» Wir zeigen, dass alle linearen f : R” — R™ wie im
Hauptbeispiel sind.

» Wir untersuchen, wie sich die Beschreibung andert, wenn wir
andere Basen By, B}, in V bzw. U wihlen.

> spater



Hauptbeispiel: Matrizen als lineare Abbildungen

Def. Seien m,n € N. Eine (m x n)- Matrix ist ein rechteckiges Schema

a1l a1 din
ani ano aon

A = )
dml adm?2 .. dmn

wobej alle aj € R. Bsp: ( PR ) ist eine (2 x 3)-Matrix, ( 5 10 >

5 6 11 12
ist eine (3 x 2)-Matrix
Bemerkung Mathematisch exakt ist eine (m x n)-Matrix eine Abbildung
A:A{Ll,...m} x{1,...,n} = R. Das Bild von
(i,5)) € {1,...,m} x {1,..., n} ist dabei das, was im Schema an der
ij—Stelle steht.



Eine (m x n) Matrix A definiert eine Abbildung f4 : R" — R™:

n
X1 A11X1 + a12X2 + ... + A1nXp D i1 1iXi
n
X2 A21X1 + axnXe + ... + Xy Di1 @iXi
fa . = . = .
n
Xn am1iX1 + ameXo + ... + amnXn Zi:l amiXj

Diese Abbildung heiBt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fa(v) schreibt man gewshnlich Av ;

1
1 1 2 3
ZB. f = 2 =
(3 2)(§> (4 5 6) :

aiiXy + aioxo + _ 1+4+ _ 14

a1 X1 + axpxz + 4+10+ 32 /-
Fiir den j-ten Eintrag des Produkts ist nur die j-te Reihe der Matrix und
der Vektor verantwortlich:

X1
aj1 aj ajn . = ajix1 + ajpxp + ... 4ajxn

? 7 xn ?



Skalarprodukt einer Zeile der Matrix mit einem Vektor und

mnemonische Regel

Sei (ai1, ai2, ai3, ..., ain) die i—te Zeile einer Matrix A = (a;) und

X1

x1
v = () € R".  Als Skalarprodukt dieser Zeile mit () verstehen wir

die Zahl aj1x1 + ajpXa + ... + @jinXy = 2}1:1 ajX;.
Mnemonische Regel: Auf dem i—ten Platz des Produkts von
(m x n)—Matrix A und v € R” steht das Skalarprodukt der i-ten Zeile

der Matrix mit dem Vektor:

a1 a2 ... adin X1 aiixXy + ainXo + ... + ainXxn
a1 a» ... asp X ar1 X1 + arXxo + ... + axpXy
ami Am2 .-~ @mn Xn AmiX1 + amaXo + ... + amnXn

Mnemonische Regel Hilft auch die Parameter der Matrizen und Vektoren
abzustimmen: Da fiir ein Skalarprodukt von Zeile und Vektor die Anzahl
der Elemente gleich sein muss, multiplizieren wir eine (m x n)—Matrix
mit einem Vektor aus dem R”. Das Ergebniss hat dann genau soviel
Zeilen wie die Matrix.



Mnemonische Regel:

Auf dem j—ten Platz des Produkts steht das Skalarprodukt der
i-ten Zeile der Matrix mit dem Vektor
2

-1 4 2 o | = -1-2+4.0+2-1 Y\
-2 10 1 o —-2.241-04+0-1 /)

(%)



Mnemonische Regel: Auf dem i—ten Platz des Produkts steht das
Skalarprodukt der i-ten Zeile der Matrix mit dem Vektor

Aufgabe fiir Sie jetzt: Multiplizieren Sie die Matrix A mit dem
Vektor v:

5 3
A=|57 3|, y=|2
5
Antwort:
1. 2 2343 1*3+2% 24743 3+4+6
O 7 3|2 |=|5#3tT+243*3 | = |15414+9]| =

B AARGTEAEIA3, (1041800

13
38
39



Lemma 16 Multiplikation von Matrizen und Vektoren ist eine lineare
Abbildung

Beweis: Additivitat:

a1 <o 21p X1 Y1 an cee31p X1+ y1
+ = =

aml a,.r,,, Xn Yn aml amn Xp + Yn

a11(x1 +y1) + ... + a1p(>n + yn) a11x1 + ... + a1nxn a11y1 + ... + a1nyn

: = +
am1(x1 +y1) + ot amn(Xn + ¥n) am1x1 + <. + ampXn am1y1 + -+« + amnyn
a1 ... aip X1 a1 ... alp 21
+
am1 eee amn Xn am1 eee amn Yn

Ahnlich fiir Av.



Wichtiges Beispiel. Frage. Wohin bildet diese Abbildung die
Vektoren aus der Standard-Basis ab?Wir rechnen es aus.

ail ain 1 1-a;34+0-app+...+0- a1, ail

a az, 0 l-ay3+0-axn+...+0-a, as

am1 amn 0 l-apm +0-am+...4+0-amn am1
al ain aip 0 O-a;1+1-app+...4+40- a1, aln
any ax as 1 O-ap;+1-apn+...+0-a, ann
amli  am2 .-~ amn 0 O-ami+1-am+...+0-amp am2

Antwort. Die Matrix multipliziert mit dem j-ten Basisvektor aus
der Standard-Basis ist gleich die i-te Spalte der Matrix



Matrix einer linearen Abbildung

Die Vektoren aus der Standard-Basis in R" werden wir mit

e, ..., en bezeichnen: e, = | 1 | « iter Plats

0
Satz 13 f :R" — R sei eine lineare Abbildung. Fiir jedes
i€{l,..,n} seienf(e;) = u;:= ( B ) die Bilder der

Standard-Basisvektoren. Dann gilt fiir jeden Vektor

vl vl
v2 v2

v = . . .
v v

In Worten: jede lineare Abbildung von R” nach R™ ist die
Multiplikation mit derjenigen Matrix, deren i-te Spalte das Bild
von e ist.

m m m
uy uy up,

b
eER":flv)=| | !




Bsp. Aus der Vorlesung 9 (und aus Hausaufgabe 2 Blatt 4)

Bsp. Sei V = U = R3, mit der Standardbasis

(el = <é>,62 = <(1)),e3 = <g>) Wir betrachten das Tripel
0 0 1
1 2 3
<u1 = <4>,U2 = (5), uz 1= <6>> von Vektoren aus R3.
7 8 9

Nach Lemma 15 existiert eine lineare Abbildung f, die e; — uy,
€ — Uy, €3 — u3 abbildet. Die Formel fiir f haben wir in Vorl. 9

gefunden. Wir wiederholen das. Wir haben:

(0= (<) +o() () -

)+ )+ (<(6)) =)o) +() = (

Ix 42y + 3z
4x + 5y 4 6z
7x + 8y + 9z

Wir sehen, dass die Abbildung genau f4 ist (sie bildet also den Vektor

v= (y) auf das Produkt Av ab), wobei die Matrix A — (

z

1 2 3 X Ix 42y + 3z
In der Tat, 4 5 6 y| = | 4x+5y+6z].
7 8 9 z 7x+ 8y + 9z

~N A=

2
5
8

3
6
9

) st.



Satz 13 in Worten: Jede lineare Abbildung von R" nach R" ist die

Multiplikation mit der Matrix, deren i-te Spalte das Bild von e; ist.

Beweis:
Lemma 15: Es gibt genau eine lin. Abbildung

f mit f(e,-) = u;
Wicht. Bsp.: Aeg; ist die i—te Spalte von A.

Lemma 16: Multiplikation von Matrizen
und Vektoren ist eine lineare Abbildung

— Satz 13

O



Beweis noch einmal (dasselbe in Satzen)

Lemma 15: Es gibt genau eine lin. Abbildung
f mit f(e) = u;

Wicht. Bsp.: Ae; ist die i—te Spalte von A. — Satz 13

Lemma 16: Multiplikation von Matrizen
und Vektoren ist eine lineare Abbildung

Wir behaupten im Satz 13, dass die lineare Abbidung f, die ey, ..., e,
jeweils auf uy, ..., u, € R™ abbildet, die Multiplikation mit derjenigen
Matrix A ist, deren Spalten die Vektoren uy, ..., u, sind.

Multiplikation mit einer (m x n)—Matrix ist eine lineare Abbildung nach
Lemma 16. Multiplikation mit derjenigen Matrix, deren Spalten die
Vektoren uy, ..., u, € R™ sind, bildet die Standard-Basisvektoren ey, ..., e,
auf die Vektoren uy, ..., u, ab, wie wir im Wicht. Bsp. oben gezeigt
haben.

Also erfiillt die Multiplikation mit dieser Matrix diese beiden
Eigenschaften.

Aber nach Lemma 15 definieren diese Eigenschaften die Abbildung
eindeutig: nach Lemma 15 ist die lineare Abbildung f, die die
Basisvektoren (in unserem Fall ey, ..., €,) auf die Vektoren uy, ..., un
abbildet, EINDEUTIG. Also fallt sie mit f4 (wobei A diejenige Matrix ist,
deren Spalten die Vektoren uy, ..., u, sind), zusammen. O



Aufgabe: Finde die Matrix der linearen Abbildung (von R? nach
R2), die die Standardbasisvektoren e> jeweils in die Vektoren

. ( i ) tberfiihrt.

Antwort: Nach Satz 13 sind die Spalten der Matrix die Bilder der
Vektoren, also ist die Matrix < i )



Finde die Matrix der linearen Abbildung (von R® nach R?), die die

Vektoren ey, e, e3 jeweils in die Vektoren < :1)) ) . ( 2 )
tiberfiihrt.

1 5
Antwort: < 3 6 )



Aufgabe. Finde die Matrix der linearen Abbildung f (von R? nach R?),
die die Vektoren < i > ( _11 > Jjeweils in die Vektoren ( _02 >

2 liberfiihrt.

4

Losung: Um Satz 13 zu benutzen, miissen wir die Bilder der
Standard-Basisvektoren e, e; bestimmen.

Wir werden benutzen, dass e; :( : ):%( : )+%( 4 ) und
e2:( 0 >:%< ! )_%( 4 ).Danngilt:
(Co)=r(G(1)-1(4))
(1) () ()11 (1)

Amich«((2)) < (3(1)-1( 1)) ( 1)

Also haben wir die Bilder von ey, e; ausgerechnet: f(e;) :( : ) und

f(e2) :( -l ) Dann konnen wir den Satz 13 benutzen und die Antwort
bekommen.

1 -1
Antwort: < 1 -3 )



Aufgabe. Finde die Matrix der Abbildung Id : R” — R", ld(v) = v (in
der Standard-Basis).

Bemerkung. Die Abbildung Id ist offensichtlich linear: z.B.
ld(u+v)=u+v=Id(u)+ Ild(v).

Losung: Um Satz 13 zu benutzen, miissen wir /d(e;) finden. Aber
Id(e,-) = € I

Also ist die i—te Spalte der gesuchten Matrix e;.

1 0 ... O
01 .. O

Antwort. . <— heisst Einheitsmatrix
0 0 .. 1

Machen Sie bitte zu Hause die folgende Ubung: multiplizieren Sie die

X1

Einheitsmatrix mit dem beliebigen Vektor () und stellen Sie fest, dass

Xn

X1
das Ergebnis wieder () ist.

Xn



Aufgabe. Finde (bzgl. der Standard-Basis) die Matrix der Streckung
f:R" — R", v+— «av wobei a € R.
Lésung: Um Satz 13 zu benutzen, miissen wir f(e;) finden. Aber
f(e,-) = Q€ .
Also ist die /—te Spalte der gesuchten Matrix « - €.

a 0 ... 0

0O o ... O
Antwort. . .

0 0 .. «



Verkettung von Abbildungen — Wiederholung

A, B, C seien die Mengen, f: A — B, g: B — C seien Abbildungen.
Die Verkettung (Komposition, Superposition, Hintereinanderausfiihrung)
von Abildungen g und f ist die Abbildung gof : A — C,

g o f(x) := g(f(x)).




Lemma 17 Seien f :A—- B, g:B—-C,h: C—D
Abbildungen. Dann gilt: ho(gof)=(hog)of.

In Worten: Die Verkettung von Abbildungen ist assoziativ.

Beweis. Man nehme ein (beliebiges) a € A. Z.z.:

holgof)(a)=(hog)of(a)  (x)

Setze

b= f(a),

¢ :=g(b) und
d := h(c).

c,
ho(gof)(a) = h(gof(a)) = h(c) = d. Also ist die linke Seite von
(x) gleich d.
Wir rechnen jetzt die rechte Seite: f(a) = b,
(hog)of(a) = hog(f(a)) = hog(b) = h(g(b)) = h(c) =d.
Also ist die rechte Seite von (*) auch d. O



Folgerung. Verkettung von Bijektionen ist bijektiv

Folgerung Seien f : A— B, g : B — C bijektiv. Dann gilt:
gof:A— Cist auch bijektiv.

Wiederholung — Lemma 13 Sei f : A — B. Dann gilt:
IF1:B—- A
(s.d. f~Yof =Idy und fof=t=Idg).

Wiederholung — die Bezeichnung f~1: Dies war die Bezeichnung fiir
die inverse Abbildung; die Abbildung f~!: B — A wurde durch die
Eigenschaften f "1 o f = Id4 und f o f ! = Idg definiert. Also hat

g ! : C = B nach unsere Bezeichnungen die Eigenschaften

g log=Ildgund gog ! = ldc.

f ist Bijektion <=



Folgerung Seien f : A— B, g : B — C bijektiv. Dann gilt:
gof:A— C auch bijektiv.

Beweis der Folgerung. Die Abbildungen f : A — B, g : B — C seien
bijektiv. Nach Lemma 13 existieren dann die inversen Abbildungen
f~1:B — Aund g7 : C — B. Wir benutzen diese Abbildungen, um
eine Abbildung zu konstruieren, die zu g o f invers ist.

Wir zeigen nimlich, dass (g o f)~! = f =1 o g=1. Nach Definition der
Inversen (g o f)~! muss dies eine Abbildung von C nach A sein, die die
folgenden Eigenschaften hat: (g o f)™1o(gof) = Ida und
(gof)o(gof)™t=Idc.

Die Abbildung f~1 o g~ ! ist eine Abbildung von C nach A, weil

g 1:C—= Bund f~1: B — A Wir beweisen jetzt die Eigenschaften:
(flog™)o(gof) =

[Da die Verkettung nach Lemma 17 assoziativ ist, kénnen wir die Klammern beliebig umstellen]

=flo|(glog)of| =flo(ldgof)="Ff"1of =lda.
N—_——

Idg
Analog, (gof)o(flog l)=¢go ((f of Nog | =go(ldgogl)=gog! = Idc.
ol
Idg

Also existiert eine Inverse zu g o f. Die Abbildung g o f ist dann nach
Lemma 13 bijektiv. O



Wie berechnet man (g o f)~1?

Wir haben folgende Formel im Beweis der Folgerung bekommen:
(gof)t=f"1og ! wobei f: A— Bund g: B— C Bijektionen sind.

Mnemonische Regel: (nach Coxeter):
f = Socken anziehen f~1 = Socken ausziehen
g = Schuhe anziehen g~ ! = Schuhe ausziehen
gof = zuerst Socken anziehen, dann Schuhe anziehen
(gof)_l = f_log =

zuerst Schuhe ausziehen, dann Socken ausziehen
(Copyright: MFO)

Man kann analog beweisen, dass
(Aoho..ofi) L =(fi)to(fh_1)to..o(f)L



Lemma 18 Seien f : V — U, g : U — W lineare Abbildungen. Dann ist
gof:V — W auch eine lineare Abbildung.

In Worten: Die Verkettung von linearen Abbildungen ist linear.
Beweis:

gOf(V+U) Dcﬁn:ition g(f(V + LI)) Lincarigt von f g(f(V) + f(U)) Lincarigt von g

g(F(v)) + g(F(u)) """ g o f(v) + g o F(u)

Ahnlich fiir \v. 0



Schulden: Beweis, dass Satz 11" den Satz 11 impliziert

Wiederholung — Satz 11’ Sei (V, +,-) ein n—dimensionaler
Vektorraum. Dann gibt es einen Isomorphismus  : V — R".
Wiederholung — Lemma 14 — ein bisschen schwichere Version: Ist
g U —= R" ein Isomorphismus, so ist g~ : R" — U ebenfalls ein
Isomorphismus.

Wiederholung — Satz 11 Sei (V,+,-) und (U, +,-) n—dimensionale
Vektorraume der gleichen Dimension n. Dann gibt es einen
Isomorphismus h: V — U.

Wir folgern jetzt den Satz 11 aus Satz 11’ und den heute bewiesenen
Aussagen — Lemma 17 und Lemma 18. Wir betrachten die
Isomorphismen f : V — R"” und g : U — R”, die nach Satz 11’
existieren. AuBerdem betrachen wir die Abbildung g, die nach Lemma
14 ein Isomorphismus ist.

Wir zeigen dass g~ o f : V — U ein Isomorphismus ist. In der Tat,

g~ Lo f ist bijektiv nach Folgerung aus Lemma 17, als Verkettung von
bijektiven Abbildungen. g=1 o f ist linear nach Lemma 18 als Verkettung
von linearen Abbildungen. Dann ist h :== g1 o f ein Isomorphismus, wie
behauptet, und die Vektorraume U und V sind, wie behauptet,
isomorph. O



Multiplikation der Matrizen

Wir definieren jetzt Produkt von zwei Matrizen: einer (k x m)—Matrix A
und einer (m x n)—Matrix B.

Wiederholung — Lemma 18 Seien f : V — U, g : U — W lineare
Abbildungen ( in unserem Fall wird g = fa und f = fg.) Dann ist
gof:V — W auch eine lineare Abbildung.
Wiederholung — Satz 13 Jede lineare Abbildung von R” nach R ist
die Multiplikation mit der (k x n)—Matrix, deren i-te Spalte das Bild
von g; ist.

Lemma 18: Verkettung von

: k
linearen Abbildungen ist linear Seien f5 : R™ — R bzw. fg : R" — R™
die Multiplikationen mit einer (k X m)-Matrix A

bzw. einer (m X n)—Matrix B, d.h.

Satz 13: Jede lineare Abbildung: fa(v) := Av fiir v € R™ und fg(u) := Bu fiir u € R".
f : R7 — Rm. . . Die Verkettung f4 0 fg : R” — RK ist auch linear und ist
ist die Multiplikation deswegen auch die Multiplikation mit einer (k X n)-Matrix

mit einer (m X n) Matrix.

Def. Seien fs : R™ — R¥ bzw. fzg : R" — R™ die Multiplikationen mit
einer (k x m)-Matrix A
bzw. (m x n)—Matrix B d.h., fa(v) := Av, fg(u) := Bu.

Dann heiBt die Matrix von f o fg : R" — R¥ das Produkt der beiden
Matrizen und wird AB bezeichnet. Dies ist eine (k x n)-Matrix.



Konstruktion aus Definition in Bsp.

. 5 7
Wir nehmen A= (1 2 3 B=|5s &
3 2 1 )0 6

Die Matrix A entspricht der Abbildung f4 : R3 — R?,
fa ((2)) = ( VB ) Die Matrix B entspricht der
5.-x T-y >
6-x 6-y .
7-x 5.y
von

Die Abbildung f4 o f ist die Abbildung von R? nach R2. Sie bildet den
Vektor (;) auf den Vektor

()0

ab: Wir multiplizieren zuerst B mit <;) und dann multiplizieren wir A

Abbildung fg : R2 — R3, fs (( )) - (

X
y

mit dem Ergebnis.

Das ist eine lineare Abbildung (als Verkettung von linearen Abbildungen
nach Lemma 18). Deswegen ist nach Satz 13 f4 o fB((;)) gleich dem
Produkt einer (eindeutig bestimmten) (2 x 2)—Matrix mit (;) DIESE
MATRIX HEISST DANN DAS PRODUKT VON A UND B.



Frage: Wie kann man das Produkt von Matrizen ausrechnen?

Satz 14 (Rechenregel fiir das Produkt von Matrizen) Seien
fa:R™ 5 RK fg:R" 5 R™ Multiplikationen mit den Matrizen

a1l alo e dim b11 blg bl,,

a1 an ... Bm b1 b ... bap
A= . . , B:= . .

dkl  dk2 eeo  dkm bml bm2 bmn

Dann ist die Matrix von fa o fg gleich

a1 a2 ... Am bin bz ... by 2%1 ajibyp .. 2%1 a1;bjn
a1 A ... am b b ... by Sy abin o 30 anibin
aKl  ak2 - Am bmi  bm2 .-~ bmn STy akibin . Mg akibin

Mnemonische Regel: Auf dem (/,j)-ten Platz des Produkts steht das
Skalarprodukt der i-ten Zeile der Matrix A mit der j-ten Spalte der
Matrix B:



Mnemonische Regel: Auf dem (/,)-ten Platz des Produkts steht das

Skalarprodukt der i-ten Zeile der Matrix A mit der j-ten Spalte der
Matrix B:

~N O o1
(G2 BN @ NN |

(15426437 1.742-6+3-5
“\ 35426417 3.742-6+1-5

(38 34
“\ 34 38 )



Mnemonische Regel: Auf dem (/,)-ten Platz des Produkts AB steht
das Skalarprodukt der i-ten Zeile der Matrix A mit der j-ten Spalte der
Matrix B.

Aufgabe fiir Sie jetzt: Multiplizieren Sie die Matrizen A und B:

gt 2
A=|4 2 3|, B=|1 3 1
5 A | _4 B =
Antwort:

o f e OFIHI*140%4  OFTHI*342%0 0*1+1%1+2%2 8 3 3
49 3|1 3 1| =|a*gorisaeg 4% 42%343R0 4% 2% 143%2 | = |26 10 12

g 3 $)].% 0 2 SHIp3*|41*g  SEI43*IH1*0 S*+3*]4]*2 22 14 10



Beweis des Satzes 14:

Mnemonische Regel: Auf dem (/,j)-ten Platz des Produkts AB steht
das Skalarprodukt der i-ten Zeile der Matrix A mit der j-ten Spalte der
Matrix B.

Satz 13: j—te Spalte der Matrix AB
ist das Bild f4 o fg(e))

Satz 13: j-te Spalte der Matrix B
ist das Bild fz(¢))

Auf dem (i, j)-ten Platz
Rechenregel fiir Matr. mal Vektoren: des Produkts AB

auf der i-ten Stelle — steht das Skalarprodukt D
des Bildes fa(f(e;))) der i-ten Zeile der Matrix A
Steht das Skalarprodukt mit der j-ten Spalte der Matrix B

der i-ten Zeile der Matrix A
mit dem Vektor fz(e;),

also das Skalarprodukt

der i-ten Zeile von A

mit der j—ten Spalte von B




Ausfiihrlicher: Beweis des Satzes anhand eines Bsp.

Finden wir die Matrix AB, wobei A und B wie im Bsp. oben sind:
5 7
A=(12 1), B:(g §>'

Wir benutzen Satz 13: Die j — te Spalte der Matrix AB ist das Bild von
gj. Also, um AB auszurechnen, miissen wir die Bilder von f4 o fB(ej)
finden. Machen wir es fiir j = 1, also fiir e; = (é) — wir sollten die erste
Spalte des Produkts bekommen.

Nach Definition der Verkettung, ist f4 o fg ((1)) = fa ( (( ))) Nach
5
6

Wicht. Bsp. oben ist fg (( )) die erste Spalte von B, also ()
7

(wer das

Wicht. Bsp. vergessen hat, muB ( Z g )(1> ausrechnen). Also,
7 5

0

fa(fs (1)) = fA< (3)) Pet (11 1) (g) Def von Av

(;giggﬁ;) = (gi) « und das muss die erste Spalte von AB sein.

Wir sehen, dass die Komponenten von AB, die in der ersten Spalte
stehen, tatsachlich die Skalarprodukte der Zeilen von A und der ersten
Spalte von B sind.



Dasselbe fiir beliebige Matrizen A und B

ail a2 ... aim b11 bia ... b1y
i a1 ap ... ap b1 by ... by L.
Was ist . ? Nach der Definition
a1 A2 - Bm ) br_nl b_mz . I_Jmn
des Produktes von Matrizen ist dies eine Matrix, sodass das
X1
Multiplizieren mit dieser Matrix den Vektor v = | : | auf den Vektor
Xn
a ae ... aim b11 by ... big X1
abbildet. Um ihre
Al A2 - Am bmi bm2 ... bmn Xn

Jj—te Spalte nach Satz 13 auszurechnen, miissen wir die Bilder von ¢;
ausrechnen. Wir haben:

a1 a2 -1 b11 bio e by .
” " ‘Wicht. Bsp
; ; C|Y -
Al A2 - Am bmi bm2 ... bmn
a1l a2 ... aim by aiibyj + awoby; + ... + aimbm;
Satz 13
Al A2 - Akm bpmj ag1b1j + akaboj + .. 4 akmbm;

(Eintrag Nummer i ist Skalarprodukt der i—ten Zeile von A mit Be;, also mit j—ter Spalte von B.) Wir sehen also,
dass an der (i, j)—Stelle von AB das Skalarprodukt der i—ten Zeile von A und der j—ten Spalte von B steht, wie

wir im Satz 14 behauptet haben.



Folgerung

Die Multiplikation von Matrizen ist assoziativ: (AB)C = A(BC) (falls definiert).

Beweis: Nach Lemma 17 ist Verkettung von Abbildungen
assoziativ. ]

Bemerkung. Die Rechenregeln fiir das Produkt einer (k x n)—
Matrix mit einem Vektor des R"” sowie das Produkt von einer

(k x n)— Matrix und einer (n x 1)—Matrix ist gleich — man kann
Vektoren als (n x 1)— Matrizen betrachten.



Vektorraumsstruktur auf der Menge von

(m x n)—Matrizen: Summe von Matrizen

Seien A, B (m x n)-Matrizen iiber R. Wir betrachten die Abbildung
f:R" — R™ f(v) := Av + Bv. Diese Abbildung ist linear.

Def Die Matrix dieser Abbildung f heiBt die Summe von Matrizen und
wird mit A+ B bezeichnt.

Rechenregel:
an ain b11 bip a1 + b1y aip + b1
a,;,l a,.r,,, b,;ﬂ b,;,,, am1 + bm1 amn + bmn
Tatsachlich,
J-te Spalte von A+ B Wichg: Bep- (A+ B)(e))
Def. Wicht. Bsp. .

= Aej + Bej = Jj-te Spalte von A+ j-te Spalte von B OJ



Multiplikation von Matrizen mit Skalaren

Sei A eine (m x n)—Matrix, A € R. Wir betrachten die Abbildung
f:R" = R™ f(v):= Aa(v) = X (Av). Die Abbildung ist linear (als
Verkettung von zwei linearen Abbildungen).

Def. Die Matrix dieser Abbildung f heit das \-fache von A und wird
mit AA bezeichnet.

an ain a1 Aaip
Rechenregel: »| : = : :
am1 amn Aam1 Aamn

Beweis von Rechenregel.

i-te Spalte von AA Wieht: Bsp. AA(e))

icht. Bsp. .
Def. AAe; Wicht. Bsb- 3 g ches der i-ten Spalte von A.



Bemerkung Die Multiplikation mit X liefert dasselbe Ergebnis wie die
A 0 0
0 A 0

Multiplikation von links mit der (m x m) Matrix | . . ], weldl

0 0 .. A
Multiplikation mit dieser Matrix wie wir vorher bewiesen haben
multipliziert den Vektor mit A, also

A a0 nesomiaiviene [N O
(( SR )A) v ssozgtlvn:at ( Do ) (AV) —
0 .. A 0 .. A

A (Av) P ERM (A



Vektorraum der Matrizen

Bezeichnung Die Menge der (m x n)-Matrizen werden wir mit
Mat(m, n) bezeichnen.

Aussage Mat(m, n) mit eben definierter Addition und
Skalarmultiplikation ist ein Vektorraum der Dimension m - n.

an a2 ain
Tatsachlich, wir kdnnen eine Matrix ( ) mit dem

aml am2 amn

folgenden Element aus R"™ identifizieren:
al

und dann sind die Operationen in Mat(m, n) diesel-
ben wie in R"™

Standard-Basis in Mat(m, n): Die Matrizen Bj;, de-
ren Eintrdge bis auf eine 1 an der Stelle (7, ) alle 0
sind.

Bsp: ( o1 ) = By, € Mat(2,3),

0 0

( 5 0 > — By, € Mat(3,2).
. 0

1

aml
a1z

amn



