Abschnitt: Diagonalisierung von Endomorphismen

Wiederholung: Endomorphismus von V ist eine lineare Abbildung von V
nach V.

Frage: f sei ein Endomorphismus. In welcher Basis ist die darstellende
Matrix von f , einfach“?

Bemerkung. Ahnliche Frage iiber lineare Abbildungen f : V — U haben
wir in Vorl. 14 vor eine Woche geldst: wir haben bewiesen, dass wir
Basen in V und U so wahlen kdnnen, dass die darstellende Matrix der

Abbildung wie folgt ist:
1

1
I Okp) _ -
Or,k Or,p - 1 «— k -te Zeile

Wenn wir ENDOMORPHISMEN betrachten, also wenn V = U ist, haben
wir leider nicht die Moglichkeit, die Basen in V und U separat zu wahlen
(weil V = U ist). Daher ist dieses neue Problem schwieriger und die
Antwort ist interessanter.




Wiederholung — Folgerung aus Satz 25: Sei f : V — U eine lineare
Abbildung. Die darstellende Matrix von f bzgl. der Basen

By = (v1,...;vp) (in V) und By = (u1, ..., uy) (in U) sei A € Mat(m, n).

Seien By, = (vi,..,v}), B, = (ui, ..., u},,) andere Basen in V bzw. U,

Ty, Ty die Transformationsmatrizen, d.h. der Koordinatenvektor von v,-’

in der Basis (vi, ..., v,) ist die i—te Spalte von A. Dann gilt:

Die darstellende Matrix von f bzgl. der Basen By, By, ist A" := TJlATV.

Folgerung: Falls U=V ist Ty = Ty, also wird die darstellende Matrix
von f : V — V bei einem Basiswechsel so verdndert:

A" := B"1AB, wobei B = Ty € Mat(n, n).

Frage umformuliert: Fiir A € Mat(n, n), auf welche einfachste Form
kann man A mit Hilfe von A+ B~1AB bringen, wobei B € Mat(n, n)
eine nichtausgeartete Matrix ist?

Wir werden die Frage heute und morgen Vorlesungen (teilweise)
beantworten. Die vollstdndige Antwort wird erst in SS gegeben.



Def. Zwei Matrizen A, A" € Mat(n, n) heiBen &hnlich, falls es ein
nichtausgeartetes B € Mat(n, n) gibt, sodass A’ = B~ AB.

Bemerkung. Ahnliche Matrizen haben nichts mit
Ahnlichkeitstransformationen aus der Schulgeometrie zu tun
Bemerkung. Wie wir in der Folgerung oben gezeigt haben, wird, wenn
wir die Basis in V dndern, die darstellende Matrix der Abbildung wie folgt
geandert: A’ = B~1AB, wobei B die Transformationsmatrix ist. Also sind
die darstellende Matrizen einer linearen Abbildung bzgl. verschiedener
Basen 3hnlich.

Ferner gilt: wenn A’ = B~1AB, dann gibt es eine Basis sodass die
darstellende Matrix der Abbildung f4 gleich A’ ist. In der Tat, nach der
Folgerung oben geniigt es zu zeigen, dass eine neue Basis existiert,
sodass die Transformationsmatrix von der Standardbasis zur neuen Basis
gleich B ist.

Solch eine Basis existiert (und ist einfach zu konstruieren): die Vektoren
sind die Spalten von B. Nach Definition (siehe Vorl. 14-16) ist die
Transformationsmatrix von der Standardbasis zur neuen Basis gleich B,
wie wir behauptet haben.



Wie kann man verstehen, ob zwei gegebene Matrizen A und A’
dhnlich sind?

Man kann das direkt nach der Definition machen (rechnerisch sehr
aufwendig; wir werden heute viel bessere Methoden kennenlernen).
XIAX = A «—= AX — XA = 0.

Das ist ein lineares Gleichungssystem aus n? Gleichungen fiir die
unbekannten Eintrige von X (also n? Unbekannte); die
Koeffizienten sind von A und A’ abgeleitet. Man 16st es z.B. mit
dem Gauss-Algorithmus. Wenn eine Losung X existiert, sodass X
nichtausgeartet ist, dann sind die Matrizen dhnlich; sonst nicht.



Charakteristisches Polynom:

Methoden, um die Frage oben zu beantworten: Die geometrischen
und algebraischen Strukturen untersuchen, die fiir zwei dhnliche Matrizen
gleich sind.

Def. Ein Polynom mit Koeffizienten ap,, ..., ag ist die Funktion

P :R — R der Form f(x) = amx™ + .. + a.

Als Grad des Polynoms wird der hochste Exponent n bezeichnet, fiir den
der Koeffizient a, des Monoms a,x" nicht Null ist. Dieser Koeffizient
heiBt Leitkoeffizient. (Die tibliche Schreibweise deg(P) fiir den Grad des
Polynoms P ist vom englischen Begriff degree abgeleitet; ich werde auch
Grad(f) benutzen. )

Bsp. f(x) =2 x2+ x + 4 ist ein Polynom des zweiten Grades.



Def. Sei A eine n x n-Matrix. Das charakteristische Polynom der Matrix
A ist das Polynom R := det(A —t - Id).

11—t 0
Bsp.R;y = det(ld — tid) = det( ; : ) =(1-1t)"

0 11—t

—t 0
Bsp. Rg = det(0 — tid) = det( Lo ) =(—t)".
0 —t
Bsp.
N<,2 ,2) = det(‘Z‘* 5—_1) =(-2-t)5-t)+2-6=1t>—3t+2.
5

6
6



3 1—A 3
-5 2 —4—A

= 2-)*(1—A)x(—4—A)+(-3)*3%(—5)+1x3x2
—(=5)# (1 —A)*1—2%35(2—X)— (4 —~A)%3# (-B)
= (2=A—2A4+ 2% (-4 —A)+45+6



Rechnen Sie bitte R selbst aus:



oS- o

det(C — Ald) = det( (



Lemma 24. Sei A € Mat(n, n) nichtausgeartet. Dann gilt:
det(A™1) = det(A)~L.

Beweis. 1 = det(/d) = det(A~! A) 2" det(A~1) - det(A).

Also det(A™1) = gl

Satz 28 Sind die Matrizen A und A’ 3hnlich, so sind deren
charakteristische Polynome gleich: Ny = Ny/.

Beweis. Nach Definition ist A’ = B~1AB (fiir irgendeine
nichtausgeartete Matrix B). Dann ist

Ny = det(B71AB —t - Id) = det(B~1AB — t - B~11dB)
Distribu:tivgesetz det(B_l(A . Id)B)

Sz 19 det(A— t - Id) =

[ weil | 1

=det(A—t-Id) =RNa.

O

Folgerung Sind die Matrizen A und A’ Ghnlich, so sind die Nullstellen

von N4 auch Nullstellen von Ry wnd-umgekehrt



Lemma 25 Sei A eine (n x n)-Matrix. Dann ist X4 ein Polynom vom
Grad n (also Rp = apt" + a,_1t""1 + ... + ap mit a, # 0) und es gilt
a,=(-1)", an_1 = (=1)""Y a1 + ax + ... + am), ao = det(A).



Aussage. Sei A eine quadratische n x n-Matrix deren Eintrdge Zahlen
sind, oder Ausdriicke der Form +t + « (also, Polynomen 1stes Grades
mit Leitkoeffizient +1), wobei héhstens k Eintrage die Form +t + «
haben. Dann gilt: det(A) ist ein Polynom vom Grad < k.
Induktionsbeweis. Induktion iiber n.

IA, wenn n = 1, ist offensichtlich:

IV. Die Aussage sei erfiillt fiir (n — 1) x (n — 1)—Matrizen (und fiir jedes
k).

IS. Wir sollen jetzt sie fiir n x n—Matrizen zeigen.

Entwicklung nach der 1. Spalte liefert

det(A) =Y (—1)"Yay;det(A7f").
i=1

Einige Faktoren aj; konnen die Form £t + « haben; einige A‘ff’ kdnnen
auch Eintrage der Form £t + a haben. Wenn ay; eine Zahl ist, ist Grad
von det(Af’jt’) hochstens k nach Induktionsvoraussetzung. Wenn ay; die
Form +t 4 « hat, hat A‘fj" hochstens k — 1 Eintrage der Form +t + «;
deswegen ist nach IV Grad von det(Afj") hochstes k — 1 und daher
Grad(ayjdet(A3f)) = Grad((+t + a)det.“(Affr)) < k.
Wir sehen dass alle Summanten (—1)1+Jaljdet(Affr) haben Grad
hochstens k; deswegen ist Grad(det(A)) < k. O



Noch eine Na = (a11 — t)(az2 — t)...(ann — t) + Q, wobei Q ein
Polynom vom Grad < n — 2 ist. Beweis durch Induktion nach n:
[LA. n=1: Dann ist A= (a11) und Xa = det(a;; — t) = a;; — t.

[.V. Angenommen die ist richtig fiir (n — 1) x (n — 1)-Matrizen.
Yot et e _
I.S. N4 = det : . : . Entwicklung nach der 1. Spalte
an ann — t
ay — t a3
liefert (a11 — t)det( : : ) +
a,;g a,,,,'f t
6 ; IV.
> (1Y ajdet (A—t- Id)7)") = (an — Ny + Q1 =
j=2

ist ein Polynom vom Grad < n — 2 nach Hilfsaussage

weil (A—t- ,d)J_Slrr n — 2 Eintrige hat, die t enthalten

(a11 — )| (a2 — t)...(ann — t) + Q +Q =
~
vom Grad < n—3
(811 — t)(az2 — t)...(ann — t) + (211 — t) Q2 + @1 . Die ist damit
—_—

Q Grad(Q) < n-—2
bewiesen. |



Lemma 25 Sei A eine (n X n)-Matrix. Dann ist X, ein Polynom vom Grad n (also R4 = ant” +
ap_1t""1 4 ... + ag mit ap #0) und es gilt

an = (=1)", ap—1 = (—1)""1(a11 + a2 + --- + apn), 20 = det(A).
Beweis. Nach obiger ist
Np = (a;1 —t)(ax — t)...(ann — t) + Q =(—-t)"+
A ( 11 )( 22 ) ( nn ) ( )
vom Grad < n—2
a1 (—t)" Y Fan(—t)" 4 ap ()" + =
Terme vom Grad < n—2
(—t)"+ (a1 + a2z + oo + apn) (=)L 4+ . Also,

~~

Terme vom Grad < n—2
a, = (-1)", und a,_1 = (—=1)"" (a1 + ax + ... + a,) wie wir behauptet
haben.
Wir miissen noch zeigen, dass ag = det(A).
Da ag=a, 0"+ ...+ a1 - 0+ ap = N4(0) ist, und da

Ra(0) " det(A — 0- Id) = det(A) ist, ist ap = det(A). 0



Def. Sei A eine (n x n)-Matrix. tr(A) := ai1 + ax + ... + an, heiBt Spur
(auf Englisch: trace, daher die Bezeichnung) von A.

Wichtige Bemerkung. Da (—1)""!tr(A) nach Lemma 25 ein
Koeffizient des charakteristischen Polynoms ist und charakteristische
Polynome von dhnlichen Matrizen nach Satz 28 gleich sind, haben
dhnliche Matrizen gleiche Spuren.

Philosophische Bemerkung: Wicht. Bemerkung sagt uns, dass
tr(B~*AB) = tr(A) ist. Probieren sie dies direkt (also rechnerisch) zu
zeigen! Es ist sehr kompliziert, fast unmdglich.

Man kann die Wicht. Bemerkung anwenden um zu beweisen, dass
zwei Matrizen NICHT &hnlich sind.

Bsp. Sind die Matrizen (3 ) und (3 }) hnlich? Nein! Sie haben

3 4 4
verschiedene Spuren. Ahnliche Matrizen miissen aber nach Satz 28 und
Lemma 25 gleiche Spuren haben.
Bsp. Sind die Matrizen (1 2) und (i 1) dhnlich? Nein! Sie haben

3 4 3
verschiedene Determinanten und die Determinante ist auch ein

Koeffizient des charakteristischen Polynoms (ndhmlich ag, siehe Lemma
25).



Def. Essei f:V — V ein Endomorphismus. A € R heift ein Eigenwert,
fallseseinv e V, v # 0, gibt, s.d. f(v) = Av. Ist \ ein Eigenwert, so
heiBt die Menge {v € V' s.d. f(v) = Av } der Eigenraum zum
Eigenwert A und wird mit Eigy bezeichnet.

Aquivalente Definition: Sei f = fa. Dann gilt: Eigy := Kerna_x.i4.
(Daraus folgt insbesondere, dass Eigy ein Untervektorraum ist, weil nach
Satz 12(b) der Kern einer linearen Abbildung ein Untervektorraum ist.)
Def. Eigenvektor zum Eigenwert A ist ein Element von Eigy welches
nicht O ist.

Bsp. Jedes v # q ist Eigenvektor von Id mit Eigenwert 1, weil
(ld—1-Id)v=0.



Die Matrix 1 2 hat Eigenvektor
A= 0 2

3

(0 2)(5) =051 5%) = (%) = ()

T = (_2) zum Eigenwert -2 denn



Bsp. Wir betrachten die Diagonalmatrix A :<1 2 )
3

Charaktersiches Polynom von A ist
t

Na = det(A—t - Id) = det(l’ . ) —(1-t)2- )3 1)
—t
Ich zeige, dass 2 ein Eigenwert von A ist. Analog kann man zeigen, dass
1 und 3 auch Eigenwerte sind. (Aus Satz 29 wird folgen, dass es keine
weitere Eigenwerte gibt. Satz 29 wird auBerdem eine machtige Methode
geben, die Eigenwerte auszurechnen. Jetzt machen wir es nach
Definition).
Um zu zeigen, dass 2 ein Eigenwert von A ist, muB ich zeigen, dass
Kern(A — 2 - Id) # {0} ist. Aber
(A=2-Id) = <1 2 )— <2 2 > = (71 0 )
3 2 1
-1 0

Weil ( 0 ) (1> =0, ist Kern(A —2 - Id) # {0} wie behauptet. Der

1 0

Vektor e = 1) ist ein Eigenvektor von A (mit Eigenwert 2). Auch jeder
0

Vektor A - e; mit A #£ 0 ist ein Eigenvekzor von A:

(A—2-Id)(Nes) = A(A—2 - Id)es = XD = 0.

(Fiir A=0ist A - ex KEIN Eingenvektor nach Definition.)



Wir berechnen jetzt den Eigenraum zum Eigenwert 2.

AuBer Vektoren der Form )\ - e; gibt es keine weitere Eigenvektoren
mit Eigenwert 2:

ist (A—2-Id)x =0, so ist

(_1 0 ) (;) (8) also ist x =z = 0.
1 z 0
Dann ist: Eigy = {(i) |\ e R} .

0



Satz 29 Es sei A die Matrix des Endomorphismus f : V — V. Dann gilt:
M\ ist g.d. ein Eigenwert von f, wenn X eine Nullstelle des
charakteristischen Polynoms N, ist.

Bemerkung Obwohl die darstellende Matrix von f von der Wahl der Basis
abhangt, hingen die Nullstellen von R4 nicht von der Wahl der Basis ab
(nach Folgerung oben).

Wiederholung: Wicht. Anw. der ersten Dimensionsformel — siehe
auch Hilsfsatz aus Vorl. 13 A sei eine n x n Matrix. Es gilt:

det(A) =0 < esgibteinv eR", v # 0, mit Av = 0.

Beweis von Satz 29. Wir betrachten die lineare Abbildung

fa—xid : R" = R", fa_x(x) := (A — Ald)x = Ax — Ax. Deren Matrix ist
A — Ald. Nach Wicht. Anw. der 1. Dimformel ist det(A — Ald) =0
g.d.w. es ein v # 0 gibt mit 0 = (A — AMd)v = Av — Av = f(v) — Av.
Also Na(A) =0 g.d.w. X ein Eigenwert von f ist. O



Anwendung von Satz 29.

Bsp. Wir betrachten die Matrix A :<1 2 )
3

Charaktersiches Polynom von A ist

NA:det(A—t-ld):det(l_ ) = (1-t)(2-t)(3—1).
3—-t

Die Nullstellen von X4 sind 1,2,3 (wenn wir t = 1,2, 3 einsetzen,

bekommen wir 0. Wenn wir t # 1,23 einsetzten, bekommen wir

Produkt von drei von 0 verschiedenen Zahlen, also nicht 0.)

Also sind 1,2, 3 die Eigenwert von A.



Bemerkung Eigenwerte von f5 werden wir auch Eigenwerte von A
nennen

Bsp. Der einzige Eigenwert von Id : R" — R" ist die Nullstelle des
Polynoms W,y = (1 — t)", also 1. Eig; = R".

Bsp. Einziger Eigenwert von 0 ist die Nullstelle von ¥g = (—t)",
also 0. Eigp = R".

A1
Bsp. Eigenwerte einer Diagonalmatrix ( ) sind die
A
Diagonalelemente );, die Eigenvektoren sind (u.a.) die

Basisvektoren ¢;



Frage Eine lineare Abbildung ist durch deren Matrix A gegeben. Wie
findet man Eigenwerte, Eigenvektoren, und Eigenraume?

1. Man konstruiere das charakteristische Polynom und finde dessen
Nullstellen A1, Ag,... (Nicht immer explizit mdglich)

2. Fiir jedes \; finde man Kerna_j,.;g =: Eigy, (man muss das lineare
Gleichungssystem (A — X - Id)x = 0 l6sen — immer moglich.)

Bsp. Die Eigenwerte von (;2 *52) sind die Nullstellen von
N(,Q ,2) = t2 — 3t +2 und somit \y =1, A\, = 2. Eigenvektoren und
6 5

Eigenraum von *62 *52 zu 1 finden wir, indem wir das LGS

<‘62 ‘52) (;) - 1(;) = (g) I6sen: die Losunsmenge ist

{t- (_23) | t € R}. Also ist (_23) u.a. ein Eigenvektor.
2 2

6 5

Eigenvektoren und Eigenraum von
das LGS (‘62 ‘52) (;) - 2(;) = (g) |6sen: die Lésunsmenge ist

{t- (‘21) | t € R}. Also ist (‘21> u.a. ein Eigenvektor.

zu 2 finden wir, indem wir



Exkurs: Polynomdivision mit Rest (Wiederholung)

Lemma 26. Seien f und g Polynome mit Grad(f) > Grad(g) > 0. Dann
gibt es Polynome g und r mit Grad(r) < Grad(f), sodass f =q-g+r.
Beweis. Sei f(x) =" jaix und g(x) = Y. bix', wobei a, # 0,
bm # 0 und n > m. Setzen wir g(x) = Z’—;x”_’", dann ist der Grad von
r:=(f — q- g) hochstens n. Der n-te Koeffizient verschwindet jedoch,
also ist Grad(r) < n. O
Bsp. zum Beweis. f = x3 4+ x?> + x + 2, g = x + 1. Wir haben:
f—1g=x34+x2+x+2-xX%(x+1)=x+2.

—~

Also f = x? (x4 1)+ x + 2. Wie gewollt ist Grad(r) < Grad(f).
‘q,( ) (r) (f)
g r 1 3



Satz 30. (Polynomdivision mit Rest). Fiir zwei Polynome f und g # 0
gibt es Polynome g und r mit Grad(r) < Grad(g),sodass f =q-g+r.
Bemerkung. Unterschied zu Lemma 26: in Lemma 26 ist

Grad(r) < Grad(f). Hier ist Grad(r) < Grad(g).

Beweis von Satz 30. Idee des Beweises: Durch iterierte Anwendung
von Lemma 26 kann der Grad des Restpolynoms r so lange verringert
werden, bis er kleiner als der Grad von g ist:

Nach Lemma 26 ist f = g1 - g + r1, wobei Grad(r1) < Grad(f). Falls
Grad(r) < Grad(g), sind wir fertig. Sonst ist nach Lemma 26
; schlieBlich f = g1 - g + =(q1+9)g+r.
———

Wir haben: Grad(r:) < Grad(n).

Falls Grad(r,) < Grad(g), sind wir fertig. Sonst ist nach Lemma 26

r=q, g+rs;schliesslich f =g g+ a3 g+ 3= (2 +q)g+r
—_————

mit Grad(r3) < Grad(r,) usw. Nach endlich vielen Schritten (nach

hochstens Grad(f) Schritten) bekommen wir Grad(r) < Grad(g). O



Bsp. zum Beweis. f = x3 + x?> + x + 2, g = x + 1. Den ersten Schritt
haben wir bereits in Bsp oben (nach Lemma 26) gemacht:
f= x? (x4 1)+ x + 2. Wir sehen, dass Grad(r1) ¢ Grad(g). Also ist
q1 g n
der 2. Schritt notwendig:
(weil x +1+1=x+2). Also
——

g
f=x3(x+1)+ =03+ 1) (x+1)+ . Wir sehen,
—_—————

q2 2

g
dass Grad(r;) < Grad(g). Also g=q2=x>+1lund r=r=1.



Dividieren Sie (mit Rest)

durch

20t —pd 4322 —r 41 2 22 42



Dividieren Sie (mit Rest)

2rt — 234322 —r 41 durch [, = )|

20t 2?1822 1= (22021 2—-2) (O +8) 4 Ta2 47
— 9zt 4 47% — 222 4 4z
328 +zx2432x+1
— 328+ 622 - 3246

722 +7




Sei P # 0 ein Polynom. Ist A € R eine Nullstelle von P, so existiert

genau ein Polynom Q mit P = (x — \)Q.

Ferner gilt Grad(Q) = Grad(P) — 1.

Beweis: Polynomdivision mit Rest von P durch (x — \) ergibt

@, R sodass P = (x — A)Q + R. Der Rest R hat Grad

< Grad(x — A) =1 und ist deswegen ein Skalar r € R. Da \ eine

Nullstelle von P ist, ist 0 = P(A\) = (A= A)Q(\) + R(\) = r und
\Wio—/ \:-/

somit P = (x — A)Q. Also ist

Grad(P) = Grad(x — A\) + Grad(Q) = 1 + Grad(Q). O



Wenn man eine Nullstelle eines Polynoms kennt (z.B. wenn man
sie erraten hat), kann man Polynomdivision benutzen, um weitere
Nullstellen zu finden.
Bsp. Sei P = x* — x3 —5x? + x + 4. Ich habe eine Nullstelle
erraten: x = —1 ist eine Nullstelle. Dann ist P = (x + 1) - Q, wobei
Q ein Polynom vom Grad 3 ist. Wir dividieren P durch (x + 1) um
Q zu bestimmen: Q = x3 —2x%2 —3x + 4. Ich habe auch eine
Nullstelle von @ erraten: x = 1 ist eine Nullstelle. Dividieren von @
durch (x — 1) ergibt x> — x — 4; aéso

/
P=(x+1)Q=(x+1)(x—1)(x —Q>l< —4). Da Polynom Q
quadratisch ist, kénnen wir die Nullstellen von Q" mit der
p — g—Formel finden: x. = 1/2 4 1/2/17.
Also sind Lj 1/2+1/2V17,1/2 — 1/2V/17 die Nullstellen von

erraten mit Polynomdivision gefunden

P.



Lemma 28 Jedes Polynom P von Grad n hat héchstens n paarweise
verschiedene Nullstellen.

Folgerung. Ist n = dim(V), so hat jeder Endomorphismus f : V — V
héchstens n paarweise verschiedene Eigenwerte.

Beweis der Folgerung. Nach Lemma 25 ist Grad(Xf) = n, nach Lemma
28 hat dann Ny héchstens n paarweise verschiedene Nullstellen. Nach
Satz 29 sind die Nullstellen von ¢ genau die Eigenwerte von f. O

Beweis von Lemma 28. Wir beweisen, dass ein Polynom P # 0 vom
Grad n hohstens n verschidenen Nullstellen hat. Induktion nach

n = Grad(P):

[LA: Firn=0ist P=r R\ {0} = P hat keine Nullstelle.

[.V.: Die Aussage sei richtig fiir ein n — 1.

I.S.: Z.z., dass die Aussage auch fiir n stimmt. Hat P keine Nullstelle,so
ist k = 0 und die Aussage trivial.Ist dagegen A eine Nullstelle von P,
dann existiert ein Polynom Q mit Grad(Q) =n—1und P=(x—\)- Q.
Jede andere Nullstelle o # A von P ist auch Nullstelle von @. Nach IV
hat @ hochstens n — 1 verschiedene Nullstellen. = P hat hochstens n
verschiedene Nullstellen. O



Satz 31 Seif:V — V ein Endomorphismus. Seien vy, ...,vyp, € V
Eigenvektoren von f zu den paarweise verschiedenen Ay, ..., A\, € R.
Dann sind vi, ..., vy, linear unabhangig.
Beweis. Induktion nach m:
ILA. Sei m=1. Da vy # 0, ist {v;} linear unabhingig.
I.V. Satz sei richtig fiir m — 1.
I.S. Sei a1vq + ... + amVm = 0, (%)
wobei a; € R. Z. z:.0=a; = ... = ap.
Wir haben: 0 = £(0) = f(ayvq + ... + amvp) =
af(v)) + ... + amf(vim) Det. Biggnvektor Wir ziehen
Am mal die Gleichung (%) ab: Wir bekommen:

. Nach L.V.
sind die Vektoren vy, ..., v, _1 linear unabhangig. Dann sind alle
Koeffizienten =0, also a1, a2,...am—1 =0, und (%)

——
#0Nach Voraussetz.

lautet ap, v, = 0. Dann ist auch am = 0.



Def. Ein Endomorphismus f : V. — V heiBt diagonalisierbar, falls seine
Matrix in einer Basis Diagonalgestalt hat ( = nur die Diagonalelemente
kénnen von 0 verschieden sein.) Eine quadratische Matrix A ist
diagonalisierbar, falls deren Endomorphismus fa diagonalisierbar ist.
(Aquivalent: falls sie zu einer diagonalen Matrix shnlich ist)

Satz 32 Ein Endomorphismus von einem endlichdimensionalen V ist g.d.
diagonalisierbar, wenn es eine Basis gibt, s.d. jeder Basisvektor ein
Eigenvektor ist. Ferner gilt: die darstellende Matrix des Endomorphismus
in dieser Basis ist diagonal; auf dem (i, )—Platz der Diagonale steht der
Eigenwert von i—ten Basisvektor

Beweis. Zuerst “=". Ist ein Endomorphismus diagonalisierbar, so gibt
es eine Basis (b, ..., b,), s.d. die Matrix des Endomorphismus diagonal

A1
ist: A= ( ) . Dann ist f(b;) = \; b; (weil die Koordinaten von
A

f(b;) in der Basis (Igl, ..., bp) die i—te Spalte von A bilden, also
f(b,') =0-by+...+Ajbj+...+0-b, = /\,‘b,‘).

“

<= ". Sind die Basisvektoren b; Eigenvektoren, so ist

f(b,') =A\ibi=0b;+...+Xjbj+...4+0b,, also ist \; - ¢; der
Koordinatenvektor von f(b;) in der Basis (by, ..., b,)und die Matrix der
Abbildung ist eine Diagonalmatrix. O



Folgerung Ist dim(V) = n und hat der Endormorphismus f : V — V

n paarweise verschiedene Eigenwerte, dann ist f diagonalisierbar.
Beweis. Seien vy, ..., v, Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen
Eigenwerten. Satz 31 liefert nun, dass sie linear unabhiangig sind. Wegen
dim(V) = n folgt, dass sie eine Basis von V bilden. Nach Satz 32 ist
dann der Endomorphismus diagonalisierbar. O

Bsp. A :(*62 ;2) ist diagonalisierbar. Tatsachlich, wie wir oben

gezeigt haben, hat N<,2 ,2) = t2 — 3t + 2 zwei Nullstellen 1 und 2.
6 5

Oben haben wir auch die Eigenvektoren zum Eigenwert 1 und
zum Eigenwert 2 gefunden. Dann muss die darstellende Matrix bzgl. der
Basis ( , ) diagonal sein. Wir rechnen das nach: die
Transformationsmatrix B ist

Nach der Folgerung vom Anfang dieser Vorlesung ist die darst. Matrix

von f4 in der neuen Basis ( , ) gleich

A=G -0 HE DE D@ D



Nicht alle Matrizen sind diagonalisierbar

Bsp. (g (1)) ist nicht diagonalisierbar. Tatsichlich,
) = t2.

N(o 1 = det(_ot _1
Wir haben nur eine Nullstelle A = 0. Kann man eine Basis aus

0 0
Eigenvektoren finden? Nein, denn Kern (0 1 hat nach der
0 0

Dimensionsformel die Dimension 2 — 1 =1. Also gibt es
=~
dim(V)  rk(A)
keine zwei linear unabhangigen Eigenvektoren und die Matrix ist
nach Satz 32 nicht diagonalisierbar.

t



Bemerkung Satz 32 enthilt auch die Information, wie man die
Basis findet, in welcher die Matrix einer gegebenen Abbildung
diagonal ist, falls das charakteristische Polynom n = dim(V)
verschiedene Eigenwerte hat: die Basisvektoren sind die
Eigenvektoren. Wenn man zur Basis libergeht sodass die
Basisvektoren Eigenvektoren sind, wird die Matrix diagonal, und
auf der Diagonale werden die entsprechende Eigenwerte stehen.
Wenn die lineare Abbildung mit einer Matrix A gegeben ist, die
Transformationsmatrix B sodass B~1AB = Diagonalmatriz ist, ist
die Matrix deren Spalten die Eigenvektoren sind.



1 2
Gegeben sei die Abbildung ¢ :[R* — R* durch die darstellende Matrix A :‘ 5 ] .
\ )
Ich bestimme nun eine Basis vom R aus Eigenvektoren von @ . Sprich: Wir diagonalisieren
die Matrix A,

Daflir verschaffe ich mir zunachst einen Uberblick tiber die méglichen Eigenwerte.

-1 2
det ‘ s A:(1—1)2—4:()@(1—&)1:4@1—A:i2

Also die Eigenwerte sind —1,3. Wir suchen zuerst einen Eigenvektor zu —1.
Nun missen die Eigenvektoren bestimmt werden. Aligemein geht dies mit dem Lésen eines
LGS mit Hilfe des GaulR-Algorithmus.

Es muss Kern(A+1eld ) geldst werden, also zundchst einmal das Gleichungssystem:

r’_-_‘-\
(4+1eld) | ™ =0
\ X5 )
f1 2% 1 oy 8 2 2% (%)
i+ = o= § —
0 0
2 1)70 1) | 2 2) \x,)

= 2x+2x,=0

Es gibt also unendlich viele Lasungen, WIf wahlen eine
(%) ,{’*1“.

(%) 1)




Analog ergibt sich:
(4—3eid )[

“}:U
X, )

(0 -2 20

—-2x, +2x, =0

Es gibt also unendlich viele Losungen, Wir wahlen eine

o



Die Basis in der f4 diagonal ist, ist deswegen <<11>, >

-1
Die Transformationsmatrix B ist daher ( ) ) Dann muss

B-1AB diagonal sein. Um zu priifen, ob wir uns nicht verrechnen
haben, rechnen wir nach:
-1 1 \'/1 2 -1 1 —1/2  1/2 12 -1 1
1 1 2 1 1 1 B 1/2 1/2 2 1 1 1 B
—1 0 . .
wie es sein sollte.
0 3



Anwendung Sei A eine diagonalisierbare Matrix. Wie kann man A¥ fiir
beliebiges k ausrechnen?

1. Finde eine Matrix B s.d. B~1AB diagonal ist, also B lAB :=A\=

A1
( ) Wir haben BAB~! = A. (Nicht immer moglich)
An
2. Damnist AKk=A-A....-A =B Bl=
—_—
k Stuck

B\N'B7l=B- -B'=B- -B~L.



Bsp. Die Fibonacci-Folge f, ist definiert durch zwei Anfangswerte
fo :=0, fi :== 1 und die rekursive Formel f,,» = f,41 + f,. Wie sieht eine
explizite Formel fiir diese Folge aus?
Trick: Wir stellen die rekursive Vorschrift in Matrixsprache dar und 16sen
das Problem mit den heute gelernten Methoden. Dazu setzen wir
Vy 1= (f"al) € R?, es gilt dann v, .1 = G (1)) Vy = (f"t%jl ’">, also

——

=A
Vo =Av, 1 =A-A v, 0 =...= A = A"(]).
Rechnen wir jetzt die Matrix A” aus. Die Eigenwerte von A sind die
Nullstellen von R4 = det(lzt jt) =(1—-t)(~-t)—1=t>—t—1und

somit Ay = %@ Nach Folgerung aus Satz 32 ist die Matrix
diagonalisierbar. Ein Eigenvektor zu Ay ist eine (nichtriviale) Lésung des
linearen Gleichungssystems (G é) ) Wi /d) (;) - (8) =

1

A-dex+ty=0= (5)=t- (,," ).



Also sind die Basisvektoren, fiir die die Abbildung eine diagonale Matrix

hat, (le 1) und und die Abbildung hat in dieser Basis die
. . . . 1 1
Matrix (*O* AO_). Die Matrix B ist ()\+171 ): ( s o >

B1l— _1_ (A -1 -1\_, LY g
R EED VIR ¢ 1)~ 71;\/5 1

Dann ist (s. Anwendung )

Ak =

B 1 1
B.(M 2).3—1:< )
0 A —1+6 —1—+5

2 2

1+V5 k 0 145 * *
(( ’ ) (1\/5)5) % < NN ,11 ) = ((Hz\/g)k 1_2\/5),( *)
V5

0

Da (fk“) = Ak((1)>, ist f = —( : 7 ) .

fi



