Anwendung: Teilbarkeitsregeln im Dezimalsystem

Seien ap, ap_1, ..., € {0, ...,9}.

app_1...aq sei die Zahl o, - 10" + ... + ag.

(Bsp. 237 =2-100+3-10+ 7).

Frage: 2 : a,a,_1...a07 (In Worten: teilt 2 die Zahl a,cp—1...c00)?
Die Antwort wissen Sie seit der Schule (die Zahl ist gerade g.d.w. die
letze Ziffer 0,2,4,6, oder 8 ist); jetzt werden wir diese Antwort beweisen;
die Methode erlaubt es uns, Teilbarkeitsregeln fiir beliebige Zahl selber zu
konstruieren.

Frage umformulieren: Ist [a,cp—1...c9] = [0] in Zy7?

Weil [a] = [0] (in Z2) g.dw.2 i a—0.

Frage umformulieren: Ist [o, - 10"+ ...+ g - 1] = [0] in Z»?
Ausrechnen:

mod 2 mod 2
[an - 10" + ...+ g - 1] = [ - 10”] —|— .. + [ao 1]
mod 2 n mod 2 mod 2 mc mod mod 2
= |ap o 0
[an] [107] + T 0] 10] " F [ao] (1]
mod2 mod 2 mod 2 mc (I 2 mod 2 m0d2
= [en] o] " TF  o] 0]+ [oo] (1]

=[an- 04+ ...+ a1 0+ ap-1] = [a]

Antwort: [apan_1...0] = [0] <= [ag] = [0] in Z»

Antwort umformulieren: «,q,_1...aq ist g.d. durch 2 teilbar, wenn «q
durch 2 teilbar ist.



Frage: 3 : a,a,_1..aq7?

Frage umformulieren: Ist [o, - 10" + ...+ g - 1] = [0] in Z3?
mod 3 mod 3 mod 3

Wir rechnen [10X] = [10] [10] [10] in Z3 aus:
k mal
L1l |
0 B
1 O =3B-3+10 =[]
2 [10%] = [10] - [10] = [1] - [1] =[]
3 || [10°=(10°-10] = [1] - (1] = [1]
Deswegen:
[on - 10" + ...+ g - 10—|—a0 1]
mod 3 mod 3 mod mod 3 mod mod 3
=[] [10"] + ... + [ 1] [10] + [ao]
mod 3 mod 3 mod 3 mod 3 mod 3 mod 3
= [an] 1+ .. + [o] (1] + [oo] -

= [an+ ... + a1 + o).

Antwort: a,a,_1...q ist g.d. durch 3 teilbar, wenn o, + ap_1 + ...

durch 3 teilbar ist.



Frage: 4 : a,op_1...00? Ist [apan_1...c0] = [0] in Z4?
Ausrechnen 10X in Zg:

l I |
0]

(1) ol Antwort: a,a,_1... ist g.d. durch 4 teil-
2 2] mod 4 2] = [0] bar, wenn 2 - vy + o9 durch 4 teilbar ist.
mod 4
3 Rl [O=[0] Bsp. 16 ist durch 4 teilbar, da2-14+1-6 = 8
: : durch 4 teilbar ist.
>3 || ™ =0
[an- 10"+ ..+ a1 - 10 ag - 1]
mo mod 4 mod 4 mo mod 4 mo
= [o] " 1107 TR o] " 10 TF o] ™ 1)
mod mod 4 mod 4 mod mod 4 mod
= [on] "0 T [an] M) a0 M ]

= [2-0&1 +0¢0].



Frage: 7 | a,ap_1...007
Ausrechnen 10X in Z7:

l [ l

0 ]
T B3
2 [1‘""dd77 B =(9 = 2]
3 [ _pl=E=[1 |Bsp. 9387480337 305649 st
4 IE’(])M (=1 =[~3 durch 7 teilbar, weil
5 B ™ -2 ] 1.943.442.6-1-5-3-0-2-3
6 (37 =6 =11
: 4+1-7+3-34+2-3-1-0-3-8—2-4
6k
I [[131] +1:7+3-84+2:3-1-9-3.0-2-0
6k + 2 Al = 42 durch 7 teilbar ist.
6k + 3 —1
6k + 4 -3
6k +5 —2
Antwort: ap...g ist  gd. durch 7 teilbar, wenn (in Z7)

10°- o+ 101 - p +10% - ap + 103 - a3 + 10* - o + 10° - 05 + ...+
106k ek + 106k+1 Qg1 + 106k+2 Qs + 106k+3 - lks3 + 106k+4 - pkra +

100K+5 . k45 + ... in:Z7 ag + 3a1 + 200 — a3 — 3a4 — 205

+.oo + gk + 36kr1 + 206k12 — Qo3 — 306k14 — 2006k45 T ...
gleich Null (in Z7) ist; also wenn das, was rechts steht, durch 7 teilbar ist.



Teilbarkeitsregel fiir 37. Hinweis: 37 : 999 = 1000 — 1.



Mit diesen Methoden kann man mehrere

Zahlentheoretische Aufgaben |osen

BspAufgabe: Z.z.: 27 : 10" +18n—1. Umformulieren: Z.z.:
[10" +18n — 1] = [0] in Zo7
Ausrechnen in Zo7 :

l k ” [10%] in Zoy l

0 [1]
1 [10]
2 [100] = [4 - 27 — 8] = [—§]
3 [10] - [-8] = [-81 + 1] = [1]
3k [1]

3k+1 [10]

3k+2 [-8]

Fiir n =3k ist [103* +18 -3 - k- 1] =[14+0—1] = [0],

Fir n=3k+ 1 ist

[103FF1 418 (3 k + 1) —1] = [10+ 18 — 1] = [27] = [0],

Fiir n =3k 4+ 2 ist

[103%+2 418 (3 - k +2)—1] =[-8+ 18 -2 —1] = [27] = [0]. O



Def. Seien a, b € Z. Grosster gemeinsamer Teiler von a, b (Bezeichnung:
ggT(a,b) ) ist die grosste Zahl m e N s.d. m : aund m : b. ggT(a,b)
existiert g.d.w. (a, b) # (0,0). Ist ggT(a, b) = 1, so heiBen a und b
teilerfremd.

Satz A5 Seien a,b € Z, (a, b) # (0,0). Dann gilt: Es gibt n,m € Z s.d.
na+ mb = ggT(a,b).

Wir beweisen zuerst die folgende

Hilfsaussage: ggT(a,b) =ggT(a— b,b). (%)

Tatsichlich, kxlez"’a und = (k1 jk;)j;‘i b,

also die Menge

A := {alle gem. Teiler von a, b} ist eine Teilmenge von

B := {alle gem. Teiler von a — b, b} (d.h., A C B).

Analog gilt:

x i a—b und
kix =a—b

also die Menge

A := {alle gem. Teiler von a, b} enthilt alle Elemente von

B := {alle gem. Teiler von a — b, b} (d.h., AD B).

Also, A = B, und die grossten Elemente der Mengen sind ebenfalls gleich.

b

= X
= (ki +k)x = b,



’ Satz A5 Seien a, b € Z, (a, b) # (0, 0). Dann gilt: Es gibt n,m € Z s.d. na+ mb — ggT(a, b). ‘
Beweis des Satzes: OBdA ist a > 0, b > 0. Induktion in N := a+ b.

IA Falls N = a+ b = 2, ist der Satz offensichtlich.

IV Angenommen fiir alle a, b€ Z, a>0, b>0, a+ b < N gibtesn,m
s.d. na+ bm = ggT(a, b).

ISZ.z.:Firallea,becZ, a>0b>0, a+b=N+1gibtesn,ms.d.
na+ bm = ggT(a, b).

Ist a = b, so ist die Aussage offensichlich: 1-a+0-b = ggT(a, b).
Angenommen, a # b, oBdA sei a > b. Nach (IV) und Hilfsaussage gibt

esn,mysd.n-(a—b)+my-b=ggT(a— b,b) © ggT(a, b). Also,

na+ (my —n)b=ggT(a,b), O
~——

m



Def. Ein kommutativer Ring (K, -, 4) heiBt ein Korper, falls
(K\ {0},-) eine Gruppe ist, wobei 0 das neutrale Element in (K, +) ist.

Bemerkung. Die Gruppe (K \ {0}, ) ist automatische abel’sch, weil ,,-*
kommutativ ist.

BSp. (@7 Y +)' (Rv K +)' ((Cv ) +) sind Kt')rper.



mod q mod q

Sazt A6. (Zg, , + )ist g.d. ein Kérper, wenn g eine Primzahl ist.

(R1) (K, +) ist eine abel'sche Gruppe, deren neutrales Element werden wir mit 0 bezeichen;

(R2) die Multiplikation ,,- “ ist assoziativ und kommutativ.

(R3) es gilt das Distributivgesetz, d. h. fiir alle a, b,c € Kista- (b+c)=a-b+a-c.

. . . . mod mod q
Beweis <—: Angenommen: q ist eine Primzahl. Z.z.: (Z,, ” q, +)

. . .. mod mod q_ . . .
ist ein Kérper. (Zq, - ©, + ) ist ein kommutativer Ring. Z.z.:
mod q

(Zg \ {[0]}, - ") ist eine Gruppe.
(G1) ist nach Definition des Rings erfiillt, siehe (R2).

(G2) [1] ist ein neutrales Element bzgl. med .

(G3) Z.z. Fiir jeden [a] # [0] gibt es ein n mit [n- a] = [1]. Da g eine

Primzahl ist, ist ggT(q,a) € {1,q}. Ist ggT(q,a) =g, so q : a, also

[a] = [0]. Ist ggT (g, a) = 1, so gibt es nach Satz A5 die Zahlen n, m mit

l=m-qg+n-a.Dann[l]=[m-qg+n-a]=[n-a] (d.h., nistein

inverses Element zu a). Offensichtlich, ist [n] # [0]. (G3) ist bewiesen.

Daraus folgt auch, dass die Operation ,, - * wohldefiniert ist: wenn

[a] # [0] und [b] # [0] sind, ist [a] - [b] ebenfalls nicht 0. In der Tat, wir

nehmen n mit [n] - [a] = [1]. Ist [a] - [b] = [0], so ist [n] - [a] -[b] = [n] - [O];
[

daraus folgt dass [b] = [0] was uns ein Widerspruch gibt. O



mod q mod g
Sazt A6. (Zq, - , + ) ist g.d. ein Kérper, wenn q eine Primzahl ist.

Beweis =—>. Z.z.: ist K eine Korper, so ist g eine Primzahl. Sei
g = m-n, wobei n# q,. Dann ist [q] = [m - n], also

Dann gllt 0] Lemrga A4 "‘Qd q ([n]fl) = [m] [n]
[m] =0], also m = gq.

mod q mod q

() = [m], also




Bitte uben

Was ist [2] 71 in Zs?
Antwort: [3], weil [3] - [2] = [6] = [1].



. ... Def. Sei (K,+,-) ein Kdrper. Eine
Wiederholung: (Hauptdefinition Menge V' mit Abbildungen
aus Vorl. 3:) Vektorraum ist eine IRVIVEVIRGY.

Menge V' mit zwei Abbildungen .\, .y,

TV XV o5 V,iotRxV = heiBt ein Vektorraum tiber K, falls die

4 Sd d.ie folg"ende Eigenschaften folgende Eigenschaften erfiillt sind (fiir
erfiillt sind (fiir alle u,v,w € V, , =~ €V, A€ K)

A p € R).

l (u+v)+w=u+(v+w) Il (u+v)+w=u+(v+w)

Il u+v=v+u
Il u+v=v+u .
Il Es existiert ein 0 € V, s. d.

Il Es existiert ein 0 € V, s. d. O+v=yv

6+v: v
IV Fiir jedes v € V es existiert ein
—veV,s.d —v+v=0

V(v = A(pv)
VI (A + p)v = (Av + pv)
VI A(u+ v) = Au+ v

Vil B VIII 1v = v (Wobei 1 das neutrale
lv=v Element in (K, -) ist.)

IV Es existiert ein —v € V, s.
d —-v+v=0

V- (Au)v = A(pv)
VI (A + p)v = (Av + pv)
VIE AMu+v) = Au+ Av



Am Anfang des Kurses haben wir in Beweisen nur Eigenschaften 1-VIII
benutzt. Deswegen sind alle Aussagen, die wir in diesen Vorlesungen
bewiesen haben, auch fiir Vektorrdume iiber beliebigen Korpern giiltig
(und die Beweise fiir beliebige Kérper wiederholen buchstéblich die
Beweise fiir K = R). Das war auch ein Grund, warum ich das Wort
»Skalare" statt ,reelle Zahlen" benutzt habe — der einzige Unterschied ist
jetzt, dass skalare Elemente aus K sind.

Das betrifft u.a.: Allgemeine Theorie von Vektorrdumen,
Untervektorrdumen, Basis, Dimension, lineare Abbildungen, Matrizen,
Determinante, Behandlung linearer Gleichungssysteme, Eigenwerte,
Eigenvektoren, Diagonalisierbarkeit.

Es gibt auch Aussagen, die tatsdchlich einige Eigenschaften von R
verwenden und deswegen nicht iiber einem beliebigen Korper richtig sind
(wir haben aber diese Aussagen noch nicht gehabt:

Bsp. In jedem Vektorraum iiber R gilt: Ist v # 0, soist v+ v #+ 0.
Diese Aussage ist aber falsch in den Vektorraumen iiber Z,:

InderTat:v—|—v2(1+1)v:2v:0v:6.



K—Vektorraum K”

Bsp. Sei (K, -, +) ein Kérper. K" =K x ... X K ist die Menge von
—_———

n  Stuck
x1

X1 71 X1ty
:) mit den Operationen (>+()( : )
Xn Xn Yn Xn + ¥n

X1 Axy
A () = ( : ) — dasselbe wir friiher; die Elemente x;, y; und X\ liegen jetzt

n—Tupeln (

Xn Axp

in K.



Rechnen Sie bitte selbst

> In (Zs)?® addieren Sie (i) und (2)
3

2

» Berechnen Sie det (g f) € Mat(2,2,Zs).

in Zs

Antwort: det@ f):4—9 =°44+1=5=0.

» Finden Sie den Eigenvektor zum Eigenwert 0 von
(4 f) € Mat(2,2,Zs).

3
Antwort: Dazu miissen wir das System (g f) (;) - (g fi) - (g)
I6sen, z.B. mit Gauss-Algorithmus. Substrahiere Zeile; von Zeile;

und ersetze 4 mit —1 und 3 mit —2 in Zeile; ergibt
(:i :g) - (g) Dann ist jeder Vektor <;> mit x = —2y eine

Losung. Also ist <‘12) ein Eigenvektor. Um sicher zu gehen kann

L[4 3\ [(—2\ _ (-8+3\ nZs /g
man nachrechnen: (3 1)<1)_(76+1> L <0>



Satz 11 (Hauptsatz der linearen Algebra) Zwei endlichdimensionale
Vektorrdume iiber einem Kérper sind genau dann isomorph, wenn sie
gleiche Dimension haben.



Bitte uben

Satz 11 (Hauptsatz der linearen Algebra) Zwei endlichdimensionale Vektorriume iiber einem Kérper
sind genau dann isomorph, wenn sie gleiche Dimension haben.

Frage: Gibt es einen Vektorraum, der aus 2 Punkten besteht? JA! Fir
K = Z, ist K! ein Vektorraum; Anzahl von Punkten in K ist 2.

Frage. Gibt es einen Vektorraum, der aus 4 Punkten besteht? JA! Fir
K = Z, ist K2 = (Z,)* ein Vektorraum; Anzahl von Punkten in K2 ist
die Anzahl von 2—Zeiligen Vektoren mit sodass Eintrage in der
2-Elemetiger Menge Z; ist, also 4.

Noch eine Frage fiir Sie: Gibt es einen Vektorraum, der aus 6 Punkten
besteht? Nein; ist aber nicht trivial (in dem Fall muss K endlich sein;
man kann zeigen, dass # K ein Primzahlpotenz ist; und deswegen muss
die Anzahl von Elementen in einem endlichen Vektorraum
Primzahlpotenz sein und kann deswegen nicht 6 sein.




