Lernziele der 12. Woche

Die Studierenden sollen:

» die Definitionen von Bilinearformen, symmetrischen
Bilinearformen und Skalarprodukten kennen und anwenden
konnen.

» bilineare Formen mithilfe der Grammschen Matrix darstellen
und beweisen konnen, dass jede Bilinearform auf diese Weise
dargestellt werden kann und dass die Grammsche Matrix
eindeutig ist.

» die Transformationsregel fiir Grammsche Matrizen kennen und
herleiten konnen.

> zeigen kdnnen, dass jedes Skalarprodukt in einer Basis
(genannt orthonormale Basis) als Standard-Skalarprodukt
dargestellt werden kann.

P eine orthonormale Basis mithilfe des Gram-Schmidtschen
Orthogonalisierungsverfahrens bestimmen kdnnen.



Abschnitt: (symmetrische) Bilinearformen

Def. Es seien (V,+,:) ein K-Vektorraum, u, v’, u”, v, v’, v’ beliebige
Vektoren aus V und X, A" € K beliebiege Skalare. Eine Bilinearform auf
V ist eine Abbildung o : V x V — K mit der Eigenschaft

(Bilinearitat) o(Nv' + X'u",v) = No(v',v)+ N'o(u",v),

a(u, N'v + X'V") = No(u,v') + No(u,v").

(Symmetrie) Eine Bilinearform o heiit symmetrisch, falls Vu, v € V gilt
o(u,v) =o(v,u).

Bemerkung o(0,v) = o(u,0) = 0. Tatsichlich,

o(0,v) =c(0- 0,v) "= 0. 4(0,v) = 0.



Bsp. (Standard-Skalarprodukt) auf R” (oder K"). Fiir und

y1
y:(;) setze o(x,¥) = x1y1 + oo + X, Yn-
Yn

Das ist eine symmetrische Bilinearform

Symmetrie ist offensichtlich (weil x;y; = yix;).

Bilinearitat:

o(NX" + XX y)y = (Vx| + N'xDys + oo + (VX + XX )y =
=Nx{yi+ o F Ny A X+ N Xy, =

=No(x,y) + N'o(x", y).

Linearitdt bzgl. 2tem Eintrag zeigt man analog.



Bsp. 0 : R? x R? — R sei wie folgt definiert:

Fir x = (2) €R?und y = (ﬁ) € R? setzen wir

a(x,y) = x1y2 — xay1-

Das ist eine Bilinearform: Linearitdt zeigt man wie im Beispiel oben:
a(N X'+ N X y) =N oxiya = N gy + N Xy = Ny

Ao (xy) Aa(x,y)
Die Bilinearform ¢ ist aber nicht symmetrisch:

Nach Definition ist o(x,y) = x1y2 — xoy1 und

oy, x) =y —ypa = — (ayz2 —on) = —o(x, y).
AIsoa( 7(3)) —1.1- .0:17&0((2), ): 0-1-1=-1,
was zeigt, dass o nicht symmetrisch ist.

Bemerkung. Die Bilinearformen mit Eigenschaft o(u, v) = —o(v, u)
heissen anti- oder skew- oder schiefsymmetrisch.



Hauptbeispiel:

Sei B := (b, ..., by) eine Basis in V. Sei A € Mat(n, n,K). Wir
identifizieren Mat(n,1,K) mit K" und Mat(1,1,K) mit K und definieren

oa:V xV — K wie folgt: Fiir die Vektoren u, v mit Koordinaten
X1 y1i

Cg(u) == x :—(;)6 K" bzw. Cg(v) =y —(5)6 K" setze

Xn Yn

ail aln y1
oa(u,v) = x*Ay = 4. x) ( : : ) () € Mat(1,1,K) = K.
anl ann Yn

(In einer Formel: oa(u,v) = (Cg(u))*ACg(v).)

Bsp. Fiir V = R? mit der Standard-Basis (e;, e;) und A = Id ist

o ((2).(2) = (3 2 (1) =6am (%) = Gays +xay2) (Dies ist
das Standard-Skalarprodukt in R?).

Die Form o4 ist bilinear: Tatsachlich,

O-A(A/ul + )\HUH7 V) — (A/X/ + )\NXH)tAy — (A/X/t + )\//X//t)Ay —
Nx"TAy + N'x"tAy = Noa(u',v) + XN'oa(u”, v).

Linearitat bzgl. zweiter Variable ist dhnlich.

Noch einmal: wir brauchen die folgenden Daten fiir o4: eine Matrix A
und eine Basis.



Berechnen Sie bitte selbst: o4(x, y)

. 1 -1 1 —2 e
wobei A_<1 0 ) X = <2> y = ( 0 > (alles ist tiber R).

Antwort: (1 2) G _01) <_02> =3 -1) <_02> = (-6).



Bsp. Wir betrachten das Bilinearprodukt aus dem anderen Beispiel oben:

o(x,y) = xy2 = oy
Diese Bilinearform kann man auch wie im Hauptbeispiel darstellen. Die
entsprechende Matrix ist (fl 1) (und die entsprechende Basis ist die

0
Standardbasis):

(—01 é)(ﬁ) = (_yil) =y — oy =o(x,y).



Lemma 29 Die Bilinearform o ist symmetrisch <= A* = A. (Solche
Matrizen heiBen symmetrische Matrizen)

Bsp: symmetrische Matrizen.

22 2 7 4 5 *11 %12 *1n
A=|2 14 5 B= s - [F12 *22 " *2n
7 57 5 3 e

X, X, ... X
1n "2n nn|

Bsp. Wir haben gesehen, dass das Standard-Skalarprodukt, also die
Bilinearform

) o[ J()oneve

symmetrisch ist. Die Matrix /d ist offensichtlich auch symmetrisch.

Bsp. Wir haben gesehen, dass die Bilinearform o(x,y) = x1y» — xoy
nicht symmetrisch ist.

Die Matrix A fiir diese Bilinearform haben wir ebenfalls konstruiert:
A= (fl (1)) diese Matrix ist NICHT symmetrisch, weil A* = —A # A.



Beweis in |,

Lemma 29 Die Bilinearform o4 ist symmetrisch <= A' = A. (Solche Matrizen heiBen symmetrische
Matrizen)

Wiederholung — (Rechenregel fiir das Produkt transponierter Matrizen) :
(AB)t = BAL.

Beweis in ,,<=". Angenommen, A" = A. Setzen wir ca(u,v) = a. Z.z.:
oa(v,u) = a. Seien x = C(u) € R" und y = C(v) € R" die
Koordinatenvektoren von u und v. Nach Definition ist

Mat(1,1) 5 (o) % xtAy (%)

Wir transponieren die beiden Seiten der Gleichung (x). Da («)! = (),
(a) _ (XtAy)t Reche:nregel ytAt(Xt)t weil (xt)t = X:und Al = A ist ytAX _

oa(v,u).
Also oa(u,v) = a = oa(v,u) und o4 ist daher symmetrisch.



Beweis in ,—

Wicht. Frage vor dem Beweis: Was ist oa(bj, b;)?
0

Antwort: Wir wissen, dass C(bj) =ej = | 1| <« Platz j ist. Dann

gilt:
arl ayj ain 0
oa(bi,bj)= ©.. 1 .o|an . a .. an||1| «Platz;
~
Platz i . . . .
an1 anj ann 0
ayj
= (0... 1 - 0) | a | = ajj-
Platz i .

a,,j

Beweis von = in Lemmas 29: Angennommen, o4 ist symmetrisch. Dann
ist (TA(b,'7 bj) = O'A(bj, b,) Dann ist ajj = aji, und deswegen At = A O



Jede Bilinearform ist wie in HauptBsp.

Satz 33. Sei (b, ..., by) eine Basis in einem K— Vektorraum V. Dann gilt:
fiir jede Bilinearform o auf V gibt es genau ein A € Mat(n, n), so dass
o = oa. Ferner gilt: das Element (i, j) der Matrix A ist gleich o(bj, b;).

Die Matrix A = (aj;) = o(bj, bj) heiBt die Matrix der Bilinearform oder
Gramsche Matrix.

Bsp. Wir haben gesehen, dass die Gramsche Matrix des
Standard-Skalarprodukts bzgl. der Standardbasis,
o(x,y) == xiy1 + ... + Xnyn, gleich Id ist
Y1
(weil xt Id y = (x - - ~X,,)(Z) =Xx1)1 + ... + Xn¥Yn)
Yn
Man kann Sie auch mit der im Satz vorgeschlagenen Regel konstruieren:
(7,j)—Element ist
firi=j o(e,e)=0-0+...41-1+...40:-0=1
firi#j o(e,e)=0-0+..41-04+..40-14+..40-0=0
wie in der Einheitsmatrix.



Satz 33. Sei (by, ..., by) eine Basis in einem K— Vektorraum V. Dann gilt: fiir jede Bilinearform o auf
V gibt es genau ein A € Mat(n, n), so dass o = o 4. Ferner gilt: das Element (i, j) der Matrix A ist
gleich o (b;, bj).

Bsp. Wir haben gesehen, dass die Gramsche Matrix der
Bilinearform o (x,y) = x1y2 — x>y1 bzgl. der Standardbasis gleich
(_01 (1)) ist.

Man kann diese Matrix auch mit Satz 33 ausrechnen:
(1,1)—Eintrag davon ist o(e1,e1) =1-0—0-1=0,
(1,2)—Eintrag davon ist o(e1, €) 1-0-0=1usw.



Beweis von Satz 33: zuerst Konstruktion und

Eindeutigkeit.

Angenommen o(u,v) = og(u,v) fir alle u,v € V. Dann ist
oa(bi, bj) = op(bi, b).

Da oa(bj, bj) gleich dem Element (7, j) von A ist (siche Wicht. Bsp. in
Beweis von Lemma 29) und og(b;, b;) gleich (7, )-Element von B ist,
sind die Matrizen gleich.

Eindeutigkeit ist bewiesen. AuBerdem sehen wir, dass wenn o = o4 fiir
eine Matrix A ist, dann ist (i, j)—Eintrag von A gleich o(b;, b;).



BEWEIS DER EXISTENZ

Man betrachte die Matrix A mit a; = o(b;, bj). Man betrachte die
Bilinearform oo : V x V = R, og(u, v) := o(u,v) — oa(u, v).
Z.z.: oo(u,v) = 0. Nach Konstruktion ist

O'o(b,‘,bj) :(T(b,',bj)— a,-j =0. (*)
N—— ~~

ajj Wicht. Bsp

Seien u = x1by + ... + x,b, und v = y1 by + ... + y,b,. Dann ist
oo(u,v) = oo(x1b1 + ... + Xnbn, y1b1 + ... + yabp) =
x100(b1, y1b1 + ... + Ynbn) + .. 4+ X000(bn, y1b1 + ... + yabs) =
= X1 ()/1 O’o(bl, b1) +...+Yn O'o(bl, bn))—|—...—|—X,,(y1 O'Q(bn, b1) +...+Yn O'o(bn, b,,))
—— —— — N——

0 nach (x) 0 nach () 0 nach (x) 0 nach (x)

Da alle oo(bj, b)) © 0, ist die Summe oben gleich 0. O

Bemerkung. Es gibt eine klare Analogie zum Beweis von Satz 13 aus
dem Abschnitt ,,Matrizen von linearen Abbildungen: Wir haben gezeigt,
dass wegen der Linearitat die Werten der Bilinearform auf den
Basisvektoren die Bilinearform bestimmen. Die Gramsche Matrix A ist so
konstruiert, dass o(bj, b;) = oa(bj, b;) fiir beliebige Basisvektoren b;, b;;
daraus folgt dass 0 = ga.



Wie andert sich die Gramsche Matrix, wenn wir die Basis

wechseln?

Wiederholung: Gramsche Matrix zu o bzgl. Basis B ist die Matrix A

sodass o(u, v) = (Cg(u))*ACg(v). (*)
Wiederholung — Satz 25 Vv gilt:
TCB/(V) = CB(V), (**)

wobei T die Transformationsmatrix von B nach B’ ist,d.h. die Spalten
von T sind die Koordinaten von b} in der Basis B.

Also ist o(u, v) 2 (Ca(u))tACs(v) =) (TCo (1))*ATCai (v)

(CB/(U))t TtAT CB/(V).

’

Wir haben bewiesen:

Rechenregel

Satz 34 (Transformationsregel fiir Gramsche Matrizen). Sei A die
Gramsche Matrix der Bilinearform o bzgl. der Basis B. Dann ist

A’ := T'AT die Gramsche Matrix von o bzgl. der Basis B’, wobei T die
Transformationsmatrix von B nach B’ ist.

Kleine Ubung: Ist A symmetrisch (d.h. At = A), so ist T*AT auch

symmetrisch. In der Tat, (TtAT)t "Lt Tear(To)e — TEAT,



Zielsetzung:

Ziel: Symmetrische Bilinearformen untersuchen.

Methode: Suchen eine Basis, sodass die Matrix ,einfach” ist.
Wiederholung — Satz 34 (Transformationsregel fiir Gramsche
Matirzen). Nach Basiswechseln mit der Transformationsmatrix T
wird die Gramsche Matrix A der Bilinearform o wie folgt gedndert:
A TEAT.

Ziel umformuliert: In welche , einfachste” Form kann man eine
Matrix mit Hilfe der Transformation A +— T'AT bringen (wobei

T € Mat(n, n) nichtausgeartet ist)?

Das Problem kann man iiber beliebigen Kérper stellen. Wir
werden die vollstindige Antwort nur fiir K = R geben. Sie werden
aber sehen, dass der Korper C eine wichtige Rolle in der Antwort

spielt.



Skalarprodukt:

Def. einer Bilinearform — Vorsetztung: Sei K = R. Eine
Bilinearform heiBt positiv definit, falls

(Positive Definitheit) o(u, u) > 0 fiir u # 0. (Ist sinnvoll nur in R)
Eine symmetrische positiv definite Bilinearform heiBt ein
Skalarprodukt (oder: inneres Produkt).

Bsp. Das Standard-Skalarprodukt auf R”,

Y1

o(x,y) = xiy1 + ... + Xnyn = (x1 ... x,,)(;), ist ein Skalarprodukt:

Yn
Bilinearitat und Symmertrie haben wir bereits bewiesen.
Z.z.: (Positive Definitheit): o(x,x) = x? + ... + x2 "%



Seien oy, ...,ap € R. Setze o(x,y) = aaxiy1 + ... + @pXpyn. Das
ist eine symmetrische Bilnearform auf R” (beweis wie im Bsp. mit
Standard-Skalarprodukt).
Frage: Ist sie positiv definit? Frage umformuliert: /st
o(x,x) >0 firallex €R", x#0 ?
Antwort hangt von den «; ab. Sind alle a; > 0, so ist
o(x,x) = a1x® + ... + apx? > 0 und dies ist nur fiir x = 0 gleich
0. Falls ein a; < 0 ist, dann ist
ole,e))=a1-0+...+4 «a;-1-1 +..4+a,-0=0q;<0, also
——

i—te Summante
gibt es (mind) ein u # 0, ndhmlich u)e;, so dass o(u, u) < 0 und
die Bilinearform ist daher nicht positiv definit.
Frage: Was ist die Gramsche Matrix von o7

Satz 33 0 rurizj
Antwort: a; =" o(ej, €) = {
(e fiir i =5

Also ist die Gramsche Matrix ( )



Orthogonale und orthonormale Basen

Def. Eine Basis (by, ..., by) heiBt orthogonal bzgl. einer Bilinearform o,
falls fiir alle i # j € {1, ..., n} gilt: o(b;, bj) = 0. Falls zusézlich fiir jedes
i€{l,...,n} o(b;, b;) =1 gilt, dann heiBt die Basis orthonormal

Bsp. Die Standard-Basis in R" ist eine Orthogonalbasis fiir die
Bilinearform o(x, y) := a1x1y1 + ... + @pXp¥n-

(In der Tat, fiir i < j gilt

o(ej,g)=0-0+..4 -1-0 +..4+ -0-1 +..+0-0=0.)
N—— N—_——

i—te Summante j—te Summante

AuBerdem ist jede Basis der Form (A1 - €1, ..., A - €,) wobei \; # 0
orthogonal (d.h. alle Vektoren sind vielfache der Standard-Basisvektoren).
Bsp. Die Standard-Basis in R" ist eine Orthonormalbasis fiir das
Standard-Skalarprodukt o(x,y) := x1y1 + ... + XnYa-. In der Tat, wie wir
oben bewiesen haben, ist sie orthogonal. Da zusatzlich
o(ei,e) =0+...+ \lvl +...+0=1, ist sie orthonormal.

i—ter Summand
Die Basis der Form (A1 - €1, ..., A\, - €,) mit \; # 0 ist im Allgemeinen
nicht mehr orthonormal: die Bedingung o (b;, b;) = 0 fiir i # j ist erfiillt,
aber die Bedingung o(b;, bj) = 1 ist nur dann erfiillt, wenn die
Ai € {1, -1} sind.



Geometrische Vorstellung

Wir werden spater (in einem Vektorraum mit Skalarprodukt)
,Lange” und ,,Winkel" einfiihren.

Sie werden sehen, dass eine Basis g.d. orthogonal ist, wenn alle
Winkel zwischen den Basisvektoren rechte Winkel sind, und g.d.
orthonormal, wenn zusatzlich alle Basisvektoren die Lange 1 haben.

A
B3 v

z B1

Orthonormale Basis

Orthogonale Basis



Lemma 30 Sei o eine Bilinearform. Dann gilt:

Ist (b1, ..., b,) eine orthogonale Basis, so ist die Gramsche Matrix von o
diagonal.

Ist (b1, ..., by) eine orthonormale Basis, so ist die Gramsche Matrix von o
gleich Id.

Beweis: Ausrechnen: nach Definition der Gramschen Matrix A = (aj;)

oo |\ Satz 33 0 fiir i # j .

gilt aj = o(bi, b)) "= {a(b;,b,-) —ar i .Wir sehen, dass
%1

o)

Ist auBerdem die Basis orthonormal, dann sind die «; := o(b;, b;) Dt 1,
also ist die Matrix gleich /d. O



Folgerung: Es gilt:

(a) 3 eine othogonale Basis=> die Bilinearform ist symmetrisch.
(b) 3 eine othonormale Basis=> die Bilinearform ist symmetrisch
und positiv definit (und ist deswegen ein Skalarprodukt).

Beweis: Die diagonalen Matrizen sind symmetrisch (d.h. sie

erfillen At = A) “Z2% 5 ist symmetrisch.

Gibt es eine orthonormale Basis, so ist die Gramsche Matrix gleich
X1 0

Id, also gilt fiir v € V, v # 0 mit Koordinaten () # () , dass

0

Xn

X1

o(v,v)=1(xg --- x,,)/d(xgl) =(xq - x,,)(;

Xn

)x12+...+x,2,>0. D

Xn



Satz 35 o sei eine Bilinearform auf einem Vektorraum V der Dimension
n. Es gibt genau dann eine orthonormale Basis, wenn die Bilinearform ein
Skalarprodukt ist.

Satz in Richtung =>: Folgerung (b).

Beweis von <. Angenommen o ist ein Skalarprodukt. Wir werden
zuerst eine orthogonale und dann eine orthonormale Basis algorithmisch
konstruieren; der Algorithmus heiBt Gram-Schmidtsches
Orthogonalisierungsverfahren.

Wir werden auch sehen, dass wir als ersten Vektor der orthonormalen
Basis einen beliebigen Vektor v mit o(v,v) = 1 wéhlen kdnnen.

Ferner gilt: wenn die Vektoren by, ..., by die Bedienungen

1 fir i=j .
o(bi, bj) = { 0 fiir i % erfiillen, dann kann man das k—Tupel

(b1, ---, bk) zu einer orthonormalen Basis vervollstéandigen.



Sei (a1, ..., ap) eine Basis.
Schritt 1. Setze b; = a;.
Schritt 2. Setze by = a —
0’([)17 bl) 75 0 ist.
Eigenschaften von by: (i) o(by, by) = 0 und (i) by # 0.

Beweis (I) ()'(bl7 b2) =0 (bl,ag — ZEZ;Z; b1>

I g (by, ap) — SR o(br, by) = o(by, 3) — o (by, a) = 0.

Beweis (ii): Da b, eine nichttriviale Linearkombination der Elemente der
linear unabhingigen Menge {a1, a»} ist, ist by # 0.

O'(bl,az)

o(b1.b1) b;. Das ist wohldefiniert, weil

Bsp. Im R3 versehen mit dem Standardskalarprodukt betrachten wir das
Basistupel ((i) , (é) , (g)) und fiihren den ersten Schritt des

0 1 1
G-S-Orthogonalisierungsverfahrens durch.

1
bllzalz 1,
0

— olbua) p (1 _1atro410 (1) _ T\ _1 (1) _ (/2
by =3 = Gip 5y b1 = <§’>—m (é = {o)=2" (1) = (-12):

Wir sehen, dass b; und b, nicht zueinander proportional sind. AuBerdem
sehen wir, dass o(by, bp) = 0 ist, weil
1 1/2

a< <1) (_1/2>> 1141 (=1) 401 =0 wie wir wollten.

0 1



Schritt 3. Setze b3 = a3 — % by — ”(bz ‘33) bg Das ist wohldefiniert,
weil o(by, b1) # 0 # o(ba, bo) ist.
Eigenschaften von bs: (i) o(by, b3) = O'(bz, b3) =0 und (ii) b3 # 0.

Beweis (i): o(by,b3) =0 (bl,a3 _olbua) po olbaa)

b1 bl) O'(b2 b2
P o (by, a3) — ZRlo(by, by) — Lo by, by)

? (T(bl. 23) — O'(b17a3) —0=0.
Ahnlich zeigt man o(by, b3) = 0:

o(by, b3) =0 (b2,33 - ZEEZ?; by — UEZ?ZS b )

7(b2,a3) = Siolbe, br) = S0 (b, b2)

= ()’(bg 23) —0-— O’(bz, 33) =0.

Beweis (ii): Da bs eine nichttriviale Linearkombination der Elemente der
linear unabhingigen Menge {a1, ap, as} ist, ist by # 0.

Linearitét




Rechnen Sie bitte selbst:

Fiihren Sie den zlweitlen Schritt des G-S-Verfahrens fiir die Basis
(a1, a2,a3) = <<1> : <o (8)) durch. Den ersten Schritt haben wir
0 1 1

bereits gemacht:

b1 =a; = (z); b2 = (711?2>

L6sung.

o(b, a(be, — (o
by = a3 — Ugbi,ng b = Ugbz,zzg b2 = (‘f) -

o Ik
A )-g-v-1 ()~

Haben wir uns verrechnet? Unwahrscheinlich, da
o(b1, b3) = o(bo, b3) = 0, was unser Ziel war.

(()6) §-

O = =




Schritt k. Schritt k — 1 liefert k — 1 Vektoren by, ..., bx_1, die
nichttriviale Linearkombinationen der {ai, ..., axk—1} sind, sodass (ii) jedes
b; # 0 und sodass (i) o(b;, bj) = 0 fiir i # j.

Setze by = a — S} o(biac) b;.

i=1 o'(b ,bi)
Wir zeigen: (i) fiir j < k gilt a(bj, bi) = 0 und (i) by # 0.
Beweis (i): o(by, bi) = o(by, a — Y7t 262 )
-1
Lineiritét bH ak _
2 Zg (5, b) o(bj, b)) = a(bj, ax) — a(bj,ax) = 0.

i=1

nur o(bj, bj) # 0 nach (i)
Beweis (ii): Da by eine nichttriviale Linearkombination der Elemente der
linear unabhingigen Menge {a1, ..., ax} ist, ist bx # 0.
Nach n Schritten bekommen wir {b1, ..., by} so dass (i) o(b;, bj) = O fiir
i # j und so dass (ii) b; # 0.
Wir zeigen: diese Menge ist linear unabhingig.
Sei 327, \ib; = 0. Fiir jedes j ist dann o (bj, .7, Aib;) = 0. Aber

weil nur

o(by, o0y Nibi) S Moy, by) " N (b by).
Da o(bj, bj) # 0 ist, muss \j = 0. Da j beliebig war, sind alle \; =0,
also ist die Linearkombination trivial.
Also ist (by, ..., b,) eine Basis, nach Konstruktion ist sie orthogonal.



Wir normieren die Basis-Vektoren: Man betrachten

1 1 1 b s
\/a(bl,bl)bh \/U(b27b2)b2, . \/a(bn,b,,)bn . Da o(bj, b;) positiv
ist, sind die Vektoren wohldefinitert.
Wir zeigen: dieses Tupel ist eine orthonormale Basis. Tatsachlich,

1 1 Bilinearitét
o b; b; =
<\/‘7(bi:b/’) " /o(byby) J)

o(bj,b;)

=1, falls i =
1 1 bi bj) = o(b;,b;) ) J
Vo (bi,by) \/U(ijbj)a( )) 0, falls i # j




Rechnen Sie bitte selbst.

Normieren Sie bitte die Vektoren der orthogonalen Basis

< 1 1/2 -1/3
1), [-1/2),{ 1/3 .
1 1 . . .
L6sung: 1/0 < (1), (1)) = /2, also wird by in der Basis durch
0

0

f_ 1
1=

orthogonal; o(by, b}) ist aber gleich 1).

v
o 711/?2 , j{/Zz = ﬁ, also wird b, durch V2 j1//22 = —11//\?6
1 1 V2 1 V2/\V3

ersetzt.

—1/3 -1/3 1 .
o /3 ), | 13 = —=, deswegen wird bs durch
1/3 1/3 3

-1/3 -1/V3
by :=+/3- ( 1/3> = ( 1/?) ersetzt.
3

1 1/v2 _—
(1) = <1/\/§> ersetzt (ist immer noch zu by und bz
0 0

S

1/3 1/
. . 1/V2 1/v/6 —1/V3 .
Die Basis (b}, b}, b}) = < (1;\5), <—1/\/6>, ( 1N§>> ist
0 V2/V3 1/v3

orthonormiert!!!



Gegebene Basis:

vi =(2,2,0)7
v, =(1,0,2)7
vs=(0,2,1)"

_ (1l 1 mT
by = (75 72:0)

N

bgz(vﬁz.f‘jz.%f

Vi



Satz 35 in Worten: Jedes Skalarprodukt in einem endlichdimensionalen
Vektorraum ist das Standard-Skalarprodukt in einer geeigneten Basis.
Modifikation des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens:
Mann kann in jedem Schritt den konstruierten Vektor by mit 1

Q/U(bk,bk)

multiplizieren.
Vorteil 1: die Basis (b, ..., b,) wird orthonormal.

Vorteil 2: in der Formel by = a5 — Y0/7)" 203 b; wird o (b, by) = 1.

Nachteil. Die Formel fiir b; wird in der Regel Wurzeln enthalten —
rechnerisch kompliziert.




Bezeichnung: Wenn wir auf V ein Skalarprodukt o ausgewalt haben,
werden wir es mit ( ,) bezeichnen, d.h. statt o(u, v) werden wir (u, v)
schreiben. Alternative Schreibweisen in der Literatur: (1, ), ()

Def. Ein Euklidscher Vektorraum ist ein Paar (V,( , )),wobei V ein
endlichdimensionaler Vektorraum ist und ( , ) ein Skalarprodukt.

Nach Satz 35 kénnen wir in V eine Basis B wihlen, sodass ( , ) das
Standard-Skalarprodukt ist: fiir die Vektoren x, y mit

x1 y1
Koordinatenvektoren () bzw. () gilt:(x,¥) = x1y1 + ... + XaYan-
Xn Yn
Bemerkung Ist U ein Untervektorraum des Euklidschen Vektorraums

(V,(,)) soist (U,(, )ju) ein Euklidscher Vektorraum, wobei
<U1>U2>\U = (uy, tp).



Frage Welche Koordinaten hat ein Vektor v in einer
orthonormalen Basis?

Satz 36 Es sei (V,(, )) ein Euklidscher Vektorraum. Sei

(b1, ..., bn) eine orthonormale Basis. Dann gilt: die Koordinaten

(b1, v)
von beliebiges v € V sind gleich ( : )
(bn, v)
In Worten: Die Koordinaten in der orthonormalen Basis sind
die Skalarprodukte mit den Basisvektoren.
Bsp. Wir betrachten R? mit dem Standard-Skalarprodukt ( , ). Die
Standard-Basis ist bzgl. des Standard-Skalarprodukts orthonormal.
Dann gilt: ((5), (3)) = x1 und ((9), (2)) = X2, also gibt uns die
Formel im Satz 36 die richtige Antwort (weil die Koordinaten von
(2) in der Standard-Basis offensichtlich x1, xp sind).



Bsp. Wir haben oben eine orthonormierte Basis

V2 1/v/6 -1/V3 )
(by, by, b3) = < (1?5), (Jwé)? ( 1/\/§)> des R3 mit dem

0 V2/ V3 1/v3
Standard-Skalarprodukt konstruiert.

Wie findet man die Koordinaten eines Vektors, z.B. (o , in dieser Basis?
0

Man kann dies mit Hilfe der Definition tun — dazu muss man ein LGS

1/V2 1/v6 -1//3 1
S TG
0 V2/V/3, 1/V3 0
fiir die Unbekannten xi, x>, x3 16sen. Mit Satz 36 ist dies viel einfacher:

/V2 V6
1) o (e
0 0 V2/V3 0
,1/\/§
oo (1)) -5
1/V3 0
(Sie kénnen diese x1, x2, x3 in das LGS oben einsetzen und sehen, dass

X1, X2, x3 die Koordinaten des Vektors ((1)) in der Basis (b, bj, b}) sind).
0



Beweis von Satz 36

Satz 36 Es sei (V, ( , )) ein Euklidscher Vektorraum. Sei (by, ..., by) eine orthonormale Basis. Dann

(b1, v)
gilt: die Koordinaten eines beliebigen v € V sind gleich . .

(bn', v)

Beweis. Sei () der Koordinatenvektor von v. Z.z.: x; = (bj, v),

Xn

d.h.,, v=xib1 + ... + xobp. Man nehme ein j € {1,...,n} und

betrachte o
<b,’, V> = (b;,lel + ...+ X,,bn> Pilincaritat X1<b,', b1> + ...+ X,,<b,', bn>
Da <b,’, bj> =0 fiir / # j und <b,‘, b,‘> =1, ist <b,‘, V> = X;. L]

Folgerung Es sei V ein Vektorraum mit dem Skalarprodukt ( , )
und einer Orthonormalbasis (bs, ..., by) . Fiir ein u € V gelte: fiir
Jedes b; ist (b;j,u) = 0. Dann gilt: u= 0.



Orthogonale Projektion — Lot

Def. Sei (V,(, )) ein Euklidscher Vektorraum. Die Vektoren u,v € V
heiBen orthogonal, falls (u,v) = 0. Ein Vektor v heit orthogonal zu der
nichtleeren Teilmenge M C V/, falls v zu allen Vektoren aus M
orthogonal ist.

Bsp. Jeder Vektor ist orthogonal zu 0.

Bemerkung Wir werden spéter sehen, dass die Vektoren u # 6, v #£ 0
g.d. orthogonal sind, wenn der Winkel (wird spiter definiert) zwischen u
und v gleich w/2 ist.

Def. — (Schulgeometrie) Sei U ein Untervektorraum von V. Fiirv € V
heiBt der Vektor u € U, so dass v — u orthogonal zu U ist, die
orthogonale Projektion (oder: das Lot) des Vektors v auf U und wird mit
Projy(v) bezeichnet.



Geometrische Vorstellung:

A

Vektor AC ist Projektion des Vektors AB auf span ({R}) da

/ﬁ — R = @ zu R und deswegen auch zu allen Vektoren aus
span ({R}) orthogonal ist.



Lemma 31 Sei (V,{(, )) ein Euklidscher Vektorraum. Sei U ein
Untervektorraum von V. Dann gilt: fiir jedes v € V existiert genau eine
Projektion u von v auf U.

Ferner gilt: fiir jedes v’ € U, v’ # u ist (v —u',v—u') > (v—u,v—u).
In Worten: Die Projektion des Vektors v auf der Unterraum U existiert,
ist eindeutig und minimiert |v — u| fiir u € U.

Beweis. Eindeutigkeit: Fiir die Vektoren uy, up, € U gelte: fiir jedes

v el (v—u,u)=0und (v— u,u)=0.Dann

Bilinearitét

0= (v—tn,u) — (v — . uf) " (g, o) PR

U1—U2:0.

Existenz. Skalarprodukt auf V induziert ein Skalarprodukt auf U. Nach
Satz 35 existiert eine orthonormalen Basis (b1, ..., by) in U. Betrachte
u:=(v,b1)by + (v, b2Yby + ... + (v, by bp,. Wir zeigen: u ist die
Projektion von v. Tatsdchlich, v —u=v — (v, b1)by — ... — (v, by) bp.
Deswegen

<V*U, b,> = <V, b,'>*<v, b1><b1, b,'>*...*<v, bm><bm, b,> = <V, b,'>*<v, b,> = 0

Also ist v — u orthogonal zu allen b; und deswegen zu allen v’ € U.
Damit ist die Existenz der orthogonalen Projektion bewiesen.



Wir zeigen jetzt: fiir jedes v’ € U, ' # u ist
(v—u',v—u") > (v—u,v—u) (wobei u die orthogonale Projektion von
v auf U ist).
Offensichtlich, v — v = v —u + .Da v’ e Uist, ist v zum
——
eu
Vektor v — u orthogonal, also (v — u, u”") = (v, v — u) = 0.
Dann gilt: (v—u',v—u)={v—u+ " v—u+1") Linearitat
<V—U,V—U—|— >+< V—ut >L1negr1tat<v_u’v_u>+
<V7Uv >+< 7V*U>+< ) >I<V7U,V7U>+< ’ >
0 0 B
Da (u”,u") > 0 nach Definition von Skalarprodukt weil v” = 0 ist, ist
(v—u,v—u)y=(v—uv—u)+ ,
schlieBlich (v — uv';v — 'y > (v — u, v — u), O




Wicht. Formel aus dem Beweis von Lemma 31:

Projy(v) = (v, b1)b1 + (v, ba)bp + ... + (v, by) b, wobei (b1, ..., by,) eine
orthonormierte Basis in U ist.

Geometrische Beschreibung des Gram-Schmidtschen
Orthogonalisierungsverfahrens: Fiir k > 2 gilt

bk = ax — Projspan({ay,....a_1})(3k)-

Tatsachlich, die Formel fiir b, war

b= ak— Y1y Z((fo)) bi = ax — Projspan({ay.....a_11)(ak),

br_1

. b
Well{\/<b17b1>’.“’\/(bk—l,bk—1>

span({a1, ..., ak—1}) ist.

} eine orthonormalen Basis in



1 2
a=%(l), b=(1)
Wir betrachten die Vektoren . !
und projizieren den Vektor b orthogonal auf span(a).
Dann gilt: (a,a) = (12 + 12+ 12) = 1, also ist die Basis (a) in span(a)
bereits orthonormiert.

(a,b):%(2~171-1+7.1):%,
. . 1
Dann ist Projspan(a)(b) = \% ca= %Q)



