Lernziele der 13. Woche

Di
» die Definitionen von Lange und Winkel verstehen, berechnen

kdnnen und mit Definitionen aus der Schule vergleichen
kdnnen.

e Studierenden sollen:

» die Cauchy-Schwarz-Ungleichung formulieren, beweisen und
anwenden kdnnen.

» die Definition und Eigenschaften von quadratischen Matrizen
kennen und anwenden konnen.

P zeigen konnen, dass jede symmetrische Matrix diagonalisierbar
ist.

» den Tragheitssatz von Sylvester anwenden kdnnen.



Link zur Schulgeometrie

Schuldefinition Ein kartesisches (descartsches) Koordinatensystem
in der Ebene besteht aus zwei orthogonalen orientierten Geraden.
Ein kartesisches (descartsches) Koordinatensystem im Raum
besteht aus drei paarweise orthogonalen orientierten Geraden, die
alle einen gemeinsamen Punkt haben.
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Link zur Schulgeometrie

Die Koordinaten eines Punkts P sind die vorzeichenbehafteten
Abstinde zu den FuBpunkten der Lote des Punktes auf die
Geraden. Das Vorzeichen ist ,,+", falls das Lot auf der positiven
Hilfte der Geraden liegt, und ,, —", falls das Lot auf der negativen
Hilfte der Geraden liegt

A




Kartesische Koordinaten als Koordinaten bzgl. einer Basis

Wir zeigen: Falls die Vektoren i, v orthogonal sind und deren Linge
gleich 1 ist, dann sind die Koordinaten jedes Vektors in der Basis (i, V)
der Ebene gleich den kartesischen Koordinaten (bzgl. der Geraden, die
von den Vektoren u und v erzeugt werden).

Nehmen wir einen Punkt A in der Ebene. Man betrachte zwei
orthogonale Vektoren i, V mit Anfang in A. Man betrachte die
erzeugten (geordneten) Geraden (X-Achse und Y-Achse). Der Vektor
w habe Koordinaten (;) in der Basis (&, V), also w = x4+ yv. Da
die Lange des Vektors xi7 gleich |x| ist, ist der Abstand zwischen der
orthogonalen Projektion auf die X-Achse und A gleich x. Ahnlich ist
der Abstand zwischen der orthogonalen Projektion auf die Y-Achse und
A gleich y. Also sind die kartesische Koordinaten auch ( )

x
y



Kartesische Koordinaten als Koordinaten bzgl. einer
(orthonormalen) Basis in D3




Def. Sei (V,(, )) ein Euklidscher Vektorraum. Fiir jeden Vektor v € V
heiBt die Zahl \/(v,v) die Lange von v und wird |v| bezeichnet.
Bemerkung. Die Linge des Vektors ist wohldefiniert, da nach
Definition des Skalarprodukts (v, v) > 0 gilt. Ferner gilt: |v| > 0 fiir

v # 0 und fiir v =0 ist |[v| = 0.

Bemerkung Auf der Ebene bzw. im Raum ist die Lange eines Vektors
im Sinne der Definition oben die ,iibliche" Lange.

A u 1 Ixul=|x]

Iyvi=lyl

-achse

Tatsichlich, wir betrachten eine
kartesische Basis (u,v) in der Ebe-
ne (die Vektoren wu,v sind zuein-
ander orthogonal und haben die
Lange 1). Dann ist die Linge von
W = xii + yV gegeben durch |w|? Det
<W7 W> _ <XL7+_y\7,XLT+y\7> Bilin;iritét
(xt, xt) + (xti, yV) + (y v, xti) + (yV, y V)
—_—— —— ~—— ~—(—

=x2 =0 =0 =y2
=x>+y Die ,, iibliche"
Lange (weil alle Winkel im Parallelo-
gramm 7/2 sind).

2 Pythagoras



Rechnen Sie selbst: berechnen Sie die Lange von v in

(R27 < ) >standard )

Antwort. |v|:,/<<i>,(i)):\/3-3+4~4:\/9+16:5.



Der Winkel

Def. Sei (V,(, )) ein Euklidscher Vektorraum. Fiir je zwei Vektoren
u#0,v+#0 heiBt die Zahl arccos ( (o) ) € [0, 7] der Winkel zwischen

[ul lv]

uundv.

Bemerkung Um zu zeigen, dass der Winkel zwischen u und v
wohldefiniert ist, werden wir gleich die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
zeigen: —1 < Y <1 d.h |(u,v)] < |u]|v].

lullv]

Um Winkel zu definieren, brauchen

wir deswegen die Funktion cos. In der . . .., Al sl N
Schule haben wir aber cos mit Hilfe Hpotense e %,
eines Winkels definiert; also befinden // AN

Hypotenuse

wir uns in einer logischen Schleife.
In der Analysis-Vorlesung wird die Funktion cos (und deswegen auch

arccos) rein analytisch, also ohne Bezug zur Schulgeometrie eingefiihrt;
so werden wir ,,die Schleife verlassen”



Bemerkung In der Ebene/Im Raum ist der Winkel im Sinne der
Definition oben der iibliche Winkel

B
Wiederholung -  Schulgeome-
trie:  In der Ebene/Im Raum ist o
(d,v) = |d||V|cos(alpha). Also ist o

u,v

cos(alpha) = 1z A




Rechnen Sie bitte selbst:

Im R? mit dem Standardskalarprodukt berechne man den Winkel
zwischen den Vektoren

u= g und v = _11
5 (@) G 2 1
Lésung. cos(a) = —— ; = = —=.
(OO

Dann ist a = arccos(—=) = 45°.



Rechnen Sie bitte selbst:

Im R? mit dem Standardskalarprodukt berechne man den Winkel
zwischen den Vektoren

3 —4
u= 4 und v = 3

3 —4
Lésung. cos(a) = <<4|)u|.|<v3 >> = _|3l',‘|‘.—|t,‘T'3 = |u‘9|v| =0.
Dann ist a = arccos(0) = 90°.
Bemerkung. Wie ich bereits angekiindigt habe: die Vektoren sind
genau dann orthogonal, d.h., Skalarprodukt davon gleich 0 ist,
wenn der Winkel zwischen Vektoren gleich 90° ist.



Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Lemma 32 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) [(u, v)| < |u||v| (fiir alle
u,v aus dem Euklidschen Vektorraum (V, (, }). Ferner gilt:

|<u v)| = |u| |v| g.d.w. die Vektoren linear abhdngig sind.

Beweis. Ist v = 0, so sind beide Seiten gleich Null. Sei v # 0. Sind die
Vektoren linear abhidngig, so ist u = Av, und

[{u, V) = [(Av, V)| = [A] - [v[2 = [Av] - |v].

Angenommen, die Vektoren sind linear unabhangig. Fiir alle t € R gilt

Linearitét Linearitét

(uttv,uttv) =" (vu+tv) Ft{v,uFtv) =
(uyu) + tlu,v) +t(v,u)  +2(v,v) = [u +2(u,v) e+ v
| ~— = ~—

2t{u, v) wegen Symmetrie c b a

Dies ist ein quadratisches Polynom in t. Es hat keine Nullstelle, da

(u+ tv,u+ tv) gleich Null sein kann nur falls u = —tv, also falls u, v

linear abhangig sind, was wir oben explizit ausgeschlossen haben. Da das

Polynom keine Nullstelle hat, ist die Diskriminante negativ, also

D= (2)" —ac = (u,v)2 = |v][u]> < 0. Dann ist |(u,v)| < |v||ul. O



Beweis der Dreiecksungleichung mit der

Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Die Dreiecksungleichung lautet:
[+ vl < flull + (v,
fiir alle Vektoren u, v in einem Vektorraum mit einem Skalarprodukt.

Beweis: Die Norm (=Léange) eines Vektors w ist definiert als:
[lw|l = +/{w, w). Wir betrachten die Norm von (u + v):

lu4v]®=(u+v,u+v) = (uu) + 200 v)+ {v,v).

Jetzt benutzen wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (v, v)|<|lu]| - ||v]]
und erhalten:

lu + vIP<[[ull® + 21wl - v] + [vIP.
Rechtsseite als Binom vereinfachen:
ull?+ 2f ull - VIl + IvIP = (Il + v

Da die Norm ||u + v|| nicht negativ ist, folgt:

lu+ il < llull + [vID? = llell + vl E.



Orthogonale Matrizen

Def. Eine n x n-reelle Matrix A heisst orthogonal, falls A*tA = Id ist.
Lemma 33. Man betrachte R" mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei
A € Mat(n, n). Dann gilt: A ist genau dann orthogonal, falls Vu,v € R"
gilt: (Av, Au) = (v, u).

Bemerkung. Die Eigenschaft “Vu,v € R” (Av, Au) = (v, u)" heiBt in
Jargon: “A erhilt Skalarprodukt™.)

Beweis =—>: Angenommen A'A = Id. Dann gilt:

(Ax, Ay)=(Ax)'(Ay) = x*ATAy = xtldy = x'y = (x,y).

Beweis <—: Angenommmen (Ax, Ay) = (x, y). Dann ist

(Ax) Ay = x*ATAy = oara(x, y). Da (AX)*Ay = (x,y) = ou(x, ), ist
AtA=1d. O



Lemma 33. Man betrachte R" mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei A € Mat(n, n). Dann gilt: A ist
genau dann orthogonal, falls Vu, v € R" gilt: (Av, Au) = (v, u).

Folgerung A. A € Mat(n, n) ist genau dann orthogonal, wenn das

Standard-Skalarprodukt der i—ten Spalte mit der j—ten Spalte gleich

1, fallsi=j
0, fallsi#j °

ail ain
Beweis: Ausrechnen. Sei A = ( : : ) eine n x n- Matrix. Dann

an1 ann

an . an1 ar <o alp
ist ATA = ( : : ) ( : : ); die (/,j)—Eintrag davon ist dann
ain ann an1 ann

Standard-Skalarprodukt von i-ten Spalte von A und j-ten Spalte von A.

i-ten Zeile von A’

Ist AA = Id, so ist Standard-Skalarprodukt von i-ten Spalte von A und
i-ten Spalte von A gleich 1, und von i-ten Spalte von A und j-ten Spalte
fiir i # j gleich 0 sein. OJ



Orthogonale Matrizen bilden eine Untergruppe von GL,

(Diese Gruppe wird mit O, bezeichnet).
Beweis. Jede orthogonale Matrix ist nicht ausgeartet, also gilt
0, C GL,. Da

1 = det(/d) = det(A*A) = det(A*) det(A) = det(A)?,

folgt det(A) = +1 # 0.
Es bleibt zu zeigen, dass fiir alle A, B € O, gilt: (i) AB € O, und (ii)
Al e O,.

(i) Sei A, B € O,. Dann gilt

(AB)'(AB) = BY(A'A)B = BtIdB = B'B = Id.
Also ist AB orthogonal.

(i) Sei A € O,. Dann gilt per Definition At = A~1. Somit folgt
AA" = Id. Dies ist dquivalent zu (A")*A* = Id.

Wir sehen, dass die Inverse von At die Transponierte von At ist, also
A? orthogonal ist. Damit ist auch A~! = A? € O, gezeigt. OJ



Folgerung A. A € Mat(n, n) ist genau dann orthogonal, wenn das Standard-Skalarprodukt der i—ten
1, fallsi=j
0, fallsi#j °

Folgerung B. A € Mat(n, n) ist genau dann orthogonal, falls die
Vektoren Aey, ..., Ae, (also, die Spalten von A) eine orthonormale Basis
bzgl. Standard-Skalarprodukt bilden.

Beweis —>: Sei A orthogonal. Dann ist sie nichtausgeartet, deswegen
bilden die Vektoren Ae;, also die Spalten von A, eine Basis. Nach
Folgerung A erfiillen die Vektoren Ae;, die Eigenschaft
_flfuri=j o : . :
(Aei, Agj) = { 0 fitr i £ j ,und dass ist die Bedienung, dass die Basis

Spalte mit der j—ten Spalte gleich {

(Aey, ..., Ae,) orthonormal ist.

Beweis <—: Wenn die Basis (Aey, ..., Ae,) orthonormal ist, erfiillen die

Vektoren Ae; die Eigenschaft (Ae;, Agj) = { é Ei :;j

Folgerung A ist dann die Matrix A orthogonal.

: nach



Diagonalisiereung symmetrischer Matrizen tiber R

Wiederholung: A heiBit symmetrisch, falls A* = A.

Satz 37. Ist A symmetrisch, so gibt es eine orthogonale Matrix O, sodass
O~'AO diagonal ist. (Symmetrische Matrizen iiber R sind
diagonalisierbar mit Hilfe von ortogonalen Transformationen.)
Bemerkung Da Of = O}, ist auch O*AO diagonal. Also sind Matrizen

von symmetrischen Bilinearformen auf reellen Vektorraumen
diagonalisierbar mit Hilfe eines Basiswechsels.



Hilfsaussage 1 Sei O eine orthogonale Matrix und A eine symmetrische
Matrix. Dann gilt: O~ AQ ist symmetrisch.

. -1 _
Beweis: { OAt ;AO[ — (071A0)t = (0tA0)t = 0tAL(0Y)t = 0~1 40, O



Hilfsaussage 2. Jede symmetrische (n x n)-Matrix A € Mat(n, n,R) hat
mind. einen reellen Eigenwert.

Beweis: Man betrachte eine (vielleicht komplexe) Nullstelle ;1 von N4
(Existenz: Hauptsatz der Algebra; siehe auch die Folgerung A oben) und
den zugehdrigen (vielleicht komplexen) Eigenvektor. Dann ist ¥ auch ein
Eigenvektor mit Eigenwert zi. In der Tat,

—~_ Rechnenregeln —— Weil Eigenvektor ___ Rechnenregeln _ _

Av = = = V.

Wir machen eine Nebenrechnung:
" (x5)

sty (o = N I = o 2 2

vtv = (7, ..., vn)(,) =V vit Vv, = v+ vl
Vn

Dann gilt avtv = avtv = (Av)tv = (AV)tv = Vv Av = pvtv,

Also fi(|vi]? + ... + [val?) = u(Jv1]? + ... 4+ |va|?) und deswegen fi = p.
Dann ist der Eigenwert p reell wie wir es wollen. O



Beweis von Satz 37: Nach HA 2 gibt es ein v € R", v # 6, mit

Av = \v. OBdA ist |v| = 1, sonst v "= 17~ Wir betrachten eine
orthogonale Matrix O, sodass Oe; = v.

(Existenz — Satz 35: Man kann eine orthonormierte Basis o, ..., 0,
finden sodass 0; = v. Die Matrix O sodass Oe; = o; (also s.d. die i—te
Spalte o ist) fiir jedes i, ist orthogonal.)

Dann ist O~ 1A =0 1Av =)\ 0 v = )\ e, also

HA . . .
O0~1AO = ()‘1 An:) Al (Al An,l)' wobei A,_1 eine symmetrische
Matrix ist.

Wir wiederholen die Prozedur: Es gibt ein reellen Eigenvektor v von
An—1 und deswegen eine orthogonale (n — 1) x (n — 1)-Matrix O,_1,
sodass On__llA,,_l O,_1 = (AZ a 72) , wobei A,_» symmetrisch ist. Dann

gilt <1 °§f1> (Al An71) (1 O,,,1> = (Al X An—2>, also
(1 0;711> 0740 (1 O,,,1> =
(1 On__11> (Al An—l) (1 O"—1) _ (Al A2 An,z) , U.S.wW. (Da On,1

orthogonal ist, sind (1 o 1) , (1 O,1> auch orthogonal, und deswegen
n— n—1

auch (1 on,l)o' ((1 o,H) O) —1. Nach n — 1 Schritten bekommen wir
die Aussage. U



Wiederholung — Satz 37 /st A symmetrisch, so gibt es eine
orthogonale Matrix O, sodass O~*AQ diagonal ist.
Folgerung Ist A symmetrisch, so gibt es eine Matrix B € Mat(n, n) mit
det(B) # 0, sodass B'AB die Form

1

0
hat, wobei auf der Diagonale r mal ,,+1" und s mal ,-1" steht.



Beweis der Folgerung Nach Satz 37 gibt es eine orthogonale Matrix O
A1

sodass 0~1A0 W = =9 orp0 = ) ist. OBdA kénnen
An

wir annehmen, dass Ay, ..., A, positiv und A,11,..., A,1s negativ sind, und
dass A\rysqy1 = ... = Ay = 0: Wir zeigen, dass wir A\; und ); vertauschen,
wenn wir O durch ein geeignetes (orthogonales) O’ ersetzen.

Tatsachlich, die Matrix O’ := OEj; ist auch eine Orthogonalmatrix, weil
ei i 2
(OE;)tOE; = E;010E; " ‘& =" 1q.
Id

el /y—1 — /\t
Dann ist (O')"1A0’ Weil (097 =(9) (O')tAQ’ = (Ej;)!OtAOE; =
A Y

E; E e

j X

. (0 1 A1 0 1\ (X
Beispiel fiir ,, : (1 O) ( )\2) (1 O) = ( )\1>



A1

>‘r+1
Also ist OtAO = =A

Arts

0,
wobei A1, ..., A, positiv und A, i1, ..., A\,1s negativ sind.

Wir ,,normieren” alle \;: fiir die Matrix
1

VAL
1
VA 1
N = Ve €
Ve
1
Mat(n, n) mit det # 0
gilt N°O' A ON = N!AN = (x) O
—— =~

Tt T
Bemerkung T = ON ist nichtausgeartet, da O und N nichtausgeartet



Zusammenfassung

Ziel war: Symmetrische Bilinearformen untersuchen.

Methode: Suchen einer Basis sodass die Matrix , einfach* ist.
Methode umformuliert: In welche , einfachste” Form kann man eine
symmetrische Matrix A mit Hilfe der Transformation A — T'AT, wobei
T nichtausgeartet ist, bringen?

Satz 37 / Folgerung geben die Antwort: Man kann die Matrix A in
dile Form

0
bringen, wobei auf der Diagonale r mal ,+1" und s mal ,,-1" steht.

Frage: Kann man das noch besser machen?
Antwort — Nein — Tragheitssatz von Silvester



ragheitssatz von Silvester

Satz 38 Sei V ein Vektorraum iiber R mit einer symmetrischen
Bilinearform o und sei (b, ..., b,) eine Basis von V/, sodass in dieser Basis
1

die Matrix von o wie folgt ist: , wobei

0
auf der Diagonale r mal ,,+1" und s mal ,-1" steht. Dann sind die Zahlen

r und s eindeutig durch die Bilinearform o festgelegt. Insbesondere gilt:
r = max{dim(W) s.d. W C V Untervektorraum mit o(w,w) > 0 fiir alle w € W, w # 0 ist}, (*)
s = max{dim(W) s.d. W C V Untervektorraum mit o(w,w) < 0 fir alle w € W, w # 0 ist}. (**)



Beweis. Wir betrachten V. = span({b,..., b, }). Fiir jedes v € V,,

X1
v #£ 6 mit den Koordinaten x z(:

Xr

) ist (v, v) = xtldx :><12 + ... +Xr2 > 0. AISO,

max{dim(W) s.d. W C V Untervektorraum mit o(w, w) > 0 fiir alle w € W, w # 0 ist} > r.
Angenommen es gibt ein W, s.d. dim(W) = r" > r und s.d. fiir alle

ve W, v#0, o(v,v) > 0 ist (Widerspruchbeweis). Wir betrachten die
Basis (b1, ..., b'/) in W und die Vereinigung {b'1,..., 01/, bry1, ..., bn}.
Diese Menge hat mehr als n = dim(V) Elemente und ist deswegen linear
abhingig. Dann gibt es (A, ..., A/, Ary1, .o, An) # (O, ..., 0) sodass

Nby 4 oo £ NbL + Ari1bir + o+ A\pby = 0. Dann ist

=N b’y — =N b = Apibepr + o+ Anbn

weWw v

Ist w # 0, so ist o(w, w) > 0. Fiir v gilt:
-1

. Artl
(v, v) =(Ar41 - - - An) o ( ; ) =22, —...—x2, <o Also
An
0
o(w,w) > o(v,v). Da w = v, bekommen wir einen Widerspruch. Also
ist die Zahl r eindeutig durch () bestimmt. Beweis fiir s analog. O



Signatur der symmetrischen Bilinearform

Nach Satz 37 klann man die Matrix einer Bilinearform mittels Basiswahl

auf die Form bringen, wobei auf der

0
Diagonale r mal ,+1" und s mal ,,-1" steht.

Nach Satz 38 sind die Zahlen r, s eindeutig bestimmt. Das Tripel
(r,s,n—r —s) heiBt die Signatur der Bilinearform o.

Seien A € Mat(n, n) eine symmetrische Matrix und Ay, ..., \, paarweise
verschiedene Eigenwerte. OBdA seien Aq, ..., A\,s positiv und
)\r’+1; ey )\r/+s’ negativ.



Satz 39 Sei A eine n x n- Matrix. Dann gibt es orthogonale Matrizen
O, O;1 und eine diagonale Matrix \ s.d. A= O;\O.

Geometrische Deutung: Jede lineare Abbildung ist die
Hintereinanderausfiihrung einer Drehung (oder einer Drehung und einer
Spiegelung), einer Streckung

Bemerkung. Unter Streckung verstehen wir hier die Abbildung

X1 A1X1
(:) H( ; ) also die Linearabbildung mit der Diagonalmatrix. Bitte

Xn AnXn

nicht mit der in Vorl. 10 eingefiihrten , Streckung" x — Ax verwechseln.
Folgerung. Sei A eine n x n- Matrix. Dann gibt es orthogonale Matrizen
O und eine symmetrische Matrix S s.d. A= 0S.

Beweis der Folgerung: 453239 o,n0 = 00000 = 010 otro [

N N’
Id orthogonal symmetrisch



Beweis des Satzes 39. Wir betrachten die Matrix A*A. Sie ist
symmetrisch, (AfA)f = ATA'" = ATA, und deswegen (Satz 37) mit Hilfe
einer orthogonalen Transformation diagonalisierbar.

Dann gibt es eine orthonormale Basis (o1, ..., 0,) sodass ca:a(0;, 0;) = A;
und oaca(0;, 0;) L7 0. OBdA ist Ay, ..., \m # 0 und

Amil = . = Ay = 0.

Wir betrachten die Vektoren Aoy, ..., Ao,. Fiir i,j < m gilt

oaa(0i, 0)) = of At Aoj = (Ao;)(Ao;) = { Vw127 Also sind die
Vektoren Aoy, ..., Aoy, nicht gleich 0 und zueinander orthogonal. Mit
dem Gramm-Schmidt'schen Verfahren kann man Ao, ..., Ao, zu einer
orthogonalen Basis (Aoy, ..., Aom, 0, 1, .., 0,) ergdnzen und dann
normieren
b1 = [2gr]
betrachten die Matrix B, s.d. Be; = b;. Dlese Matrlx ist orthogonal.
Nach Konstruktion ist Ao; = ;b;. Dann ist AOe; = ~;Be; und deswegen

71
Bon—( ) O
Yn

_ 1
Aol,...,bm—onm,bmH ‘o q m+1,...,bn ‘O/Ion Wir



