Lernziele der 5. Woche: Die Studierenden sollen ...

> ... verstehen, warum endlichdimensionale Vektorraume
gleicher Dimension isomorph sind

» ... verstehen, wie und warum die Bilder der Basisvektoren eine
lineare Abbildung definieren

» ... die Dimensionsformel beweisen und auf Endomorphismen
anwenden kdnnen

» ... lineare Abbildungen durch Matrizen beschreiben kénnen

» ... Matrizen und Vektoren multiplizieren konnen



Wiederholung: lineare Abbildungen

Def. Esseien (V,+,-) und (U,+,-) zwei Vektorrdume. Eine
Abbildung f : V — U heiBt linear, falls fiir alle Vektoren vi,vo € V
und fiir jedes A € R gilt:
(a) f(Vl + V2) = f(vl) + f(Vz) ,
(b) f(Avi) = Af(w1).
Ubung. Sei f : V — U linear. Dann gilt:
f()\lvl + )\2V2) = )\]f(vl) + )\zf(VQ).
In der Tat,
b

f()\1v1 + )\2V2) (i) f(/\l V1) + f()\2V2) (I) Alf(vl) + )\zf(VQ).
Ubung. Sei f : V. — U linear. Dann gilt:
f()\lvl + )\2V2 + )\3V3) = )\1f(v1) + )\Qf(VQ) + )\3f(V3).
In der Tat, f(/\1 Vi + Aovo + )\3V3) (i) f(/\l vi + /\QVQ) + f()\3V3) 2

b
FO) + FO0w) + F(Asvs) 2 ALF(v1) + Aaf(va) + AsF(vs).
Analog. Es gilt: f(A1vi + ... + Aqvp) = AMif(va) + ... + Apf(vn)
(mehrmals das Trick anwenden)

—~
~



Definition von Isomorphismus noch einmal

Def (V,+,:), (U,+,") seien Vektorrdume. Eine lineare
Abbildung f : V — U heiBt

Monomorphismus | falls injektiv
Epimorphismus | falls surjektiv
Isomorphismus falls bijektiv <— heute benutzen

Endomorphismus | falls V = U <—heute besprochen

Die Vektorrdume V und U heiBen Isomorph, falls ein
Isomorphismus f : V — U existiert.



Logic des Abschnitts ,, Vektorraum®: synthetische Aufbau

» Definition — in Vorl. 3 gegeben — durch Eingenschaften (=
»Axiomen")

» Einige Eigenschaften, die man aus Axiomen durch logischen
Schlussfolgerungen bekommt — alle Vorlesungen bis jetzt —
und eine grosse Familie von Beispiele R” —in Vorl. 3, 4
eingefiihrt

» Eine Aussage, dass alle Vektorraumen den Vektorraumen aus
der Familie von Beispiele , gleich sind"

Frage: Was soll man hier unter ,gleich sind" verstehen?

Antwort: |somorph.



Haupsatz der linearen Algebra

Satz 11(Hauptsatz der linearen Algebra) Zwei endlichdimensionalen
Vektorrdume sind genau dann isomorph, wenn sie gleiche Dimension
haben.

Satz 11’(Hauptsatz der linearen Algebra) — einfachere Version
Jeder Vektorraum der Dimension n ist zu R" isomorph.

Bemerkung. Die Satze 11, 11’ sind dquivalent. Die Richtung Satz 11
= Satz 11’ ist einfach: weil dim(R") = n, ist nach Satz 11 ein
Vektorraum der Dimension n zu R” isomorph. Die (andere) Richtung
,<="ist ein bisschen aufwendige; wir werden sie spater beweisen.



Beweis = (fiir Satz 11 und Satz 11’)

Z.z.: Sind V und U lsomorph, so ist dim(U) = dim(V). Sei f : V — U
ein Isomorphismus. Sei {vi, ..., v,} eine Basis in V. Wir zeigen, dass die
n—elementige Menge {f(v1), ..., f(v,)} C U eine Basis in Bilds C U ist,
d.h., es ist linearunabhingig und erzeugend.

Bemerkung. Da ein Isomorphismus nach der Definition injektiv ist, sind
die Vektoren f(v1), ..., f(v,) verschieden; die Menge {f(v1), ..., f(v,)} ist
deswegen tatsichlich n—elementig.

Linearunabhangigkeit: Sei Ay - f(v1) + ... + Ap - F(vy) = 0. Um
Linearunabhangigkeit von {f(v1), ..., f(va)} zu zeigen, miissen wir zeigen,
dass alle \'s gleich 0 sind.

Da f linear ist, ist Ay - f(v1) + ... + Ap - F(vy) = F(A1vi + ... + Apvy); also
f()\lvl + ...+ )\,,V,,) =0.

Da f ein Isomorphismus ist, ist f injektiv, deswegen ist

Kerns Lemma 11 {6},qdeswegen aus f(Avi + ... + A\pvy) = 0 folgt B
Aivi =+ . + Apvp = 0 (weil A\pvi + ... + A\pv, € Kerng und Kerng = {0}
ist).

Da {vi,..., v} eine Basis ist, ist sie linearunabhéngig. Dann aus

Avi 4+ ... + Apv, =0 folgt Ay = ... = A, = 0, was unseres Ziel war.



{f(v1), ..., f(v,)} ist erzeugend:

Z.z.: jedes u € U kann man als Linearkombination von f(v1), ..., f(vy)
bekommen.

Da die Abbildung f surjektiv ist, ist jeder Vektor von U das Bild eines
Vektors aus V, also Iv € V mit f(v) = u. Da {vi, ..., v,} eine Basis ist,
kann man ein beliebiges Element von V als Linearkombination von

{V1, ..., Vo } bekommen, also 3A1,...; A, € R mit A\jvy + ... + A\pv, = v,
Dann gilt:

u=F(v) = FAvi 4 o + Apvp) TEEN (1) F o+ AnF (V).

Also, u ist tatsdchlich Linearkombination von Elementen aus
{f(vn),...,f(va)}, ]



Da der Satz 11 (oder 11') sehr wichtig ist, werde ich separat die Satze
11, 11" in der Richtung ,<=" beweisen. Ich werde zuerst Satz 11’
beweisen, d.h., ich werde zeigen, dass jeder (V/,+,-) von Dimension n zu
R" isomorph ist.



Beweis von Satz 11’ in der Richtung ,,<—=". Wir mussen beweisen
dass, jeder Vektorraum (V/,+,-) der Dimension n zu R" isomorph ist.
(V,+,-) sei n—Dimensional, sei B = (v1, ..., v,) ein Basis-Tupel in
(V,+,-). Wir betrachten die Koordinatenabbildung

Cg : V — R". Nach Definition von Koordinatenabbildung gilt:

A1
Ce(Mva+ ... + Apvy) = ( : ) . Wir zeigen, dass Cg ein Isomorphismus

)\'n
ist, d.h., Cg , injektiv und surjektiv ist.
> : Lemma 10. (Sagt, dass die Koordinatenabbildung linear
ist)

» Injektivitdt: Nach Lemma 11c genugend es zu zeigen, dass
Kernc, = {0}.
D.h., wir mussen zeigen, dass — v=0.
D.h., wir mussen zeigen, dass =0, was
offensichtlich ist.

» Surjektivitat: Wir mussen zeigen, dass jedes

A1 A1
( : ) € R"” Bild eines v € V ist. Aber Cg(A1 - vi + ... + An - va) = ( : j .

An An

Warum war Beweis so einfach? Weil wir Vorarbeit vorher gemacht haben.



Vor Beweis des Satzes 11 in ,<=" Richtung brauchen wir Vorarbeit.
Uben vor dem Beweis: Frage f:V — R? sei eine lineare Abbildung.

Fiir die Vektoren vq, v» € V gelte: f(v) = ( i > .
Was ist f(vi + v2)?

Antwort.

Fu +v2) E () + () = " ( . > - ( : ) |

Frage Was ist f(2v; — 3w)?

Antwort. f(2v; — 3v,) Linearitat f(2v1) + F((—3)v2) Lincaritat

21 (1) — 3f(va) = 2 _3(5):@)

Wir haben gesehen, dass (in den Beispiele oben) BILDE VON
VEKTOREN BESTIMMEN DIE BILDE DEREN LINEARKOMBINATIONEN
EINDEUTIG. Wir werden jetzt eine Veralgemeinerung dieser Aussage als
Lemma formulieren und beweisen.



Lemma 15 (V,+,:) und (U, +,-) seien n—dimensionale Vektorrdume,
(va, ..., vs) sei ein Basis-Tupel in V' und (uy, ..., u,) sei ein n—Tupel der
Vektoren aus U. Dann gilt: Es existiert genau eine lineare Abbildung
f:V = Usodass f(v;) =y firallei=1,...,n.

Bsp. Sei V = U =R3, als (v, v2,3) nehmen wir die Standardbasis

1 0 0 .
(vl = (0>,V2 = (1>,V3 = (o)) und als (uy, up, u3) nehmen wir
0 0 1
< <1> <2) (3>>
up = |4),Ux = |5]|,U3 = |6 .
7 8 9

Lass uns die Formel fiir die lineare Abbildung f, die vy — u1, vo — o,
vs — us, finden (3hnlich wie in Fragen—Antworten oben).

O-cliolet)-
wf (r(0) +r (26)) =)o) +=() = (5357%)

Die Abbildung ist linear und hat die Eigenschaft f(v;) = u; (i=1,2,3).



Beweis von Lemma 15. Zuerst Existenz.

Wir werden diese Abbildung kostruieren, die Methode ist analog zu

x|
Fragen-Antworten oben und Bsp. nach Lemma 15. Sei w € V. ( ; )

seien Koordinaten von w in der Basis (vi, ..., v,), d.h.
n
W=x1V1i +20V0+ ... XoVa = D i XiVj

Wir setzen

n
f(w) = x1u1+x2u2+...+xnun:ZX,-u,-. (%)
i=1
Zu zeigen: (i) f(v;) = u; und (ii) f ist linear.

Wir zeigen (i): Der Koordinatenvektor von v; in der Basis (v, ..., v,) ist
0

1| «i—tezeile ,weill vy=0-vi+..4+ 1lv; +4...4+0-v,, also
X i—te Stelle
0

f(v;) W 0-u1+...+1-uj+..+0-u, = u; wie behauptet.



Wir zeigen (ii): f ist linear

X1 ¥
w, u € V habe Koordinaten ( : ) bzw. ( : ) Nach Lemma 10, die

Xn Yn

X1+ y1
Koordinaten von w + u sind ( : ) Also,
Xo + Vi
Lemma 10 n () n
flw+u) 7= 7 Qi +yi)vi) = 226+ yi)ui =
Sl x> Y W f(w) + f(v).
Axy
Ahnlich, nach Lemma 10, die Koordinaten von Aw sind ( : ) Also,
AXp

f(Aw) = 27:1 AXjUj = )\Zle xiu; = M (w).



Eindeutigkeit

Die Abbildung f:V — U erfiille die Voraussetzungen von Lemma 15,
d.h., f sei linear und f(v,-) = u; fir i = 1, ..., n. Wir miissen zeigen, dass
Yw e V f(w) = f(w), wobei f die die oben in (%) konstruierte
Abbildung ist.

X1
: ) d.h. w =x1vi + xovo + ... + x,v,,. Wir

w € V habe Koordinaten (

haben o .
F(w) = Flavi 4 0w + oo+ XoVp) T FOquy) 4+ 7o) + .+

Fxavi) "M s () + 50 () A oo 4 xnf (1) TR

Def. von f
XU+ Xols + oo+ XUy = f(w) O



Beweis von Satz 11 in ,,<=" Richtung

Seien (V,+,-) und (U, +,-) n—dimensionale Vektorraume mit Basen
jeweils (vq, ..., vy) und (uq, ..., u,). Das Ziel ist zu zeigen, dass es einen
Isomorphismus f : V — U existiert; wir werden den Isomorphismus mit
Hilfe von Lemma 15 konstruieren.

N&mlich, wir betrachten die lineare Abbildung f : V — U sodass

f(vi) = uj; i =1,..., n. Solche Abbildung existiert (und ist eindeutig)
nach Lemma 15. Wir zeigen jetzt, dass f ein Isomprphismus ist; d.h.; wir
zeigen dass f injektiv und surjektiv ist.



Angenommen, f(v) = f(V). Zz: v=7.
Die Vektoren v und ¥ habe jeweils die Koordinatenvektore

A1 %
( : ) und | : | . Dann gilt
An S

F(V) = F(Ave + oo Apvi) PN F () 4 s+ AnF(vy) T
)\1U1 —+ ...+ )\,,u,,,

A1
also f(v) hat den Koordinatenvektor ( :
An

) in der Basis (u1, ..., up).

Analog gilt:
f( ) _ f()\1v1 + o+ )\ V,,) Lmearltat )\ f(Vl) 4o+ S\nf(Vn) Konstr:.von f
)\1u1 + ...+ )\ up. )
A1
Also auch f(¥) hat den Koordinatenvektor | : | in der Basis (ug, ..., u,).
in
Da nach Voraussetzungen f(¥) = f(v) ist, sind die Koordinatenvektoren
A1 b
von f(¥) und f(v) auch gleich, also ist () :( :] . Dann sind
An Xn

v=>"vi=> 1, A\iv; = V. Die Abbildung f ist also injektiv.



Die Abbildung f ist surjektiv

Sei u € U ein beliebiger Vektor. Wir mussen zeigen, dass dv € V

mit f(v) = u.

A1
Der Vektor u habe den Koordinatenvektor (
An
(u1, ..., up), d.h, u=Aug + ... + Apup. Wir setzen
vi= v+ ..+ v, € V.
Es gilt: £(v) = FOALVL + ... + Apuy,) IR
AMF(v1) + oo+ Anf (V) "= A 4 AU, = u
Wir haben gesehen, dass ein beliebiger Vektor u das Bild eines
Vektors v € V ist; Surjektivitdt von f ist damit bewiesen.

Also, die Abbildung f : V — U ist linear und
surjektiv und injektiv, ist deswegen ein Isomorphismus. Die

) in der Basis

bijektiv
Vektorraume V und U sind deswegen isomorph, O



Bsp: geometrische Ebene ist isomorph zu R?

Wiederholung: Sei E eine Ebene, O € E und V die Menge
V = {gerichtete Strecken mit Anfangspunkt O und Endpunkt auf E} mit

. Vektoraddition" als Addition und Streckung/Stauchung als
Multiplikation.

Wir haben gezeigt, dass eine Basis von (V/,+,-) aus
zwei beliebigen Vektoren u, v € V besteht mit u #

675vundV)\€]R)\u7év )
u

o

Also ist V zu R? isomorph nach Satz 11’
AuBerdem haben wir in Beweis von Satz 11 den Iso- » v
morphismus direkt konstruiert: f : R2 — V bildet
()ERzaqu u+pu-vab. -

Bemerkung. Die Abbildung f ist eigentlich die inverse Abbldung zur im
Beweis von Satz 11’ konstruierten Isomorphismus.



Ein bisschen Philosophie

Geometrie ist das Studium von mathematischen Modellen des Raumes,
der uns auf Grund der Anschauung vertraut ist.

Die Geometrie gehort zu den altesten Wissenschaften liberhaupt.
Bemerkenswertes geometrisches Wissen finden wir bereits in den
orientalischen Hochkulturen des 5.—3. Jahrhunderts vor unserer
Zeitrechnung. Praktische Probleme aus der Messkunde, der Baukunst,
der Astronomie und der Navigation wurden abstrahiert und fiihrten zu
geometrischen Regeln. Mit Hilfe von Logic kann man aus diesen Regeln
neue Aussagen bekommen, und anwenden.



Schematisch kdnnte man

es wie folgt vorstellen:

Empirische Wissenschaft

Formal-logische Theorie

Erfalvungswissenschaft wie die

Keine Begriindung durch Erfahrung,

Aussagen tiber die Natur

Physik keine anschaulichen Argumente
Experimente, Formale Ableitung von Sédtzen nach Regeln der Logik
Beobachtungen aus Axiomen

(nicht weiter begriindetes System von Grundtatsachen)
Anschauung nur als Himweis auf Beweisfilhrungen

Deutung der Theorie in der Welt

Grundlage fiir Theorien der Physik

Schule
Alltag
Technik

Hochschulmathematik
Vermittlung der Idee des Beweisens auch in der Schule
(so genanntes lokales Ordnen)




Was haben wir bis jetzt gemacht?

Wir haben die Eigenschaften genommen, die in Physik ofter
vorkommen und empirisch nachgewiesen wurde — die Eigenschaften
I-VIII des Vektorraums.

Dann haben wir alle mégliche (endlichdimensionale) Vektordumen
geschrieben — Satz 11 — alle sind zu R" isomorph.

In anderen Worten, wir haben vollstindig die alle mégliche
,mathematischen Modellen des Raumes" verstanden, in welchen
die Axiomen | — VIII erfiillt sind.

AuBerdem kann man die mathematischen Methode, Ideen und
Tricks aus Theorie von Vektorrdumen auch in anderen Branchen
der Mathematik, vor allen in Analysis benutzen — Sie werden es
wahrend des Studiums mehrmals sehen.



Def — Wiederholung Sei f : V — U eine lineare Abbildung. Das Bild
von f ist die folgende Teilmenge von U:

Bildr = {u € U so dass es gibt ein Element v € V mit f(v) = u}.
(Andere Bezeichnung: (V) — wird in Analysis-Vorlesung verwendet)

Der Kern von f ist die folgende Teilmenge von V :

Kerng ={v eV sodass f(v) = 0}.

(Andere Bezeichnung: f~1(0); wird oft in Analysis verwenden. Man
bemerke aber dass f 1 nicht die inverse Abbildung nach unseren
Detfinitionen ist; auBerdem ist f~! keine Abbildung. Also f~1(0) ist nur
die Bezeichnung.)

Bsp. Betrachte die Abbildung

X
f:R? - RS, f<<X>>:— y
Y 0

X
Es gilt: Bildf = y : wobei x,y € R
0

Kerns = {6} (wird auf der néchsten Folie besprochen)



Satz 12 (1. Dimensionsformel) Sei f : V — U eine lineare Abbildung.
Dann gilt:

(a) Bildy ist ein Untervektorraum von U.
(b) Kerns ist ein Untervektorraum von V.

(c) Ist V endlichdimensional, so gilt:
dim(V') = dim(Bild,) + dim(Kerny).

Bsp. Betrachte die Linearabbildung aus der Bsp. oben
.2 3 X . x
fiR? 5 R, f((y))._<g>.

Dann gilt: Kerns = {0}, weil

(1)) :():() — (3)-(2): also dim(Kerns) =0,

Bildf = {( > | x,y € R} ist 2-dimensional (mit der Basis
{( (1) ) , ( (1) >} also ist die Dimensionsformel

0 0
dim(V) = dim(Bild;) + dim(Kern,) in diesem Bsp. richtig.

2 2 0



Beweis (a) Bildy ist ein Untervektorraum von U

Beweis (a): Seien uy, up € Bildy, d.h. ug = f(v1), up = f(w2).
Dann gilt:

> o +up = f(Vl) -+ f(vg)
> Aup = M (1) PR F(v) € Bildy.

nGAIitat £+ 1) € Bildy



Beweis (b) Kerny ist ein Untervektorraum von V

Beweis (b): Seien vi, v» € Kerny, d.h. f(v;) = f(v2) = 0. Dann
gilt:
> f(V1 + V2) Lincaritat f(Vl) + f(VQ) = 6—|- 6: 6, d.h.
vi + v € Kerny.
> F(Avg) PN F(v) = A0 = 0, d.h. Avy € Kerny.



Konstruktion einer Basis in Bildf

Kerny ist ein Untervektorraum des endlichdimensionalen Vektorraums V
und ist deswegen auch nach Folgerung (d) aus Satz 10
endlichdimensional. Sei {vi, ..., vk} eine Basis von Kerns. Nach
Folgerung (c) kdnnen wir die Basis {v1, ..., vk} bis zum einer Basis in V
erganzen: es gibt Vi1, ..., v, so dass {v1, ..., v,} eine Basis ist.

Wir zeigen: {f(vk+1), ..., f(va)} ist eine Basis in Bilds C U. Wir mussen
zeigen, dass {f(vki1), ..., f(v,)} linearunabhingig und erzeugend ist.



Wir zeigen: {f(vk+1), ..., f(vn)} ist erzeugend

Wir miissen zeigen, dass man jedes u € Bildf als eine Linearkombination
von Elementen f(vx1),..., f(v,) darstellen kann. Offensichtlich, kann
man jedes u € Bildf als eine Linearkombination von Elementen
f(v1),...,f(v,) darstellen. In der Tat, jedes u € Bilds ist Bild des

. Weil {vi, ..., vp} eine Basis ist
irgentwelchen Vektors v = AL+ ... + Apv,, also

u="Ff(v)=Ff(Avi+ ...+ Vi) = Mf(vi) + .. + Apf (V).

Aber f(v1) = f(va) = ... = f(v) =0, da w1, ..., v € Kerny. Dann
u= )\k+1f(vk+1) + >\k+2f(vk+2) + ...+ )\,,f(v,,). Also ist
span({f(vk+1), ..., f(v,)}) = Bildy.



Wir zeigen: {f(Vk41), ..., f(vn)} ist linear unabhangig

Angenommen ist die Linearkombination Agy1f(vks1) + ... + Anf(vy) = 0.
Z.z.: >\k+1 = )\k+2 =..= )\,, =0.
Wir haben:

104 10 4+ ... + 10 + M g1 F(Vig1) + o + Anf(vp) = 0.

k mal

Da f(v)=f(w)=..=f(v)=0,
1F(v) + 17 (va) 4 oo 4 1F(vie) 4+ Miegr F (View1) + - + Anf(vi) = 0.
Weil f linear ist,
F(1vi 4 1vo + oo 4 1 4 Mg 1Vieq1 + - + Avi) = 0.

Also, 1vi + 1vo 4+ ... + Lvg + Agr1Vks1 + .. + Apvyp € Kerng. Dann ist er
die Linarkombination von Elementen vy, ..., v, und deswegen (Satz 7(b))
)\k+]_ == >\k+2 = .. = )\n = O

Also gilt: dim(Bildf) = [Anzahl von Elementen in {f(vi1), .-, f(va)}] = n — k. Dann gilt:

dim(V) = dim(Kernf) + dim(Bildf), O
——

n k n—k




Anwendung 1. Dimensionsformel fiir Endomorphismen

Def. — Wied: Endomorphismus = lineare Abbildung f : V — V von
Vektorraum V' auf sich selbst.

Folgerung. Sei f : V — V ein Endomorphismus von
endlichdimensionalen Vektorraum V. Dann gilt:

f ist surjektiv <= f ist injektiv.
Bemerkung. In Hausaufgabe 1 Blatt 5 mussten Sie mehrere Beispiele
konstruieren — Sie werden sehen, dass falls U und V verschiedene
Dimensionen haben, ist die Aussage der Folgerung nicht richtig.

Idea des Beweises: wir spielen mit der 1. Dimensionsformel (Satz
12): es gilt:

dim(V) = dim(Bild;) + dim(Kern,)
——

n



Beweis (surjektiv) = (injektiv).

Ist f surjektiv, so ist Bilds = V. Wir haben

dim(V) = dim(Bild;) + dim(Kerny)
n = n + ? '

Dann ist dim(Kerns) = 0, folglich Kerns = {0}. Nach Lemma 11c
ist f injektiv.



Beweis (surjektiv) <= (injektiv).

Ist f injektiv, so ist Kerns = {0}. Dann ist dim(Kerng) = 0.
Wir haben

dim(V) = dim(Bild;) + dim(Kerny)
n = [ + 0 ’

folglich dim(Bildf) = n. Dann enthélt eine Basis B in Bilds

n = dim(V) linear unabhingige Vektoren. Nach Folgerung (a) aus
Satz 10 ist dann B eine Basis in V/, deswegen

Bilds = span(B) =V, O



Wiederholung und Plan:

» Ziel: alle linearen f : V — U zu beschreiben, wobei V, U
Vektorraume sind, s.d. dim(V) = n < oo, dim(U) = m < cc.
> Wir benutzen: Hauptsatz 11’ der linearen Algebra:
> V isonrzj)rph Rn, U isonrl?rph Rm.
» Die Koordinatenabbildung Cg, : V — R", Cg, : U — R™ sind
Isomophismen, wobei By, By Basen in V bzw. U sind.
> Strategie:
» Wir beschreiben alle linearen f : R” — R™ (Heute, Schema)
»  Wir konstruieren ein Hauptbeispiel (Matrizen, ndchste Folie)
» Wir zeigen, dass alle linearen f : R" — R™ wie im
Hauptbeispiel sind.

» Wir untersuchen, wie sich die Beschreibung dndert, wenn wir
andere Basen By, By, in V bzw. U wahlen.

» spater



Hauptbeispiel: Matrizen als lineare Abbildungen

Def. Seien m,n € N. Eine (m x n)- Matrix ist ein rechteckiges Schema

a1 a2 ain
a1 ax aznp

A = . )
amil am?2 amn

wobei alle a; € R. Bsp: (1} 2 7) isteine (2 x 3)-Matrix, ( 5o )

5 6 11 12
ist eine (3 x 2)-Matrix
Bemerkung Mathematisch exakt ist eine (m x n)-Matrix eine Abbildung
A:{1l,...,m} x{1,...,n} = R. Das Bild von
(i,5) € {1,...,m} x {1,..., n} ist dabei das, was im Schema an der
ij—Stelle steht.



Eine (m x n) Matrix A definiert eine Abbildung f4 : R" — R™:

n
X a11x1 + a12xe + ... + a1nXn D i1 A1iXi
n
X2 X1 + axnXe + ... + apXy D im1 32X
: =
Xp am1X1 + am2x2 + .. + amnXn D i1 AmiXi

Diese Abbildung heiBt Multiplikation der Matrix mit dem Vektor, statt
fa(v) schreibt man gewshnlich Av ;

1
1 1 2 3
ZB. f = 2 —
RS (s55) :

aiiXiy + aioXxo + _ 1+4+ _ 14
azixi + axpx + 4+10+ 32/
Fiir den j-ten Eintrag des Produkts ist nur die j-te Reihe der Matrix und

der Vektor verantwortlich:

?
X1

aj1 ajo ajn ) = ajix1 + ajoxp + ...4ajpxn

? .7 Xn ?



Skalarprodukt einer Zeile der Matrix mit einem Vektor und

mnemonische Regel

Sei (ai1, ai2, ai3, ..., ain) die i—te Zeile einer Matrix A = (a;) und

X1

X1
v = () € R". Als Skalarprodukt dieser Zeile mit () verstehen wir

Xn Xn

die Zahl aj1x1 + appxo + ... + ajinXy, = Z;:l ajiX;.

Mnemonische Regel: Auf dem i—ten Platz des Produkts von

(m x n)—Matrix A und v € R” steht das Skalarprodukt der i-ten Zeile
der Matrix mit dem Vektor:

a aip ... din X1 ai1xXy + apXxe + ... + aipXn
a1 ax ... axp X2 ax1X1 + axnXe + ... + axpXy
aml aAm2 .-~ 3mn Xn Am1iX1 + amaXo + ... + amnXn

Mnemonische Regel Hilft auch die Parameter der Matrizen und Vektoren
abzustimmen: Da fiir ein Skalarprodukt von Zeile und Vektor die Anzahl
der Elemente gleich sein muss, multiplizieren wir eine (m x n)—Matrix
mit einem Vektor aus dem R”. Das Ergebniss hat dann genau soviel
Zeilen wie die Matrix.



Mnemonische Regel:

Auf dem i—ten Platz des Produkts steht das Skalarprodukt der
i-ten Zeile der Matrix mit dem Vektor
2

-1 4 2 o | - -1-2+4.0+2-1 Y\ _
-2 10 1 o —-2.241-04+0-1 /)

(%)



Mnemonische Regel: Auf dem i—ten Platz des Produkts steht das
Skalarprodukt der i-ten Zeile der Matrix mit dem Vektor

Aufgabe fiir Sie jetzt: Multiplizieren Sie die Matrix A mit dem
Vektor v:

[N}

1

il
A=|57 3 —|5



Lemma 16 Multiplikation von Matrizen und Vektoren ist eine lineare
Abbildung

Beweis: Additivitat:

a <o @ln X1 Y1 a ceed1p X1+ y1
+ - -

aml amn Xn Yn am1 amn Xp + Yn

a11(xa +y1) + .. + a1p(>n + yn) a11x1 + ... + a1nxn a11y1 + ... + a1nyn

: - +
am1 (x1 +.V1)+<:<+amn(xn+yn) am1x1 + .. + amnXn am1y1 + --- + amnyn
arl ain X1 arl ain n
+
am1 <o a3mn Xn am1 <« a@mn Yn

Ahnlich fiir \v.



Wichtiges Beispiel. Frage. Wohin bildet diese Abbildung die
Vektoren aus der Standard-Basis ab?Wir rechnen es aus.

ail ain 1 1-a;34+0-app+...4+40- a1, ail

as] ay 0 1-a +0-axpn+...+0-a, asy

am1 amn 0 l-ap;m +0-am+...4+0-amn am1
ai aln ain 0 O-a;p+1-ap2+...4+0- a1, ajn
an] axn az, 1 O-ap;+1-ap+...+0-a, ann
aml am2 amn 0 O-am+1-am+...4+0-amn am2

Antwort. Die Matrix multipliziert mit dem i-ten Basisvektor aus
der Standard-Basis ist gleich die i-te Spalte der Matrix



Matrix einer linearen Abbildung

Die Vektoren aus der Standard-Basis in R” werden wir mit

e, ..., e, bezeichnen: e, = | 1 | « iter Plats

0
Satz 13 f :R" — R sei eine lineare Abbildung. Fiir jedes
o
i€{l,...,n} seien f(e) = uj:= ( : ) die Bilder der

Standard-Basisvektoren. Dann gilt fiir Jjeden Vektor

vl vl
v2 v2

vV = . . .
v v

In Worten: jede lineare Abbildung von R” nach R™ ist die
Multiplikation mit derjenigen Matrix, deren i-te Spalte das Bild
von e ist.

I
eER":flv)=-| | ° !

m m m
uy uy up




Bsp. Aus der Vorlesung 9 (und aus Hausaufgabe 2 Blatt 4)

Bsp. Sei V = U = R3, mit der Standardbasis

(el = (é),eg = (2), e = <g>) Wir betrachten das Tripel
0 0 1
1 2 3
<u1 = (4>,U2 = <5), Uz = (6)) von Vektoren aus R3.
7 8 9

Nach Lemma 15 existiert eine lineare Abbildung f, die e; — uy,
€ — Uy, €3 — u3 abbildet. Die Formel fiir f haben wir in Vorl. 9
gefunden. Wir wiederholen das. Wir haben:

f@jf(x(ﬁf)iy(?)“@)): -
) )+ () e (20)) =) +r ()2 (e) = (i3

Wir sehen, dass die Abbildung genau f4 ist (sie bildet also den Vektor
v = () auf das Produkt Av ab), wobei die Matrix A = <.,'| : é) ist.

z 7 8 9
2 3 X Ix 42y + 3z
5 6 y| = | 4x+5y+6z|.
8 9 z 7x+ 8y + 9z

~ e

In der Tat, (

)



Satz 13 in Worten: Jede lineare Abbildung von R"” nach R™ ist die

Multiplikation mit der Matrix, deren i-te Spalte das Bild von e; ist.

Beweis:
Lemma 15: Es gibt genau eine lin. Abbildung

f mit (&) = u
Wicht. Bsp.: Aeg; ist die i—te Spalte von A.

Lemma 16: Multiplikation von Matrizen
und Vektoren ist eine lineare Abbildung

— Satz 13

O



Beweis noch einmal (dasselbe in Satzen)

Lemma 15: Es gibt genau eine lin. Abbildung
f mit f(e) = u;

Wicht. Bsp.: Ae; ist die i—te Spalte von A. = Satz 13

Lemma 16: Multiplikation von Matrizen
und Vektoren ist eine lineare Abbildung

Wir behaupten im Satz 13, dass die lineare Abbidung f, die ey, ..., e,
jeweils auf uy, ..., u, € R™ abbildet, die Multiplikation mit derjenigen
Matrix A ist, deren Spalten die Vektoren uy, ..., u, sind.

Multiplikation mit einer (m x n)—Matrix ist eine lineare Abbildung nach
Lemma 16. Multiplikation mit derjenigen Matrix, deren Spalten die
Vektoren uy, ..., u, € R™ sind, bildet die Standard-Basisvektoren e, ..., e,
auf die Vektoren uy, ..., u, ab, wie wir im Wicht. Bsp. oben gezeigt
haben.

Also erfiillt die Multiplikation mit dieser Matrix diese beiden
Eigenschaften.

Aber nach Lemma 15 definieren diese Eigenschaften die Abbildung
eindeutig: nach Lemma 15 ist die lineare Abbildung f, die die
Basisvektoren (in unserem Fall ey, ..., €,) auf die Vektoren uy, ..., un
abbildet, EINDEUTIG. Also fillt sie mit f4 (wobei A diejenige Matrix ist,
deren Spalten die Vektoren uy, ..., u, sind), zusammen. O



Aufgabe: Finde die Matrix der linearen Abbildung (von R? nach
Rz), die die Standardbasisvektoren e jeweils in die Vektoren

, ( i > uberfihrt.

Antwort: Nach Satz 13 sind die Spalten der Matrix die Bilder der
Vektoren, also ist die Matrix < j )



Finde die Matrix der linearen Abbildung (von R® nach R?), die die

Vektoren er, e, e3 jeweils in die Vektoren < é ) , ( 2 )
tiberfiihrt.



Aufgabe. Finde die Matrix der linearen Abbildung f (von R? nach R?),
die die Vektoren < i ) ( _11 ) Jjeweils in die Vektoren ( _02 )

2 ; .
4 > liberfiihrt.

Losung: Um Satz 13 zu benutzen, miissen wir die Bilder der
Standard-Basisvektoren e;, e; bestimmen.
Wir werden benutzen, dass e; :( é ) = %( : )+%( = ) und

62:( 0 ):%( ! )7%( 4 ).Danngilt:
(Co))=r(t(1)+2(4))
(1) 2) e

Ahnlich, ¢ ((13)) =r(2(1)-2( 2 ))=( )

Also haben wir die Bilder von ey, e; ausgerechnet: f(e;) :( } ) und
f(e2) :< -l ) Dann kdnnen wir den Satz 13 benutzen und die Antwort
bekommen.



Aufgabe. Finde die Matrix der Abbildung Id : R” — R", Id(v) = v (in
der Standard-Basis).

Bemerkung. Die Abbildung Id ist offensichtlich linear: z.B.
ld(u+v)=u+v=Id(u)+ ld(v).

Lésung: Um Satz 13 zu benutzen, miissen wir Id(e;) finden. Aber
Id(e,-) = € I

Also ist die i—te Spalte der gesuchten Matrix ;.

1 0 ... O
01 .. 0

Antwort. . . <— heisst Einheitsmatrix
0 0 1

Machen Sie bitte zu Hause die folgende Ubung: multiplizieren Sie die

X1

Einheitsmatrix mit dem beliebigen Vektor () und stellen Sie fest, dass

Xn

X1
das Ergebnis wieder () ist.

Xn



Aufgabe. Finde (bzgl. der Standard-Basis) die Matrix der Streckung
f:R" - R" v av wobei @ € R.
Lésung: Um Satz 13 zu benutzen, miissen wir f(e;) finden. Aber
f(e,-) = Q€ .
Also ist die /—te Spalte der gesuchten Matrix « - €.

a 0 .. 0

0 o ... O
Antwort. . )

0 0 ... «



Verkettung von Abbildungen — Wiederholung

A, B, C seien die Mengen, f: A — B, g: B — C seien Abbildungen.
Die Verkettung (Komposition, Superposition, Hintereinanderausfiihrung)

von Abildungen g und f ist die Abbildung gof : A— C,
gof(x) = g(f(x)).




Lemma 17 Seienf :A— B, g: B—-C,h: C—=D
Abbildungen. Dann gilt: ho(gof)=(hog)of.

In Worten: Die Verkettung von Abbildungen ist assoziativ.

Beweis. Man nehme ein (beliebiges) a € A. Z.z.:

ho(gof)(a)=(hog)of(a)  (+)

Setze

b= f(a),

¢ :=g(b) und
d := h(c).

Dann gilt:

g0 f(a) = g(f(2) = £(b) = <.

ho(gof)(a)=h(gof(a)) = h(c)=d. Also ist die linke Seite von
(x) gleich d.

Wir rechnen jetzt die rechte Seite: f(a) =
(hog)of(a) = hog(F(a)) = hog(b)
Also ist die rechte Seite von (*) auch d. O

H
/\
v
~

Il

>
—_

(9}
~

Il

Q.



Folgerung. Verkettung von Bijektionen ist bijektiv

Folgerung Seien f : A— B, g : B — C bijektiv. Dann gilt:
gof:A— Cist auch bijektiv.

Wiederholung — Lemma 13 Sei f : A — B. Dann gilt:
IF 1B A
(sd. f~Yof =Idyund fofl=ldg).

Wiederholung — die Bezeichnung f~!: Dies war die Bezeichnung fiir
die inverse Abbildung; die Abbildung f~!: B — A wurde durch die
Eigenschaften f "1 o f = Id4 und f o f~! = Idg definiert. Also hat

g 1 : C = B nach unsere Bezeichnungen die Eigenschaften

g log=Ildgund gog™! = ldc.

f ist Bijektion <=



Folgerung Seien f : A— B, g : B — C bijektiv. Dann gilt:
gof :A— C auch bijektiv.

Beweis der Folgerung. Die Abbildungen f : A — B, g : B — C seien
bijektiv. Nach Lemma 13 existieren dann die inversen Abbildungen
f~1:B— Aund g1 : C — B. Wir benutzen diese Abbildungen, um
eine Abbildung zu konstruieren, die zu g o f invers ist.

Wir zeigen niamlich, dass (g o f)~! = f~! o g=1. Nach Definition der
Inversen (g o f)~! muss dies eine Abbildung von C nach A sein, die die
folgenden Eigenschaften hat: (go f)~*o(gof) = Ids und
(gof)o(gof)™t=Idc.

Die Abbildung f~1 o g~ ! ist eine Abbildung von C nach A, weil

g 1:C—= Bund f~1: B — A Wir beweisen jetzt die Eigenschaften:
(flog™)o(gof) =

[Da die Verkettung nach Lemma 17 assoziativ ist, kénnen wir die Klammern beliebig umstcllcn]

=flo|(gtog)of | =FfLo(ldgof)=F"tof = lda.
N——

Idg
Analog, (gof)o(flog ) =¢go ((f of Nog | =go(ldgog™l)=gog™! = Idc.
ol
Idg

Also existiert eine Inverse zu g o f. Die Abbildung g o f ist dann nach
Lemma 13 bijektiv. |



Wie berechnet man (g o f)~1?

Wir haben folgende Formel im Beweis der Folgerung bekommen:
(gof)t=f"1og ! wobei f: A— Bund g: B— C Bijektionen sind.

Mnemonische Regel: (nach Coxeter):

f = Socken anziehen f~1 = Socken ausziehen
g = Schuhe anziehen g1 = Schuhe ausziehen
gof = zuerst Socken anziehen, dann Schuhe anziehen
(o) = Tog ' =

zuerst Schuhe ausziehen, dann Socken ausziehen

(Copyright: MFO)

Man kann analog beweisen, dass
(Aoho..ofi) L =(fi)to(fh 1) to..o(f)L



Lemma 18 Seien f : V — U, g: U — W lineare Abbildungen. Dann ist
gof:V — W auch eine lineare Abbildung.

In Worten: Dje Verkettung von linearen Abbildungen ist linear.
Beweis:

efinition inearitidt von Linearitdt von
gof (v+u) "R g (F(v 4 u)) TE  g(F(v) 4 F(u)) TR

g(F(v)) + g (f(u)) """ g o F(v) + g o F(u)

Ahnlich fiir \v. 0



Schulden: Beweis, dass Satz 11" den Satz 11 impliziert

Wiederholung — Satz 11’ Sei (V, +,-) ein n—dimensionaler
Vektorraum. Dann gibt es einen Isomorphismus f : V — R”.
Wiederholung — Lemma 14 — ein bisschen schwichere Version: Ist
g : U —= R" ein Isomorphismus, so ist g~ : R” — U ebenfalls ein
Isomorphismus.

Wiederholung — Satz 11 Sei (V,+,-) und (U, +,-) n—dimensionale
Vektorraume der gleichen Dimension n. Dann gibt es einen
Isomorphismus h: V — U.

Wir folgern jetzt den Satz 11 aus Satz 11’ und den heute bewiesenen
Aussagen — Lemma 17 und Lemma 18. Wir betrachten die
Isomorphismen f : V — R"” und g : U — R”, die nach Satz 11’
existieren. AuBerdem betrachen wir die Abbildung g~!, die nach Lemma
14 ein Isomorphismus ist.

Wir zeigen dass g~ o f : V — U ein Isomorphismus ist. In der Tat,

gl of ist bijektiv nach Folgerung aus Lemma 17, als Verkettung von
bijektiven Abbildungen. g=! o f ist linear nach Lemma 18 als Verkettung
von linearen Abbildungen. Dann ist h :== g1 o f ein Isomorphismus, wie
behauptet, und die Vektorraume U und V sind, wie behauptet,
isomorph. O



