Lernziele der 7. Woche: Die Studierenden sollen ...

» ... die (abstrakte) Definition der Determinantenabbildung
verstehen und die grundlegenden Eigenschaften der
Determinantenabbildung (D4-D6) herleiten konnen.

» ... die Determinante von Matrizen mithilfe von
Elementarzeilenumformungen berechnen kdnnen.

» ... die Determinante von Matrizen durch eine Kombination
von Elementarzeilenumformungen und Entwicklungssatzen
berechnen kdnnen.

» ... die Formeln fiir die Determinanten von 2 x 2- und
3 x 3-Matrizen anwenden konnen.

» ... die Determinante von Dreiecksmatrizen berechnen kénnen.

» ... die inverse Matrix mithilfe der Leibniz-Kramer-Formel
konstruieren kdnnen.



Abschnitt: Determinante

Bezeichnung Die i-te Zeile werden wir mit [a;] bezeichnen. Die Null-Zeile

a1l ... Al [a1]
werden wir mit 0 bezeichnen. A = ( : : ) = ( : ) .
[an]

api .-~ am

Def. Eine Abbildung det : Mat(n,n) — R heiBt eine
Determinantenabbildung, falls die folgende Eigenschaften erfiillt sind

D1 Eine Determinante ist linear in jeder Zeile, d.h.

[a1] [a1] [a1] [a1] [a1]
det | [ai]+[bi] | =det| [a] | +det| [bi] ;o det| Aa] | = adet | [ai]
{an] {an] fan] fan] {an]

D2 (Eine Determinante ist alternierend): Stimmen zwei Zeilen der
Matrix A iiberein, so ist det(A) = 0.

D3 (Eine Determinante ist normiert): det(ld) =1

Fragen Existiert solche Funktion? Ist sie eindeutig? Wie kann man sie
ausrechnen?



Sei det : M(n, n) — R eine Determinantenabbildung. Dann gilt fiir
alle A, B € Mat(n, n) und alle A € R:

D4 Ist eine Zeile von A gleich 0, so ist det(A) = 0.

D5 Entsteht B aus A durch Vertauschung zweier Zeilen, so ist
det(B) = —det(A).

D6 Entsteht B aus A durch Addition des Vielfachen einer Zeile zu
einer anderen, so ist det(B) = det(A).

Beweis fiir (D4):

[a1] [a1] [a1]
det(A) =det| 0 | =der| 0c0 | Dimearitity gl g =0

fan] [an] [an]



Beweis fiir (D5):

[a1] [a1] [a1]
[a] + [a-] < i-te Zeile [3-1'] /]
D2 J 13j]
0 ( = ) det : Linearitat o, : + det
[ail + [47] e Zeile lai] + [a)] [a]

[a.n] [3-n] [a.,,]

[a1] [a1] [a1] [a1]
fai] [a1] (4] (4]
Linearitat ;.. : + det : + det + det : (22)
[ai] [4/] [a/] En
fan] fan] [an] [an]
[a1] [a1] [a1] [a1]
[a1] [4/] [a1] (4]
0+ det : + det o; Also  det : = _det



Beweis fiir (D6)

det

det

[21]

< i-te Zeile

Linearitét

[a;]+ X [aj]
X det
[3']} < j-te Zeile

+ Adet



Folgerung Sind die Zeilen von A € Mat(n, n) linear Yffabhingig, so ist
det(A) = 0.

Beweis. Angenommen "7, \;[a;] = 0, wobei nicht alle \; gleich 0 sind.
OBdA ist dann A1 # 0, sonst die Zeilen vertauschen. Dann ist

o] = - S0, M[a], also
nAj
o Ti [ai] , [ai]

det(A) = det Lincgritat _ éjz L det ( : ) 22 $~0-0

[a.n] [a."]



Die Eigenschaften (D1-D6) erlauben uns, Determinanten

von einigen Matrizen auszurechen

Bsp. det(; ; det(y

(D6); Z1:=%1- 2 %2 (D3)

~det( 2) PV IEE _ger(y o) 2 1,

1 1

) (D6); Z2:=72- 2 71 ) (D1); Z2:=(-1)-22

Bsp. det(i 5 2> = 0. In der Tat, die Zeilen der Matrix sind linear
7 8 9
abhiangig:

~7142-72-73 = —[1.2.3]42-[4,5,6]—[7.8.9] = [0,0,0].

Dann ist det = 0 nach Folgerung aus Satz 17.



fAZ

Wiederh. — Schwichere Version von Wicht. Anw. der 1. Dimensi-
onsformel; Vorl. 9 Sei f : V — V ein Endomorphismus, dim(V) = n <
oo. Dann gilt:

f ist injektiv <= f ist ein Isomorphismus.

Hilfssatz = Wicht. Anw. 1. Dimensionsformel
R" — R" ist kein Isomorphismus <= Ix € R", x 20 s.d. Ax =0

Beweis. In det Tat, nach Lemma 11( ) ist fa genau dann injektiv, wenn
Kerna = {0}, also wenn kein x # 0 existiert mit Ax = 0.

Also wenn ein solches x existiert, dann ist f4 kein Isomorphismus.

Wenn f4 kein Isomorphismus ist, dann ist f4 nicht injektiv. In der Tat, fa
ist nicht injektiv oder nicht surjektiv; aber nach Wicht. Anw. 1.
Dimensionsformel gilt

fa injektiv <= f4 surjektiv.
Lem. 11(c) .
Wenn f4 nicht injektiv ist, dann ist Kerng #+ {0}, also 3x # 0 mit
Ax = 0.




Satz 18 /st A ausgeartet, so ist det(A) =0

Bemerkung. Wir werden heute auch beweisen (Lemma 20), dass aus
det(A) = 0 folgt, dass A ausgeartet ist.



(1, -

‘ Satz 18 /st A ausgeartet, so ist det(A) =0

Beweis. Sei A € Mat(n, n) ausgeartet. Hillssate o gibt ein
X1 0

x—(;)¢ - | mit Ax =0. OBdA ist x; # 0.
Xn 0

Wir betrachten Mat(1,n) = {(\1,...,An), wobei \; € R} und

a11

f : Mat(1,n) — Mat(1,n), f(y):=yA= (y17...,y,,)( : : ) :

Die Abbildung f ist offensichtlich linear. Wir zeigen: f ist kein
Isomorphismus. Sonst gibt es ein y = (y1, ..., ¥,) mit yA = (1,0,...,0).

Dann ist B
(0), weil Ax =0

ar aip X1
.,yn)( 5 5 )( 5 ) () #(0): vl (oA = (1,000 ey

an1 ann Xn

und (1,0,.“,0)( . ) = (x1)

. . : : . . Hilfss o
Widerspruch zeigt, dass f kein Isomorphismus ist. Y Eg gibt ein

(Moo An) # 0 mit ()\1,...)\,,)( ) a4+ An[an] = 0

an1 ann

FOIEE et(A) = 0. O



Ziel: zu zeigen, dass eine Determinantenfunktion (falls sie

existiert) eindeutig ist

Frage 1 Angenommen, wir kennen det(A). Was ist det(E;A),
det(E,-J)-‘A), det(E}A)?

Antwort: Sei A eine Matrix. Wir wissen (Vorl. 12), dass eine
Multiplikation von links mit Ej; die i—te und die j—te Zeile der Matrix A
vertauscht.

Die Matrix B := Ej;A entstehet also aus A durch Vertauschung der i—ten
und j—ten Zeile. Nach (D5) aus Satz 17 ist

det(B) = det(Ej;A) = —det(A). Wenn wir also det(A) kennen, kennen
wir auch det(Ej)A.

Analog fiir die zwei weiteren Typen von Elementarmatrizen:

(D6)
det(EfA)) =" det(A),

det(E*A) 2 Adet(A).

AuBerdem gilt: ist det(A) # 0, so sind det(E;;A)(= +det(A)),
det(EZA)(= det(A)), det(E}A)(= A - det(A)) auch nicht 0; man
bemerke hier, dass A in E,-/\ nicht O ist.



Frage 2. Was ist det(Ej), det(EiJ).‘) det(E})?
Antwort. Wir wissen, dass det(E;;) = det(Ej - Id). AuBerdem wissen wir,

dass det(/d) (21 Oben haben wir gesehen, dass det(E;jA) = —det(A)
fir i # j und det(E;A) = det(A). Fiir die Matrix A = Id und i # j haben

wir det(E;) = det(E; - Id) = —det(ld) ‘% 1.

Analog fiir die zwei weiteren Typen von Elementarmatrizen:
det(E})) = det(E}Md)) 2 det(ld) ‘2 1.

det(EN)) = det(EMd)) 2 Adet(ld) ‘2 .



Antworten auf Fragen 1,2 als Rechnenregeln

Rechnenregeln: Fiir jede Matrix A € Mat(n, n) gilt:
> det(EjA) = det(A),
> det(E}A) = \ - det(A)
> det(E;A) = —det(A) fiir i # j und det(E;A) = det(A)

Daraus folgt (Antwort auf Frage 2; fiir A setzen wir Id ein und benutzen,
dass nach (D3) det(/d) =1 ist):

> det(E}) =1,
> det(E}) =\
> det(E;) = —1 fiir i # j und det(E;) = 1

Wir kombiniereren diese zwei Antworten in einem Lemma:

Lemma 19. Fiir jede Matrix A und fiir jede Elementarmatrix E gilt:
det(EA) = det(E) - det(A).



Lemma 20(Eindeutigkeit der Determinante) Es gibt hdchstens eine
Determinantenabbildung. Ferner gilt: ist A € Mat(n, n) nichtausgeartet,
so ist det(A) # 0

Beweis. Ist A ausgeartet, so ist det(A) SIS0 15t A nichtsausgeartet,
so kann man A in ein Produkt von Elementarmatrizen zerlegen (Satz 16):
A=E.. Enld.

Durch mehrfache Anwendung von Lemma 19 bekommen wir:

det(A) = det(F, EyFs...Ep) "% det(F,) - det(EyFs... Epy) 0% 1
det(Ey)-det(Ey)det(Es...Ey) = ... = det(E;)-det(Ep)-det(E3)-...-det( Ep).
Aber die Determinanten der Elementarmatrizen sind eindeutig bestimmt;
siehe vorherige Folie. Dann sind alle Faktoren im Produkt

det(A) = det(E;) - det(E) - det( ) - ... - det(Ep,) eindeutig bestimmt;
also ist det(A) auch eindeutig bestimmt, O

Folgerung. Fiir A= E;...E,, (wobei E; Elementarmatrizen sind) gilt:
det(A) = det(Ey) - ... - det(Ep).

Bemerkung. Bis jetzt wissen wir nicht, ob eine Determinantenfunktion
existiert — Lemma 20 sagt uns, dass falls sie existiert, sie eindeutig ist
(d.h. es kénnte keine zwei verschiedenen Funktionen

det, det’ : Mat(n, n) — R geben, die die Bedienungen (D1), (D2), (D3)
erfiillen).



Bsp. zum Beweis von Lemma 20

In Vorl. 11 haben wir eine Zerlegung der Matrix A = ( g 3 1? > in
-2 3 2

ein Produkt von Elementarmatrizen gefunden:

A= E12/—':3_11E322E263E113l ELEFED.

Wir zeigen, dass diese Zerlegung uns erlaubt, det(A) zu berechnen: nach
Folgerung aus Lem. 19 gilt:

det(A) =

det(E») det(Ey") det(E2) det(ES) det(E() det(EL,) det(E3) det(ER) =
-6

Wir haben gesehen, dass die Eigenschaften (D1),(D2), (D3) (und (D4),
(D5), (D6) sowie Lemma 19, die aus (D1),(D2), (D3) folgen)

0 3 6 . . .
det[ 2 3 1 > eindeutig bestimmen!!!
-2 3 2



Satz 19 A, B € Mat(n, n). Dann ist det(AB) = det(A)det(B).

Beweis. 2 Fille: A ausgeartet und A nichtausgeartet.

Fall 1 Sei A ausgeartet. Hilfssgts fa ist keine Surjektion. Dann ist f4 o fg

auch keine Surjektion (weil ein v € R", das nicht in der Form fa(u)
darstellbar ist, auch nicht in der Form fa(fg(w)) darstellbar ist.)

Dann ist AB ausgeartet nach Satz 15
Satz 18

215 det(AB) = 0 = det(A) det(B), 0.
——
=0

Fall 2 Sei A nichtausgeartet. “22% A = E,E,...E,.

Dann ist det(AB) = det(E,E>...E,B) = det(Ey)det(Ey...EnB) =
det(El)det(Ez)det(E3...Em ) = ...
= det(E;)det(Ey)...det(Ey) = det(A)det(B), O

det(A) nach Folg. aus Lem. 19




Satz 20 Es gibt genau eine Determinantenabbildung

Beweis. Eindeutigkeit ist bewiesen (Lemma 20). Wir zeigen Existenz.
Induktion nach n.

[LA. n=1. Mat(1,1) = {(x), wobei x € R}. Definiere det((x)) := x.
Die Eigenschaften (D1), (D2), (D3) sind erfiillt.

I.V. Es gibt eine Determinantenabbildung det : Mat(n—1,n—1) — R.
I.S. Z.z.: Es gibt eine Determinantenabbildung det : Mat(n, n) — R.
Sei A € Mat(n, n). Wir wéhlen ein j € {1,...,n} und setzen

det(A) ==Y (—1)ajdet(AF"),

i=1

, Laplace-Spaltenentwicklung
wobei A;-j-” diejenige (n — 1) x (n — 1) Matrix bezeichne, welche durch
Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht.

ail arj—1 aj ar j+1 ain

Str a-11 -+ 8—-1j-1 3-1j 3d-1j41 -+ 3—-1n
A ij = aj1 ajj—1 ajj aj j+1 ajn

a1 1 Aj+1j—1 i1 j A+1 j+1 Qi+l n

an1 anj—1 anj an j+1 ann



Bsp: Laplace-Spaltenentwicklung fiir n = 2

n

det(A) =Y (—1)"a;det(AF"),

i=1

a a
A= 11 12
a1 ax

N
Il

det(A) = (—1)12a1adet (AE) + (—1)* 2 anydet(ASY) = —arpan +anan

det(AY) = an; det(A3E) = ayy;
det( a1 d12
21 a2
Mnemonische Regel: det einer (2 x 2) Matrix ist das Produkt der
Diagonalelemente minus das Produkt der Antidiagonalelemente.

= di11d22 — d12421-



Bsp: Determinante einer (3 x 3) Matrix

Il

A- a1 anp a3 . z.
= a1 axn a3 f J 1
a3l ax a3

de t(A) Folggung Zn ( 1)i+ja det(AStr) _

i=1

( 1)1+lalldet(A5tr) ( 1)2+1321det(A5”) ( 1)3+1831det(A5tr) —
(—1)%a11(azass — axan) + (—1)3ax (a2a33 — aspaiz) +

(—1)*"'azi(a10a23 — axai3) =

411322333 + 812823331 + 813421332 — 313422831 — 321312833 — 311323332

Mnemonische Regel von Sarrus (Rechenverfahren)
Dabei schreibt man die ersten beiden Spalten der Ma-
trix rechts neben die Matrix und bildet Produkte von
je 3 Zahlen, die durch die schragen Linien verbunden
sind. Dann werden die nach unten verlaufenden Pro-
dukte addiert und davon die nach oben verlaufenden
Produkte subtrahiert. Man erhilt auf diese Weise die
Determinante von A:



Z.z.: det(A) := Z?Zl(fl)"*ja,-jdet(Ag”) erfiillt die Eigenschaften (D1)
—-(D3).
D1 A entstehe aus A durch Multiplikation der k—ten Zeile mit A. Vor
dem Multiplizieren:

det(A) := (1) Tagdet(A7") + > (—1)a;det(A;")

| =

i #k
Nach dem Multiplizieren:
n
det(A) := (1) &y det(Ay") + > (-1)"7 & det(A3")
—_— — . ~——
Aaij det(AF") = 2 \det(AS")
i # k
= Adet(A)

Die Additivitadt zeigt man analog.



Beweis (D2)

Angenommen, die k-te und die m-te Zeile von A stimmen (iberein
(k < m); Z.z: det(A) = 0. Wir haben

det(A) = (—1)"Waydet(AFF") + (—1)™ am;det(Asr )+

+ Y (~1)Hader(asr) 2
i=1
i+ k
i#m
(—1)Hagdet(AF) + (—1)"Hamdet (AT +0  (x)

Da die k-te und die m-te Zeile gleich sind, ist a;; = ap,;. Da Afj” aus Afj}’
durch m — k — 1 Zeilenvertauschungen hervorgeht. Also
det(AEJi:)+: (;11)’"*k*1dei('Afn_tj’). ISDtann ist (x) gleich
1 )kHitm—k— —1)ym+i ry —
22_1;j+m—1 + (_—:)Sn+}))det(f;€§A:nqjo)
mj



Beweis (D3)

Fir A= Id ist

det(Id) =Y (1) a;det(AS")
i=1

L[ 1firi=
M= 0 fir i #
Also aus der Summe Z;’:l(—l)"Jrj.a,-J'-det(A;j”) ist nur i—te Summante
nicht 0; deswegen det(/d) = (—1)"'det(Ild) = 1. O
Folgerung (Spaltenentwicklungssatz von Laplace) Fiir jedes
A € Mat(n, n) gilt

n

(D7) det(A) = (—1)Ma;det(A}") (),

i=1

Beweis: Es gibt nur eine Determinantenabbildung (Lemma 20) und wir
haben sie mit Hilfe von (x) konstruiert, O



Weitere Anwendungen der Laplace-Spaltenentwicklung

al a2 ... A
8 :i; zi" Spaltenentw. j=1 n i1 Str
det n = Zi:l(_l) a;ldet(Al-l )
0 am . am
axn az,
nur aii 75 0 asp as,
= dll det

a2 ... am



Folgerung aus Satz 18/Lemma 20

Wiederh. — Satz 18 /st A ausgeartet, so ist det(A) =0
Wiederh. — Lemma 20(Zweite Aussage) Ist A € Mat(n, n)
nichtausgeartet, so ist det(A) # 0

Folgerung. Fiir jede (n x n)—Matrix gilt:
A ist ausgeartet <= det(A) =0



Satz 21 (D1)’ Determinantenabbildung ist linear in den Spalten:

ail ayj + by ain
det . . : ) =
an1 ceo o apj t by ... apn
ail alk ain ail by ain
det . . : ) + det ( X . . )
an1 apj <o apn an1 bnj ... apn
EI Aayj ... a1 a Say ain
det : . : ) = Xdet ( : : . )
ap Aap; ... amn ap1 Ay ann

Beweis: Wir benutzen die Laplace-Spaltenentwicklung

n

det(A) =Y (—1)a;det(A7"),

i=1

Nach Multiplikation der j—ten Spalte mit A wird jedes a; mit A
multipliziert. det(A;i”) bleibt unverdndert. Dann wird die Determinante

mit A multipliziert. Ahnlich mit der Addition,



Wiederholung — Def. Sei A eine (m x n)-Matrix,

a - ain
A :( ; : ) Die transponierte Matrix At ist die folgende
am amn
al] am1
(n x m) Matrix: A* =| - : ) d.h. an der Stelle (i, j) von A
aln amn

steht das (j, i)-Element von A.

t 1 5 3
Bsp.(é : ?) :(§ g) L (3 2 1)t:<i>
Bemerkung Fiir quadratischen Matrizen ist transponieren
gleichbedeutend mit einer Spiegelung an der Hauptdiagonalen.

~ 1 12 13 TE 12 13 | e p Hauptdiagonale MT— 11 21 31

M= |21 22 23 278,07 | L b Mebendiasonde 12 22 32

3 3 33 31 32 % 13 23 33
Bemerkung (Af)' = A

Bemerkung Die /—te Spalte von A! ist die i—te Zeile von A; die j—te
Zeile von At ist die j—te Spalte von A (falls A € Mat(m, n), dann
i=1,..,mundj=1,..,n).

o1z 13 ol o3l
M= |21 2 23 M'=| 12 22 32
31 32 33 13 0% 33



Satz 22 Sei A eine (n x n) Matrix. Dann gilt: det(A) = det(A?").
Beweis. Wir definieren die folgende Abbildung det : Mat(n, n,R) — R,
det(A) := det(At). Wir zeigen: die Abbildung ist die
Determinantenabbildung.Z.z.: Die Abbildung erfiillt Eigenschaften (D1),
(D2), (D3):

(D1), weil die Abbildung det linear in den Spalten ist (Satz 21, (D1)"),
D2, weil eine Matrix deren zwei Spalten gleich sind, ausgeartet ist (Satz
15). Und deswegen ist die Determinante gleich Null (Satz 18).

D3, weil Id" = Id. .

Nach Lemma 20 (Eindeutigkeit) ist det = det. O
Folgerung Die Determinantenabbildung hat die folgenden Eigenschaften
fiir jedes A € Mat(n, n)

(D5)" nach der elementaren Spaltenumformung (53) (zwei Spalten
vertauschen) wird die Detemninante mit (—1) multipliziert,

(D6)" die elementare Spaltenumformung (S1) (\- faches einer Spalte zur
einer anderen addieren) dndert die Determinante nicht.
(D7)’ (Laplace-Zeilenentwicklungssatz) det(A) = ;(—1)j+iaj;det(Aﬁ”),
Beweis: Zuerst transponieren, dann Eigenschaften (D5), (D6), (D3),
(D7) anwenden, O



1 -2 3
2 3 1
Bsp A=1o9 1 2
1 -3 -1

ON b

Wir berechnen die Determinante mit dem Entwicklungssatz,
Entwicklung nach Zeile 3:

1 -2 3 1
-2 3 1 4\ _
detl g 53 2 of =
1 -3 -1 0
-2 3 1 1 3 1
(—=1)3tr0-det| 3 1 4 )4+(—1)3F2(-1)det| -2 1 4|+
-3 -1 0 1 -1 0
1 -2 1 1 -2 3
(-3 2. (-2 3 4| 4+(-1)3t*.2.(-2 3 1 |=
1 -3 0 1 -3 -1

04+1(041242-144-0)42(0=8+6—-3+12)—2(—3-2418-9+344) =

17+14-22=9



Die Determinante einer Dreiecksmatrix

Eine schone Anwendung der Entwicklungsformel ist:

al * * *
0 an * *
Lemma 21 Sei A=| - eine obere
. . *
0 0 an—1n—1 *
o .- 0 0 ann

Dreiecksmatrix. Dann gilt det(A) = aj1 - a2« -+ ann-
Beweis. Wir verwenden Induktion nach n.

IA: Fiir n =1 ist alles klar.
IV: Die Aussage gelte fiir (n — 1 x n — 1)—Matrizen.

IS: n—1— n. Fir n> 1 entwickeln wir det(A) nach der letzten Zeile
(also j = nin (D7)") und erhalten det(A) = a,, - det(AST) (weil
auBer a,, alle Eintrage in der letzten Zeile gleich 0 sind). Dabei ist
At eine ((n — 1) x (n — 1))-Matrix in Dreiecksform, die nach
Induktionsvoraussetzung die Determinante aj; ---a,-1,—1 hat, O

Bemerkung. Ein entsprechendes Resultat gilt fiir untere
Dreiecksmatrizen, weil nach Transponieren einer unteren Dreiecksmatriz
bekommen wir eine obere Dreiecksmatrix



Effiziente Berechnung von Determinanten (Empfehlungen)

Fiir (2 x 2) - Matrizen: mnemonische Regel.
Fiir (3 x 3)- Matrizen: mnemonische Regel oder Laplace-Entwicklung.
Fiir groBere n: Durch eine Kombination der Verfahren

» Elementare Zeilen- bzw. Spaltentransformationen. In diesem Fall
protokollieren wir

1. die Faktoren Aq, ..., As der verwendeten Multiplikationen von
Spalten, wir miissen spater durch diesen Zahlen dividieren

2. die Anzahl t der Spaltenvertauschungen; jede
Spaltenvertauschung dndert das Vorzeichen

» Entwicklung nach Zeilen bzw. Spalten.

formen wir die zu berechnende Determinante solange in eine Summe von
Determinantentermen um, bis fiir die verbleibenden Determinanten der
Wert sofort ablesbar ist (wie bei Dreiecksmatrizen) oder aber leicht
berechenbar ist (wie bei 2 x 2- bzw. 3 x 3—Matrizen). Danach
beriicksichtigen wir die Zahlen A und t Vorzeichenidnderungen.



Beispiel Determinantenberechnung

2 6 10
Zu berechnen ist die Determinante der 3 x 3-Matrix ( 1 2 3 ) .
3 2 3

Mit v/(i,j), m'(i, A), @'(i,j, «) bezeichnen wir die
Spaltentransformationen “Vertauschen von i-ter und j-ter Spalte”,
“Multiplikation der i-ten Spalte mit A # 0" bzw. “Addition des a-fachen

der i-ten Spalte zur j-ten Spalte”. Dann gilt
5

1. m'(1, 1) liefert < L2 3 )
3 2 3
2. #(1,2,~3) und (1,3, —5) liefern ( A )
3 -7 —12
3.4/(2,1,1),4(2,3,—1/2) und /(2. 1) liefern dann ( o 7 0 >
—4 7 2
Wir haben eine Unterdiagonalmatrix bekommen; deren Determinante ist
1-1-2=2.
Protokolle. Keine Spaltenvertauschungen. Zwei Spaltenmultiplikationen
mit den Faktoren 1/2 bzw. —1. Die Determinante von A ist deswegen

1 1 _



Bsp. de

723-7.1
724-27.1

— det

coonN

corH

0
2
2
4

[

— det

(=]

8 1 7.1 und Z.2 2
_3 5 vertauschen d 0
—4 5 = —det|
3 12 4

2 1 -3 5

0 1 8 1 Z.4-37.3

0 0 1 0 -

0 0 3 2
5

(1] Dreiecksform _ 5 4 1.5 _ _4
2

(SIS,



Anwendung der Determinante: Charakterisierung der

linearen Unabhangigkeit

Folgerungen aus Satz 15/Satz 18/Lemma 20 Se/
(a1 = ( : ),..., an = ( )) ein n— Tupel von Vektoren des R". Es

an1 \ann/

gilt:
(a1, ..., a,) ist genau dann linear unabhingig, wenn

det(: :)#Oist.
Beweis Nach Satz 15 ist (a1, ..., an) genau dann linear abhangig,

a1l aln
wenn die Matrix | : .| ausgeartet ist;

an ce Inn

Nach Satz 18/Lemma 20 iist‘ die Matrix genau dann ausgeartet,
wenn det ( : ) =0, O

anl e ann



Die Cramersche Regel

ar aip
Satz 23 A —( : : ) € Mat(n,n) Sei invertierbar, b € R". Wir
a,;l a,;,7
ajix1+ ...  Haipxn =b
betrachten das lineare Gleichungssystem { : ; - (in
a,,l;qu e +a,;,,x,, = ‘b,,

Matrixform: Ax = b). Dann ist die (nach Folg. 3 aus den Satz 15
eindeutige) Lésung x € R" gegeben durch

al ayj—1 by ayji1 ain
det| : : : : :
an1 cee o apj—1 by apji1 ... apn

det(A) (+)

Xj =

Die Matrix, deren Determinante im Zahler steht, ist wie folgt definiert:
Wir haben die j-te Spalte in A mit b ersetzt.

Fiir den Beweis der Cramerschen Regel fiihren wir die folgenden
Bezeichnungen ein: Fiir Vektoren ay, ..., a, € R” bezeichnen wir die
Matrix, deren Spalten die Vektoren ay, ..., a, sind (fiir jedes i ist die i—te
Spalte der Vektor a;), mit [a1, ..., a].



Die Cramersche Regel mit der neuen Bezeichnung.

Satz 23 Sei A- x = b ein lineares Gleichungssystem mit invertierbarer

Matrix A = [ay, ..., a,].

X1
Der Koordinatenvektor () der eindeutig bestimmten Lésung des

Xn

Systems ist dann gegeben durch

N det[b, a3, ..., an] detfa, ..., b,..., an) detfag, ..., an—1, b
= — =T P e L A S s e el B
det(A)

(In der Formel fiir x; steht b in der i-ten Spalte.)

Bemerkenswert ist die Einfachheit des Beweises (dieser folgt
unmittelbar!).



Beweis der Cramerschen Regel

Beweis. Die Gleichung
X1rai+- o+ Xicai+ -+ Xxp-a,=b
konnen wir in der Form
xprar+-+1-(xi-a—b)+-+x-2,=0
schreiben. Die Vektoren
ai,...,Xj-aj—b,...,a,
sind daher linear abhangig und es folgt

0 = det[as,...,x;-a;— b,...,ap]
= X -det[ay,...,a;,...,a,] —det[as,...,b,...,a,],

weswegen X; = %{ﬁ’)”ﬁ”] wie wir behauptet haben, O



].Il | QIEZ:‘}

4331 | 5333:{“;
3 2 ‘1 3
(- - d _R
o — VI =i,=—1 oy — 4 6 :_F):Q
1 2 -3 1 2 -3
4 5 4 5




Aufgabe Verwende die Cramersche Regel, um das lineare
Gleichungssystem Ax = b zu |6sen. Dabei seien



Losung. Nach der Regel von Sarrus ist

detA=1-(-1)-4+2-1-3+43-2-2-3-(-1)-3-1-1-2-2-2-4
=—4+6+12+9-2-16
=5.



Weiter ist

det (E

an
det | ap
a31

an
det | an1
as

a12
a2
432

ol

aiz
a
a3z

a13
a3
d33,

a13
a3
a33,

b

1 2 3
=det ([0 -1 1
1 2 4

=1-(-1)-4+2.1-1+3.0.2-3-(-1).1-1.1.2-2-0-4
=—44+2+3-2
=1,

113
=det|2 0 1
314

=1-0:4+1-1-3+3.2.1-3-0-3—-1-2.4—1-1-1
—3+6-8—1
-0

1 2 1
=det|2 -1 0
3 2 1

=1(-1)-1+2.0-341-2:2-1-(-1):3-2.2.1-1-0-2
=—1+4+3-4
=2



Als Losung ergibt sich also

¢
||

U‘I|I—"

W



Anwendung der Determinante: eine Formel fiir die inverse

Matrix

Def. Sei A € Mat(n, n). Die Matrix deren (i, j)-Eintrag gleich
(—1)i+jdet(Aﬁt') heiBt die adjunkte Matrix (oder Komatrix) und wird mit
Co(A) bezeichnet.

Zu beachten: Um die adjunkte Matrix zu bekommen, ersetzen wir
zuerst den (i, ) - Eintrag durch (—1)""/det(A3") und transponieren
dananch noch.

, a b , d -—b
Bsp. Sei A:= (c d)' Dann ist Co(A) = (_ c 2 >



haben

adj(A)

bffcc cd —af ae—bd

ch—bi bf —ce
fg—dz ai—eg ecd—af
dh —eg bg—ah ae—bd

o o

et —hf fg—di dh—cg
ch —bi ai—cg bg—ah



Satz 24 (Leibnitz — Laplace— Cramer — Formel fiir die inverse
Matrix)

A € Mat(n, n) sei nichtausgeartet. Dann gilt: A~! = det( )Co(A)
Bemerkung. Nach Lemma 20 ist det(A) # 0, da A nichtausgeartet ist.
Beweis. Z.z.: Co(A)A det(A)/d Den (j, i)-Eintrag von Co(A)
bezeichnen wir mit cJ, = ( 1)’+Jdet(A5"). Nach Definition der
Multiplikation von Matrizen ist der ( ,k) Eintrag von Co(A) A gleich

Z Gjidik = Z ]-)iJrjaikdEt(AiSjtr)' (*)

i=1

Fur k = j ist (*) die Laplace-Spaltenentwicklung; also sind die
Diagonalelemente von A Co(A) gleich det(A).

Fiir k # j ist (%) die Laplace-Spaltenentwicklung der Matrix A, wobei A
aus A entsteht, indem man die j-te Spalte von A mit der k—ten Spalte
ersetzt.

Da A zwei gleiche Spalten hat, ist det(A) = 0 ((D2)’).

Also sind die Elemente auBerhalb der Diagonalen von A gleich 0. Also

Co(A) A = det(A)ld, und deswegen det( )Co(A)A =1d, O



Inverse zu 2 x 2-Matrix

a b\ ! d b d_ __b
Bs — det det | — ad—bc ad—bc
p- c d __c _a_ __c a :
det det ad—bc ad—bc



Noch ein Bsp

21 4
in -2
120

M=

Und dann die 3 Ko-Faktoren:

Cn =

C)

Ciz=

-2)

Zuerst bestimmen wir die Determinante:

Algo ist die inverse Matrix:

det( ) = 30

(Beachte: schachbrettartiger Worzeichenwechsell)

()l

Cus=-

Caz=-

4 -2 4
1
=—| % -4 4=
a0
-1 16 -3

Ciz=s

()
)
)

Ciz= -

-1
15
-2 -1
15 15

| =

15 10



