Lernziele der 8. Woche: Die Studierenden sollen ...

» ... die Determinante von 2 x 2-Matrizen als (orientierten)
Flacheninhalt interpretieren und diese Erkenntnis nutzen, um
Flacheninhalte von Polygonen zu berechnen.

» ... die Definition der darstellenden Matrix verstehen und in
konkreten Beispielen berechnen konnen.

» ... das Transformationsgesetz der Koordinaten eines Vektors
im Bezug auf einen Basiswechsel kennen und herleiten kdnnen.

» ... das Transformationsgesetz der darstellenden Matrix bei
einem Basiswechsel kennen und anwenden konnen.

» ... die Definition des Rangs einer Matrix kennen, den Rang
von Matrizen berechnen kénnen und verstehen, warum der
Rang durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen
unverandert bleibt.



Positive Basen in der Ebene

Wir betrachten eine Basis (7 = /@, V= R) in der geometrischen
Ebene.

Eine Basis ist positiv oder positiv-orientiert, falls wir die Halbgerade AB
gegen den Uhrzeigersinn um einen Winkel < 180° drehen miissen, um die
Halbgerade AC zu erreichen, sonst ist sie negativ.

Bemerkung. Die Definition hat nur in der geometrischen Ebene (also
nicht in einem abstrakten Vektorraum) Sinn. Wir werden spéater eine
Orientierung eines abstrakten Vektorraums einfiihren




Determinante von 2 x 2—Matrizen als Flacheninhalt

Man betrachte eine positive Basis (€1, e;) in der Ebene, s.d. die Vektoren
€1, & die Seiten eines Quadrats mit Seitenldnge 1 bilden. (Wichtig ist nur,
dass der Flachenenthalt des aufgepannten Parallelogramms gleich 1 ist).

Wir definieren die Funktion detge, : Mat(2,2) — R wie folgt:

ldetyeo ()| = Flacheninhalt des Parallelogramms, das von
geo( ) " ure; + wrey, vier + vaep aufgespannt wird.

vi v
Vi ich d n 2] _ +  falls (u, v) eine positive Basis ist
orzeichen | detge, —{ - sonst
Vi Vo
Auf dem Bild: v=¢; + e, v=2¢e — e, also
1 1\ _ 11
detgeo (1 _1) =-2= del“(1 _1)

Behauptung: det,., = det.
) In Worten: Die Determinante der Matrix A ist der
3 orientierte Flacheninthalt desjenigen Parallelogramms,
dessen Koordianten der Seiten die Zeilen der Matrix
sind

v
Wiederholung — Def. : Determinante ist eine Abbilldung, die (D1, D2,
D3) erfiillt: wir missen deswegen (D1. D2. D3) fiir det... nachweisen.




Wir miissen priifen, dass der orientierte Flacheninhalt die Eigenschaften
(D1) — (D3) hat. Wir wissen (Schulgeomentrie), dass der Flicheninhalt
gleich Grundseite g mal Hohe h ist.

(D1) (=Linearitdt) Wenn wir & mit A multiplizieren, wird dessen Lange
auch mit A multipliziert, die Hohe bleibt dieselbe. Also wird der
Flacheninhalt mit A multipliziert. Falls A negativ ist, wird zusatzlich die
Orientierung der Basis (i, V) gedndert.

Wenn wir vV mit vV + w ersetzen, werden wir den Flacheninhalt um den
(orientierten) Flicheninhalt des Parallelogramms mit Seiten &, w
vergroBern bzw. verkleinern.




(D2) Falls & und V linear abhéngig sind, ist die Hohe gleich 0 und
deswegen ist der Flacheninhalt gleich 0.
(D3) Flacheninhalt des Quadrats mit Seite 1 ist 1

Da die Determinante der Matrix gleich die Determinante der
transponierten Matrix ist (Satz 22), kann man die Determinante als
orientierten Flacheninhalt desjenigen Parallelogramms auffassen, dessen
Seiten die Spalten der Matrix sind. Da die Spalten der Matrix genau die
Bilder der Basisvektoren (unter der Abbildung f4) sind, ist der
Fldcheninhalt des Bildes eines Quadrats der Seitenlénge 1 gerade det(A).
Also multipliziert die Abbildung f4 alle Flacheninhalte mit det A.



Anwendung: Flacheninhalte berechnen

Beispielaufgabe Finde den Flicheninhalt des Dreiecks mit Ecken
(o)) €= (%)

Losung Das Parallelogramm besteht aus zwei kongruenten Dreiecken,

deswegen ist der Flacheninhalt
= Tidet(s 1)

uz v2

- Hlee(} 21 %




Anwendung: Flacheninhalt von Polygon

Da man jedes Polygon in Dreiecke zerlegen kann,

kann man mit Hilfe der Determinante den Fliacheninhalt jedes
Polygons ausrechnen.



Wiederholung und Plan:

» Ziel: alle linearen f : V — U zu beschreiben, wobei V, U
Vektorrdume sind, s.d. dim(V) = n < oo, dim(U) = m < .

» Wir benutzen: Hauptsatz 11’ der linearen Algebra:

> V isoanorph Rn, U isonfl‘orph R™.
» Die Koordinatenabbildungen Cg, : V — R", Cg, : U = R™
sind Isomophismen, wobei By, By Basen in V bzw. U sind.

» Strategie:

» Wir haben alle linearen f : R" — R™ beschrieben (Satz 13)
» Wir untersuchen jetzt, wie sich die Beschreibung dndert, wenn
wir andere Basen By, B, in V bzw. U wahlen.

Cgyofo(Cay)” 1

Def. Sei f: V. — U eine lineare Abbildung, R"----------mmmmmooeones > R™

~ =~

dim=n dim=m
By bzw. By Basis-Tupel in V bzw. U. Dann ist die (Co,)!
Abbildung Cg, o f o(Cg,)~! eine lineare Abbildung ’
von R” nach R™. lhre Matrix heisst die darstellende

> U

Matrix der Abbildung f bzgl. der Basen By und By. v



Wie findet man die darstellende Matrix?

Seien V und U Vektorrdaume mit dim(V) = n ; dim(U) = m und
sei f: V — W eine lineare Abbildung.

Seien By = (v, ..., Vn) bzw. By = (u1, ..., um) Basis-Tupel in V
bzw. U.

Frage. Wie findet man die darstellende Matrix von f bzgl. By
und By ?

Antwort: Mit Hilfe von Satz 13. Nach Definition, missen wir die
Matrix von Cg, o f o (Cg, )~ : R” — R™ finden. Nach Satz 13
sind die Spalten dieser Matrix die Bilder von ;.

Wir haben: (Cg, )~ 1(e;) = vi. In der Tat, Cg, (v;) ist e;, weil
O-vi+..41-vi+...4+0: vy =y, also ist e der
Koordinatenvektor von v; in der Basis By. Dann ist

Cgy o fo(Cg,)(e) = Cgy(f(vi)) 2" Koordinatenvektor von
f(v;) in der Basis By.

Also, die i—te Spalte der darstellenden Matrix ist der
Koordinatenvektor von f(v;) in der Basis By .



Bsp.

Wir betrachten Mat(2,2) mit der in Vorl. 10 eingefiihrten
Vektorraumstruktur. Als Basis in diesem Raum wahlen wir die ebenfalls
in Vorl. 10 eingefiihrte Basis aus den Matrizen Bj;; wir werden diese
Matrizen in einem Basis-Tupel wie folgt anordnen:

B=(mi=(3 b= (0 b= b= 9)).

Frage. Was sind die Koordianten von X := (21 25) in dieser Basis?
( < Was ist Cg(X))

Antwort. Die Koordinaten von X sind nach Definiton die Zahlen

)\1, ceny )\4 sodass X = Z)\,b,

In unserem Fall ist

xi  x2\ — 0 1 0o 1 0 o0 0 o
(le xgg) = X11(, <),)+X12(o u) JrX21<1 0) +X22(0 1)7

\ \

X11
deswegen ist (;;) der Koordiantenvektor von X
X22



Jetzt sei A= (j Z) eine fest gewdhlte Matrix. Wir betrachten die
Abbildung

F : Mat(2,2) — Mat(2,2), F(X) = AX +— die iibliche Matrizenmultiplik.
Die Abbildung ist linear. In der Tat,
° F(X+ Y) :A(X+ Y) Dlstrlb:utlwtat AX + AY

. F()\X) _ A()\X) Linearitit von fa AAX
Ermitteln wir jetzt die darstellende Matrix der Abbildung bzgl. der Basis

B=(bi=(3 0= 3 b= D).ta=( 9))



Das ist eine 4 x 4—Matrix. Die i—te Spalte dieser Matrix ist der
Koordinatenvektor von F(b;) in der Basis B. Rechnen wir sie aus:
Fo=(: 9 9=C 9=

d 0 0 c
a (3 9)+0-(5 5+t (Y 9 +0-(5 9).
Der Koordinatenvektor von F (by) ist deswegen das ist die erste

Spalte der darstellenden Matrix.
Flb) = 5 8 D= -
0-(5 o)+a (5 o)+0- (3 o) +ec- (5 3)

0
Der Koordinatenvektor von F (by) ist deswegen || ; das ist die zweite
c

) und

Spalte. Analog bekommen wir die dritte und die vierte Spalte: (

|

oQ oo

) . Die darstellende Matrix ist dann (

Q OT O
N—

Q oOoT o
a0 0ou ©
oQ oo



Die darstellende Matrix einer Abbildung f : V — U hangt

von Wahl der Basen in V und U ab

Beispiel. Wir betrachten den Endomorphismus f : R? — R? mit
(2) - (22
X2 X] — X2
Wihlen wir in beiden Vektorriumen die Standard-Basis B = ((é), (2))

erhalten wir die Matrix (; ).

Waihlen wir nur im , ersten” R? die Standard-Basis
B,=B-= ( () ()) und im , zweiten” R? die Basis

2= (b= ()02 = (1)
Dann ist f(el) = b1 und f (e2) = by und damit die darstellende Matrix
von f bzgl. dieser Basen (é 9.
(Weil der Koordiantenvektor von by = f(e;) in der Basis B, gleich (é)
ist, weil 1-b; +0- by = by = f(ey) ist. Also der erste Spalte (der

darstellenden Matrix) ist (é) wie in Id)



Wir hatten bereits gesehen, dass die darstellende Matrix einer
linearen Abbildung f : V — U zwischen zwei Vektorrdumen von
den gewihlten Basen abhingt.

Auf den ersten Blick scheint es die beste Idee zu sein, stets immer
die Standardbasis zu wahlen, weil diese eine besonders einfache
Gestalt hat. Allerdings lasst sich daraus keineswegs folgern, dass
dann auch die darstellende Matrix besonders einfach ist. Im Bsp.
oben ist die darstellende Matrix besonders einfach
(Einheitsmatrix), wenn wir die Basen giinstig gewahlt haben.

Wir werden hier zuerst untersuchen, was genau bei einem Wechsel
der jeweils betrachteten Basis eigentlich passiert.



X1
Der Vektor x € V habe den Koordinatenvektor (;

Xn

) € R" in der Basis

(1, ey Vi), d.hey x = x3v1 + oo + Xp Vi,

Frage Welche Koordinaten hat x in einer anderen Basis B := (b, .., b,)?
Die Koordinaten des Vektors b; in der Basis (vi, ..., v,) seien

b7

i

b} b}
( ) Man betrachte die (n x n)- Matrix T s.d. Te; = ( ) (d.h., i—te
b

b} ... b}
Spalte von T ist der Vektor b;): T _( ; )

By b
Diese Matrix T heiBt Transformationsmatrix (oder Ubergangsmatrix). Die
Matrix T ist nach Satz 15 nicht ausgeartet, also ist T~ wohldefiniert.

X1

Satz 25 Der Vektor x € V habe den Koordinatenvektor ( ) € R" in der

Xn

Basis (v1, ..., va). Dann gilt: Der Koordinatenvektor des Vektors x in der

x1
Basis B := (b, ..., b,) ist T‘l(;)

(Oder: fiir jedes x gilt: Cp(x) = T 1C,,...v)(X).)



Satz 25 Der Koordinatenvektor des Vektors x in der Basis

X1
B :=(by,...,b,) ist T~1| : | (oder: Cg(x) = TflC(th,‘,n)(x))
Beweis: nach Definition sind die Koordinaten von x die Skalare y1, ..., y,
sd. x = y1b1 + ... + ynb,. Wir wenden C,, . ) an: Wegen
Con,...;)(bi) = Te; gilt

=wiTer+ ...+ ynTe, Lincaritat T(yie1 + ... + ynen).
y1
Also = T( ) Wir multiplizieren die beiden Seiten dieser Gleichung
yi
Y1
von links mit T~ und bekommen () =71 wie wir
Yn

behauptet, O



Beweis von Satz 25 anhand eines Beispiels. Wir betrachten V = R?
mit Standardbasis (e; = (é), e = (‘1’))

Als eine andere Basis nehmen wir (b; = G), by, = (‘11>).

Bemerkung. Wir haben in Vorl.7-8 mit Hilfe der Folgerungen aus dem
Austauschsatzbewiesen, dass (by, by) eine Basis ist. Mit dem heutigen
Wissen kdnnen wir dasselbe viel schneller tun. Tatsichlich, da R2
2—dimensional ist, geniigend es zu zeigen dass die Vektoren by, by linear
unabhingig sind. Nach den Folgerungen aus Satz 15/Satz 18/Lemma 20
genligt es zu priifen, dass die Determinante det[b, by] = det( *11)

nicht 0 ist, was der Fall ist, weil det(} ') =2# 0 ist.



Die Transformationsmatrix haben wir definiert als diejenige Matrix deren
Spalten die Koordinatenvektoren von b; in der Basis (e;, e2) sind; also in
unserem Bsp. T = G *11). Diese Matrix hat nach Konstruktion die

Eigenschaft Tey = bi; Te, = by. Sei jetzt v = () ein Vektor in R?.
Frage. Welche Koordinaten hat der Vektor in der Basis (b1, by)?

Antwort. Nach Definition sind die Koordinaten die Zahlen A1, \» sodass

A1bi + Xoby = v. (*)

Nach Konstruktion von T ist by = Tey; by = Tey. Wir setzen dies in (%)

und bekommen A; Te; + Ay Te; = v. Umformung gibt

T(A1er + Aaer) = v. Wir multiplizieren diese Gleichung von links mit

T—1 und bekommen (\je; + \rer) = T~ Lv, wie wir im Satz 25
—_———

A1
(%)
behauptet haben.
Rechnen wir jetzt das Transformationsgesetz in diesem Beispiel bis zum
Ende aus. Wir berechnen T~1, z.B. mit Leibnitz-...-Cramer Formeln:
1oy 1_1mn ooy _ (L -1
<_1 1) _2(1 1)_ % )
Wir setzen T~! und v = (;) in die Formel oben ein und bekommen
(i;) = (% 1%) (;) also ist <§X1%y> der Koordinatenvektor des Vektors

2 2 2X T2y

(;) in der Basis (b; = G), b, = (_11))-



Folgerung: Sei f : V — U eine lineare Abbildung. Die darstellende
Matrix von f bzgl. der Basen By (in V) und By (in U) sei

A € Mat(m, n).

Seien By,, B[, andere Basen in V bzw. U, Ty, Ty die
Transformationsmatrizen. Dann gilt:

Die darstellende Matrix von f bzgl. der Basen By,, By, ist

A =T, ATy.
Beweis: A ist darstellende Matrix <= fiir alle x € R" gilt
_ -1
h A G
ATy T\;lx = Cg, ofo (CBV)_I( T\71X) r;e‘:\utzen, ;anscs'
—— ——— — "~ 1T l=-m.
A’ y CB{J ( CBV)—1 y

Also, Vy € R" gilt A’y = CB;j ofo (CB(,)_l(Y)v



Beweis der Folgerung aus Satz 25 in Worten

Seien f : V — U linear, By und B(/ zwei Basen in V mit der
Transformationsmatrix Ty sowie By und Bj, zwei Basen in U mit der
Transformationsmatrix Ty. Wir nehmen an, dass dim(V) = n,

dim(U) = m.

Ferner sei A € Mat(m, n) die darstellende Matrix von f bzgl. By und By,

d.h., V(:) € R" gilt:

Xn

Ax = Cg,ofo(Cg,) (x) (*)

AuBerdem wissen wir nach Satz 25, dass Vv € V und Vu € U gilt:
CB‘//(V) = T\;l Cg,(v) und CB{j(u) = lel Cg,(u). (%)
S—— N——
eRrn cRm

Wir , invertieren" (nach Coxeter) die 1. Formel in (%) und bekommen

Vx € R (CB‘//>_1 (x) = (Cay) "  (Tvx). (5 % %)



Jetzt benutzen wir (x), (*x) und (% x) um die darstellende Matrix von f
bzgl. B}, und By, zu ,basteln".

Nach Definition ist die Matrix A" € Mat(m, n) eine Matrix, sodass

Vx € R" gilt:

A/X = CBLOfO(CB‘//)_l(X).

Wir setzen die Formeln fiir Cg; und (CB‘//)*1 aus (#x) und (**x*) ein und
bekommen:

Ax = TJl (Tv x).
—— —_—
Cyy, (Cey)t

Jetzt benutzen wir, dass nach (x) die Abbildung
Vektoren mit der Matrix A multipliziert.
D.h. Vx € R" gilt A'x = TJl Ty x wie behauptet. O



Satz 26. Sei f : V — U eine lineare Abbildung; dim(V) = n,
dim(U) = m. Dann gilt: es gibt eine Basis By in V und By in U, sodass

die Matrix der Abbildung die Form (Idk’k 0’“"):
Or7k 0r,p

1
1

1 +— k -te Zeile
beziiglich diese‘r Basen hat. (Automatisch muss k+r=mund k+p=n
gelten).
Beweis. Der Beweis wiederholt einen wesentlichen Teil des Beweises von
Satz 12(c) (1. Dimensionsformel).
Kerny ist ein Untervektorraum des endlichdimensionalen Vektorraums V
und ist deswegen auch nach Folgerung (d) aus Satz 10
endlichdimensional. Sei {vi, ..., v,_x} eine Basis von Kerns. Nach
Folgerung (c) kdnnen wir die Basis {v1, ..., v,_x} zu einer Basis in V
erganzen: es gibt by := v, k11, ..., by := Vv, so dass {vi, ..., v,} eine Basis
in V ist.
In Beweis von Satz 12(c) haben wir gezeigt, dass {f(Vp_k+t1), ..., F(va)}
eine Basis in Bilds C U ist. Wir wiederholen die Schritte des Beweises.




{f(v )s .-y £(vy)} ist eine Basis in Bilds C U

{f(Va—k+1), ---, F(va)} erzeugend in Bildy ist weil {f(v1), ..., f(v,)} ist
erzeugend, und f(v;) = ... = f(v,_x) = 0.

{f(Va—k+1),---, F(vy)} ist linear unabhingig, weil sonst fiir bestimmte
()\nfk+la"'a)‘") # (0770) gllt R

)\,,,k+1f(v,,,k+1) + ...+ )\,,f(Vn) =0. (*) .
Wegen der Linearitdt von f ist dann f(Ap—k41Va—kt1 + - + Anvin) =0,
folglich A\p_x11Vo—ki1 + --- + Apv, € Kerng.

Dann hat der Vektor w := A\j_k+1Vh—k+1 + ... + AnVy zwei Darstellungen
als Linearkombination von paarweise verschiedenen Basisvektoren der
Basis {v1, ..., v}

w = O-vi+...40-v,_g +An—k+1Vn—k+1 + ... + Apvp, nach Definition
w= pu1-vi+ ...+ pn—kVa—kx +0:Vy_gr1+ ...+ 0v, weil w € Kerns

Da die Darstellung von w als Linearkombination von paarweise
verschiedenen Basisvektoren nach Satz 7(b) eindeutig ist, ist
An—k+1 = ... = Xy = 0, also sind die Vektoren {f(vp_k+1), -, F(Va)}
linear unabhangig.



Also ist {f(Van—k+1);---, F(vn)} eine Basis in Bilds C U. Insbesondere gilt,
dass {f(Va—k+1)s -, F(vn)} C U linear unabhingig ist. Dann kann man
{f(Vn—k+1)s -+, F(vn)} zu einer Basis ergdnzen (Folg. (c) aus dem
Austauschsatz): es gibt Vektoren uy, ..., Uy—k, sodass das m—Tupel

By = (f(Va—k+1)s -+, F(Va)s U1y ..o, Um—k) €in Basis-Tupel ist.

k Vektoren m — k Vektoren
Als Basis-Tupel in V' nehmen wir

By := (b1 := Va—k41, -, bk := Vn, V1,...Vy—k ). Ich behaupte, dass die
—_———

k Vektoren n — k Vektoren
darstellende Matrix von f bzgl. dieser Basis gleich
1
1
/dk,k Ok,p o . .
= . Ist.
Or,k Or,p 1 «— k -te Zeile

In der Tat, die erste Spalte der Matrix ist nach Satz 13 der
Koordinatenvektor von f(b;) in der Basis

BU = (IC(V,,_k_H)7 ceey IC(V,,)7 up, ..., Um—k)-

Aber b; = vp_k+1 und

f(bl) = f(V,,,k+1) =1- f(V,,,k+1) +0- f(V,,,k+2) + .... Dann ist

e; € R™ der Koordinatenvektor von f(by), also ist die erste Spalte der
Matrix wie wir behaupten.



BV = (bl = Vn—k+15 -5 bk ‘= Vn, V1,...Vn—k )
——

k Vektoren m — k Vektoren
BU = (f‘(Vn,k+1), ceny )“(Vn)7 ug, ..., Um,k)
k Vektoren m — k Vektoren

Dasselbe fiir by = vj,_x42: wir haben

f(b2) = f(Voki2) =0 F(va—ks1) + 1 F(Vo—ki2) + ..., also ist & € R™
der Koordinatenvektor von f(by), wie wir behauptet haben.

Dasselbe fiir alle i von 1 bis k: die Spalten von 1 bis k sind wie wir
behaupten.

Jetzt die Spalten ab k: der k + 1—te Basisvektor ist vi; dann ist die

k 4+ 1—te Spalte unserer Matrix der Koordinatenvektor von f(v;). Aber
vi € Kerns. Deswegen ist f(v1) = 0 und 0 € R™ der Koordinatenvektor
von f(vi). Dann ist die k + 1—te Spalte unserer Matrix eine 0—Spalte,
wie wir behaupten. Dasselbe gilt fiir alle Basisvektoren ab k. Also ist die
darstellende Matrix wie wir behaupten. O

Bemerkung. Man bemerke auch, dass die Zahl k (in ldk ) einen
geometrischen Sinn hat: Sie ist die Dimension des Bildes Bild¢( V).



Satz 26 sagt uns, dass wir fiir eine beliebige lineare Abbildung f: V — U
(wobei dim(V) = n und dim(U) = m sind) Basen By in V und By in U
so wahlen kénnen, dass die Matrix der Abbildung die folgende einfache
Fogm hat:

1

1 «— k -te Zeile

Der einzige wesentliche Parameter hier ist die Zahl k, weil man die
Zahlen p und r aus k4 r = m und k 4+ p = n bekommt. Wie wir oben
gesehen haben, ist k = dim(Bildy).

Frage. Wie bestimmt man die Zahl k = dim(Bild¢)? Zum Beispiel in
dem Fall wenn die Abbildung f gleich fa

(=Multiplikation mit einer (m x n)—Matrix A) ist?



a ... A
Sei A —( : : )E Mat(m, n)
ami -~ amn

Def Rang der Matrix A (Bezeichnung: rk) ist die Dimension von

(R

Bsp: Rang der 0-Matrix ist gleich 0 (weil span(0) = {0}).
Bsp: Rang der (n x n) Id-Matrix ist gleich n.

1 0 0
0 1 0
Tatsachlich,die Spalten sind N O [ e und damit die
0 0 1
Standard-Basisvektoren des R”.
Bsp. A := lg"’k g”’), wobei Idy x die (k x k)-Einheits-Matrix ist
r,k r,p

und Oy p, 0, x, 0, , (k X p)- bzw. (r x k)- bzw. (r x p)-Matrizen sind,

deren Eintrdge alle gleich 0 sind.
1
1

A=

1 <« k -te Zeile

Dann ist rk(A) = k (Weil die ersten k Spalten die
Standard-Basisvektoren ey, ..., e, und die anderen 0 sind.)




Geometrische Bedeutung des Rangs

Lemma 22. rk(A) = dim(Bilds,)
Beweis. Bild;, = {Av | wobei v € R"}

. Sy weil jedes v in der Form
= {Alhwer £ Ane) | wobei A; € R} Aier + ... \pe, darstellbar ist
= {MAe + ...\pAe, | wobei \; € R}.

Aber Ae; ist die i—te Spalte von A.

arl aln
Dann ist Bildg, = span({ ( : )( : )}) und dessen Dimension ist
am1 amn

rk(A).




Lemma 23 Seien B € Mat(m, m), C € Mat(n, n) nicht ausgeartet.
Dann gilt rk(BA) 2 rk(A) 2 tk(AC) fiir jedes A € Mat(m, n).

In Worten: Multiplizieren von rechts oder links mit nicht ausgearteten
Matrizen dndert den Rang nicht.

Ich gebe zwei Beweise. Beweis 1: Wir beweisen zuerst (i). Wir zeigen:

. Tatsachlich, falls x € Kerng,, dann

~ Multipl. mit B =
Ax =0 = BAx =0, also x € Kerng,.

Ahnlich, falls x € Kerng,,, dann BAx = 6 dann B71BAx = Bil(_)', also
Ax =0, also x € Kerng,. Dann ist dim(Kerng,,) = dim(Kerng,).
Nach der Dimensionsformel ist

dim(R") = dim(Bilds,) +

| [
dim(R") = dim(Bild,) +

Dann ist dim(Bildg,) = dim(Bildg,,) und deswegen rk(A) = rk(BA).



Wir beweisen jetzt (ii): rk(A) 2 rk(AC) fir jedes A € Mat(m, n).
Bilde, = {Av | wobeiv e R"}
Bildg,. = {ACu | wobei ue R"}
Da C nicht ausgeartet ist, gibt es fiir jedes v € R” ein u € R" mit
Cu = v, namlich u = C!v, und deswegen
{ACu | wobei u e R"} ={Av | wobei v € R"} und schlieBlich

Lem. 22

Also dim(Bildg,) "% * rk(A) = rk(AC) "% 2

dim(Bildy,. ).



Beweis 2 von Lemma 23

Lemma 23 Seien B € Mat(m, m), C € Mat(n, n) nicht ausgeartet.

Dann gilt rk(BA) 2 rk(A) 2 1k(AC) fiir jedes A € Mat(m, n).

Beweis 2. Wir zeigen, dass rk(BAC) = rk(A). (Die Aussage (i)
bekommt man, wenn man C = Id setzt. Die Aussage (ii) bekommt man
wenn man B = Id setzt.)

Wir betrachten Basen B{, = (v1, ..., v;) (in V) und Bj,(ui, ..., u},) (in U),
sodass die Transformationsmatrizen von der Standardbasis in R” bzw.
R™ zu B}, bzw. B[, gerade C~! bzw. B sind.

Solche Basen existieren: die Vektoren von By, sind die Spalten der Matrix
C~1, die Vektoren von B,/J sind die Spalten der Matrix B.

Ausserdem betrachten wir die Abbildung f = fa.

Dann ist nach der Folgerung aus Satz 25 die darstellende Matrix von f
bzgl. der neuen Basen gleich BA(C~1)~! = BAC.

Nach Lemma 22 ist rk(A)=dim(Bild¢). Da die Abbildung f in den Basen
By, B, die Matrix BA(C~1)~! = BAC hat, gilt auch
rk(BAC)=dim(Bildy). O



Folgerung Elementare Zeilen- und Spaltenumformungen andern den
Rang einer Matrix nicht.

Beweis. Elementare Zeilenumformungen sind dasselbe wie Multiplizieren
von links mit einer Elementarmatrix, nach Lemma 23 dndert dies nicht
den Rang. Multiplizieren von rechts mit einer Elementarmatrix ist
dasselbe wie eine elementare Spaltenumformung. (Man kann das direkt
nachrechnen) Nach Lemma 23 &ndert dies den Rang nicht. U



Wie berechnet man den Rang einer Matrix?

Um den Rang einer Matrix zu bestimmen, bringt man diese mit Hilfe von
elementaren Zeilen- und Spaltenumformungen in eine Form, bei der die
von 0 verschiedenen Spalten linear unabhingig sind.

Die Anzahl der Spalten die ungleich 0 sind entspricht dann dem Rang der
Matrix.

o 1 2 3 4 2
Bsp. (1 2 3 4)] — (0 1 2 3] — (0o 1 2 3| —
2 3 4 5 4 s o -1 -2 -3
1 0 0o 0 1 0 1 0o o
o 1 2 3)— o 1 2 3] — (0 1 0 o0
0 -1 -2 -3 0 0 0 0 0 0

Also Rank=2.



Mit Elementaren Zeilen- und Spaltenumformungen kann man die
Matrix in der Form1

1
Idk7k Ok,p _ -
0r,k 0r,p ! ‘
bringen. Die Zahl k ist dann der Rank der Matrix.
Folgerung 1. rk(A) = rk(A").
t
Beweis. <Idk’k Ok’p> = (Idk’k 0’”) ) O
Or,k Or,p Opyk OPJ
Folgerung 2. Anzahl von linear unabhingigen Spalten einer Matrix
ist gleich der Anzahl der linear unabhangigen Zeilen der Matrix.

Beweis. Transponieren dndern den Rank nicht, macht aber aus
Spalten Zeilen und aus Zeilen Spalten.

<+ k -te Zeile




