Zusatzliche Lernziele der 8. Woche: Die Studierenden

sollen ...

P> ... beweisen kdnnen, dass der Rang einer Matrix der hochsten
Dimension ihrer nicht ausgearteten quadratischen Untermatrix
entspricht.

» ... die Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen mithilfe der
Rangberechnung bestimmen kdnnen.



Rank der Matrix ist die grosste Dimension der

quadratischen nichtausgearten Untermatrix

an ain

Man betrachte eine Matrix A —( ) € Mat(m, n). Seien

am1 oo amn
h<ih<..<iw€{l,..,m}, 1 <jo<..<jy€{l,..,n}. Dann die
ZU i1y ey ity J1y ooy Jor ZUgeOrdnete Untermatrix von A ist die (m’ x n’)

Matrix, deren (p, g)—Eintrag ist gleich a; ;..
1 2 3 4

BSp. A_(S 6 ! 8),il—l,i2—3,j1—2,j2—4.Danndie

-5 —6 -7 -8
-1 -2 -3 -4

zugehdrige Untermatrix ist die (2 x 2)- Matrix (—26 —48

Folgerung 3. Rank der Matrix ist gleich die hochste Dimension einer
quadratischen nichtausgearteten Untermatrix.
Beweis. Z.z.:

(i) rk(A) < die hochste Dimension einer quadratischen
nichtausgearteten Untermatrix.

(ii) rk(A) > die héchste Dimension einer quadratischen
nichtausgearteten Untermatrix.



Folgerung 3. Rank der Matrix ist gleich die héchste Dimension einer quadratischen nichtausgearteten
Untermatrix.

’ (i) rk(A) < die héchste Dimension einer quadratischen nichtausgearteten Untermatrix. ‘
Beweis (i): Wir miissen Existenz einer quadratischen Untermatrix der
Dimension rk(A) von A, deren Determinante nicht 0 ist, beweisen.
Sei rk(A) = k. Da nach Folgerung 2 rk(A) = dim(span({[ai1], -.-, [am]})).
kann man aus {[a1], ..., [am]} nach Satz 8 k linear unabhingige Zeilen
[24], [35] -, [2;,] auswahlen.
1 2 3 4
Bsp.In A= | > ° 7 8| kannmanzB. i =1, i =3 setzen.
-1 -2 -3 -4
Sei A’ die (k x n)-Untermatrix, deren Zeilen i, ..., ix sind (bzw. Spalten
jl = 1aj2 = 27 "'7jn = n)' (Im BSp.: A= (_15 —26 _37 —48) )NaCh
Konstruktion ist rk(A’) = k = rk(A).




ail ain
Da k = rk(A") = dim | span ({ ( : ) ( : )}) , kann man aus den
al/d al/m

Spalten von A’ nach Satz 8 k linear unabhingige Spalten (mit Nummern
meinetwegen Ji, ..., jx) auswahlen. Die entsprechende (quadratische)
Untermatrix bezeichnen wir mit A”.

(Im Bsp.: A” = <f6 f8>. Nach Konstruktion ist rk(A”) = k = rk(A).)
Wir zeigen: det(A”) # 0. Tatsachlich, die Spalten von A” sind linear
unabhingig. Dann ist A” nichtausgeartet, folglich det(A”) # 0. (i) ist
bewiesen.



’ (ii): rk(A) > die héchste Dimension einer quadratischen nichtausgearteten Untermatrix.

Sei A’ eine quadratische nichtausgeartete Untermatrix der Dimension k
von A, iy, ..., ix bzw. ji, ..., jx seien die Nummern der ersprechanedne
Zeilen bzw. Spalten. Z.z.: rk(A) > k.

Angenommen, rk(A) < k. Dann sind jede k von Zeilen linear abhingig.
Dann gibt es (A1, ..., Ak) # (0, ...,0)mit A1[a;] + ... + A«[a;,] = 0. Dann
sind die Zeilen von A’ linear abhingend,was widerspricht, dass die Matrix
A’ nichtausgeartet ist. O]




Weitere Beispiele.

Wir sehen 3 linear
unabhingige Spalten; Rang = 3






Rechnen Sie bitte selbst rk(A)



anxit+ ... tapxn =b
Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem

am1x1+ +amnXn = bm

a1 ... A
( In Matrixform: Ax = b, wobei A :( : : ) )

am1 . amn

Wiederholung Die (m x n) Matrix A heit die Koeffizientenmatrix des

) heiBt die

ai ain by
Systems. Die (m x (n+ 1))-Matrix (

am1 amn bm

erweiterte Matrix.

Bezeichnung Die erweiterte Matrix fiir die Gleichung Ax = b werden wir
mit (A, b) bezeichnen.

Satz 27 Man betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b. Dann gilt:

(a) (Losbarkeitskriterium) Das System ist genau dann I3sbar, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich dem Rang der erweiterten
Matrix ist.

(b) (Die Menge der Lésungen) Sei X eine Losung des Systems. Dann
liegt fiir jede Losung x der Vektor x — X in Kerng, und fiir jedes
v € Kerng, ist X 4 v auch eine Losung. In anderen Worten,die
Menge der Losungen ist

{X+ v, wobei X eine Loésung ist und v € Kerng, }.



Hilfsaussage vor dem Beweis

Hilfsaussage rk(A) = rk((A,b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.
Beweis der Hilfsaussage <—. Sei b eine Linearkombination der Spalten,

ar ain
d.h. b= m( : )+4.‘+un( : ) . Dann besteht

aml amn

ai ain
span ({ ( : ) ,,,,, ( : ) b}) aus allen Vektoren der Form
aml amn
ar ain
M| | s | +an b=
aml amn
arl ain ail ain
DT REDSE I SRPPIE D VI B I SR 75T R I PR SV
am1 amn am1 amn

ail ain
= i+ dmpam) | 0 |+ Cnt Agien) | 0 | - Dann st

aml amn

() (1) () (OB

rk(A) = rk((A, b)).



Hilfsaussage rk(A) = rk((A, b)) <= b ist eine Linearkombination
der Spalten von A.

Beweis der Hilfsaussage =

Die Spalten von A bilden eine erzeugende Menge in

ail aln
span ({ ( : ) ( : )}) Nach Satz 9 kann man aus den Spalten von
m1 mn o o
A eine Basis B’ von span ( : )( : ) auswahlen, nach Def. ist
am1 amn

die Anzahl der Elemente in der Basis gleich rk(A).

Es genliigt zu zeigen: b ist eine Linearkombination der Basiselemente aus
B’. Widerspruchsbeweis. Angenommen b ist keine Linearkombination der
Basiselemente. Dann ist die Menge B’ U {b} linear unabhingig, weil in
der Linearkombination .

A1b1 + oo+ Akaybrkay + ub =0

dann g = 0 ist (sonst kann man b als eine Linearkombination von
Elementen aus B’ darstellen), und dann sind alle A; = 0, weil die b; linear
unabhéingig sind.

a1l aln
Dann ist die Dimension von span ({ ( : ) ( : ),b}) mindestens
am1 amn

rk(A) + 1. Widerspruch. O



Beweis des Satzes 27: (a): Ax = b ist Ioshar <= existiert ein
x € R" mit

a ... aip x1 ajy aln by
; : = N P P CXe = |
amil amn Xn amil amn bp
. . . . . Hilfsaussage
<= b ist eine Linearkombination der Spalten —

rk(A) = rk((A, b)).

Beweis von (b): Seien X, x Losungen von Ax = B. Dann ist

Alx —%) =Ax—AX =b—b =0, also x — X € Kerng,. Ferner gilt: ist
v € Kerny,, soist A(X +v) =A%+ Av =b+0=b, also ist X+ v auch
eine Losung. O



