Dualraum

Wiederholung LA | Seien V, U K—Vektorraume der Dimension n und
m;. Dann ist die Menge von linearen Abbildungen von V nach U auch ein
Vektorraum bezuglich der folgenden Operationen:

> Addition: (f 4+ g)(v) = f(v) + g(v).
» Multiplikation: (A e f)(v) = X e (f(v)).

Die einzige mogliche Schwierigkeit in der Formeln oben ist die richtige
Interpretation. In Worten ist “Addition” wie folgt definiert: wir definieren
die Summe von linearen Abbildungen f und g als diejenige Abbildung,
welche den (beliebig gewillten) Vektor v € V auf Vektor

f(v)+ g(v) € U uberfiihrt.

Bemerkung. In LA haben wir schwerpunktmaBig endlichdimensionale
R&ume behandelt. Die Aussage ist aber auch fiir alle Rdume giiltig. Wenn
aber dim V = n und dim U = m ist und man die Basen ausgewdhlt hat,
kann man der Vektorraum von Abbildungen mit Vektorraum von

m x n-Matrizen identifizieren, deswegen ist die Dimension von
Vektorraum von Abbildungen gleich n- m



> Addition: (f + g)(v) = f(v) + g(v).
> Multiplikation: (X @ f)(v) = X\ e (f(v)).

Wichtiger Spezialfall: U sei K! = K.

Def. Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn: V*) ist
der Vektorraum aller linearen Abbildungen von V nach K = K!.
Die Elemente des Dualraums heiBen die Linearformen.

Wie oben erklart bzw. wiederholt wurde, ist Dualraum V* ein
Vektorraum bzg. der oben definierten Operationen. Fall
dimV = n < oo ist, ist dim V = dim V* = n.

In Koordinaten, kann man Elemente von V*, also Linearformen, als
1 x n Matrizen darstellen; d.h., wie Vektoren, aber waagrecht
geschrieben.

Linearform a = (a1, ..., an) angewendet auf Vektor (xi,...,X,)
ergibt das Skalar

n X1



Def. Es sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum (bezeichn.: V™) ist der Vektorraum aller linearen Abbil-
dungen von V nach K = K!. Die Elemente des Dualraums heiBen Linearformen.

Bsp. Ist V = K", so kann man Linearformen mit (1 x n)-Matrizen

X1

identifizieren: fi,, .. an)(;) = (ay ... an)(:

Xn

) = aiXy + ... + anpXp.

Xn

Bsp. Null-Linearform 0 : V — K, 0(v) = 0. (Falls V = K", ist deren
Matrix (0 ... 0).)

x1
Bsp. ¢ : K" — K, qﬁ(;) = x ist eine Linearform mit Matrix (1 0 ... 0).

Bsp. ¢: K[x] — K, ¢(P) = P(1) ist eine Linearform.
~—
Raum der Polynome

Bsp. V = C%Ja, b],R), h eine feste beschrinkte stiickweise stetige
Funktion auf [a, b]. Dann ist die Abbildung

f i / 7 ()h() e

eine Linearform.



Sei B eine Basis in V (wenn dim V = oo, dann Hamel-Basis). Dann
definiere fiir jeden Vektor b € B eine Linearform b* wie folgt:

b*(b)=1 und b*(b1) =0 fiiralle by € B, by # b.

Bemerkung. Die Formel oben bestimmt die lineare Abbildung b* auf
Basisvektoren und damit auf allen Vektoren. Die durch diese Formel
definierte Abbildung ist eindeutig, also diirfen wir eine , abgeleitete
Bezeichnung" b* verwenden. Allerdings mit einem gewissen Vorbehalt:
Um b* fiir b € B zu definieren, brauchen wir auch alle anderen Vektoren
von B.

Die Menge {b* | b € B} bezeichnen wir mit B*. Diese Menge heiBt oft
Dualbasis. Wir werden sehen, dass B* tatsichlich eine Basis in V* ist,
falls V' endlichdimensional ist. Wir werden sehen, dass B* immer linear
unabhingig ist. Wir zeigen auch ein Beispiel, sodass B* nicht erzeugend
Ist.



Bsp: Dualbasis zur Standardbasis in K”

Wiederholung: Wir identifizieren (K”)* mit (1 x n)-Matrizen.
Frage: Sei (e, ..., e) die Standardbasis in K"”. Welche
(1 x n)-Matrizen sind €7, ..., e5?
Nach Definition ist e(ei) =0,...,e/(ej)) =1,...,e:(e)) =0, also
istef =(0... 1 ..0).

<~

i-te Stelle
Bemerkung. Die Standardbezeichnung fiir e} ist e’ (Index oben).

Diese Bezeichnung kommt in diesem Foliensatz auch spater vor,
wenn wir die Tensoren betrachten.



Lemma 13. Sei B eine Basis in V. Dann ist B* linear unabhingig.
Ferner gilt: Ist V' endlichdimensional, so ist B* erzeugend und
deshalb eine Basis.

Beispiel, das zeigt, dass B* nicht immer erzeugend ist: Raum
der endlich unterstiitzten Folgen
> Sei
V = {(Xn)nen | xn # 0 fiir endlich viele n}.
» V ist ein unendlichdimensionaler Vektorraum iiber R.
» Dualraum: V* D Raum aller Folgen (weil fiir jede Folge
at,...,Qn,... die Abbildung (x,) — > 72, aix; eine
wohldefinierte lineare Abbildung ist).

» Dualbasis B* ¢ V, weil die Dualbasis nur aus Folgen besteht,
die nur endlich viele von Null verschiedene Elemente haben.



Beweis, dass B* linear unabhangig ist.

‘ b*(b) =1 b"(by) =0 fiir alle by € B, by #b. B* = {b* | b€ B}

Angenommen, 0 = A;1b] + ... + A\ bi. Wir wenden diese Linearform
auf by an.

O(bl) = Albf(bl)—l-)\zb;(bl)—f-... + )\ka(bl) = 0. Also A\; = 0.

) =\ =0 =0
Ahnlich sind alle \; = 0.



Beweis, dass im endlichdimensionalen Fall B* auch

erzeugend ist und deshalb eine Basis ist

‘ b*(b) =1 b*(by) =0 fiir alle by € B, by #b. B* = {b* | b€ B} ‘

Die Basis B ist endlich, also sei B = {b1, ..., b,}. Dann ist
B* = {b},...,b}}.
Wir erzeugen eine beliebige Linearform ¢. Sei \; := ¢(b;). Man
betrachte die Linearform A1b] + ... + A,bj,. Dann gilt fiir jedes b;:
(Albf + o F bR (b)) = Aibi(bi) ... + Aibj (b)) +... + \pbj(b;) =
SN—— SN—— N——

=0 =1 =0
Ai = é(by).
Da die Linearformen ¢ und A1b] + ... + Apb}; auf den
Basisvektoren iibereinstimmen, sind sie gleich. O

Folgerung. Ist V endlichdimensional, so sind V und V* isomorph.



Duale Abbildung

Seien V, U K-Vektorraume, V*, U* die Dualrdume.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — U definiere man die
Dualabbildung f* : U* — V* wie folgt:

Fiir jedes 1) € U* setze *(¢)(v) = ¢(f(v)).

Das ist eine lineare Abbildung:

> (Y1 4+ ¥2)(v) = (Y1 + 92)(F(v)) = P1(F(v)) + P2(f(v)) =
Fr(1)(v) + £ (¥2)(v)

> F(Ap)(v) = (W) (F(v)) = A(F(v)).
Satz 37 — Geometrische Bedeutung der Transponieren. Seien
V, U K-Vektorradume mit Basen (v1, ..., Vi), (U1, ..., Upn),
V* U* seien die Dualrdume, f : U — V sei eine lineare Abbildung.
Dann gilt: Ist A die darstellende Matrix der Abbildung f bzgl.
Basen (v1, ..., vin), (U1, ..., up), so ist At die darstellende Matrix der
Dualabblldung * bzgl. Dualbasen (uf, ey ud) (Ve ey V).



satz 37 (Mat{1wm () = mat L) ()
1 'm

Beweis. Sei A = (aj;) die darstellende Matrix der Abbildung f bzgl.

Basen (v, ..., Vin), (U1, ...y Upn).

Nach Definition ist die j—te Spalte von A der Koordinatenvektor von

f(v;), d.h., :

Aus Def. von darstellende Matrix folgt: die i—Koordinaten von ¢ € V*ist

d(v;). In der Tat, ist @ = A\ vf + ... + Apv, so ist

(b(V,') = )\1V1*(V,') + ...+ )\,-v,-*(v,-) + ...+ )\mV;;(V,') = )\,‘.

Dann ist das (j, /)— Eintrag der Matrix der Dualabbildung gleich j—ten

Koordinate von f*(u¥) gleich £*(uf)(v;) Def. Duaapbildung uf
* Linearitdt Def. 39

= uf( ) = =" aj.

Also, (j,i)— Eintrag der darstellenden Matrix der Abbildung * ist

a,-j, O



Folgerung A (Geometrische Bedeutung des Zeilerangs):
rkz(A) = dim(Bildg,~).
Beweis: rk,(A) = rks(At) "2 M4 dim(Bildy, - ).
Folgerung B (Rechnenregel fiir Multiplizieren von transponierte
Matrizen): (AB)' = B*A".
Beweis: Seien A und B die Matrizen der Abbildungen W By iy,
(fao fg)* = 5 o fy, weil fiir jede ¢ € U* und jeden w € W v ist
(facf)*(9)(w) = o(faofp(w)) = = ¢(ABw)
[
fgofa(@)w) = fE(fA(P)(w)) = 1i(9)(Bw)) = o&(ABw)
Dann ist die Matrix von (fa o fg)*,also (AB)*, gleich die Matrix von
f5 o fy, also B*A".

Bemerkung. Wir haben die Folgerung B bereits benutzt und direkt
beweisen.



Folgerung C: Zeilenrang der darstellende Matrix einer Abbildung hangt
nicht von der Wahl der Basen (in U und V) ab.

Beweis. Weil dim(Bildf) nicht von der Wahl von Basen abhingt. O
Folgerung D (in LA | mit anderen Mehtoden bewiesen): Sei
A € Mat(n, m,K), seien B € GL(n,K), C € GI(m,K). (Also, B, C sind
quadratisch und invertierbar). Dann gilt: rk,(B~*AC) = rk,(A).
Beweis. Es geniigend zu zeigen: rks((B~1AC)!) = rks(A?).
Nach Folgerung B ist (B~*AC)t = C' A*(B7')t = B'A'(C’.
~ ~——
B, C/

rks(B’AYC") = rks(AY)
Nach Folgerung A ist | O

rk,(B71AC) = rk,(A)



Dualraum und Bidualraum

» Sei V ein Vektorraum iiber K (oder iiber R, es spielt keine
Rolle. ).

» Der Bidualraum ist:

V** = (V*)" = { lineare Abbildungen von V* nach K}

» Frage: Wie hingt V mit V** zusammen?



Die kanonische Abbildung ¢ : V — V**

» Definiere:

t(v)(@) :=o(v), firalle e V*
» Wir sehen, das ¢ die Elemente von V* auf K abbildet.
» Diese Abbildung ist linear:

v(av + bw)(¢) = d(av + bw) = ag(v) + bp(w)

> Deswegen ist t(v)(¢) eine Linearform auf V*.



Beweis: Isomorphismus (endlichdimensional)

Satz 38. Ist V endlichdimensional, soist ¢ : V — V** ein
Isomorphismus.

Beweis:
» Sei dim V = n. Dann gilt auch: dim V* = n, dim V** = n

» . ist injektiv: Wenn ¢(v) = 0 fiir alle ¢ € V*, dann ist v = 0.
Man sieht es am besten in Koordinaten: wenn die Linearform
e gegeben durch (xi,...,xp) — x; auf dem Vektor v den
Wert 0 annimmt, dann ist x; = 0 u.s.w.

Dimensionssatz

linear und injektiv = — Isomorphismus



» Jeder endlichdimensionale Vektorraum ist (kanonisch)
isomorph zu seinem Bidualraum:

» Kanonisch bedeutet, dass die Abbildung unabhangig von der
Wahl einer Basis ist. Friiher haben wir gesehen, dass fiir
endlichdimensionale Rdume dim V = dim V* = dim V** gilt,
deswegen sind die Raume V, V*, V** isomorph. Es gibt aber
keinen kanonischen Isomorphismus von V nach V*.

» Fiir unendlichdimensionale Rdume ist ¢ im Allgemeinen nur
injektiv, nicht surjektiv.



Unendlichdimensionale Vektorraume: Warnung

» Im endlichdimensionalen Fall ist V = V**,

» Fiir unendlichdimensionale Vektorraume ist die kanonische
Abbildung

t:V—=oVT v (o= ¢(v))

im Allgemeinen nicht surjektiv (siehe vorher gegebene
Beispiele, etwa C°([a, b]; R), oder Raum von endlich
unterstiitzten Folgen.



Einfiihrung in Tensoren

» Tensoren sind multilineare Abbildungen.

» Def. Ein Tensor vom Typ (r,s) ist eine multilineare Abbildung:

T:Vx - - xV*xVx---xV-=R

r mal s mal

» V: endlichdimensionaler Vektorraum, V*: Dualraum
» Multilinear bedeutet, dass in jedem Komponente linear (wie
bei etwa Bilinearformen oder Determinanten):

! !
T(ag, ..., o+ Nal oo apvey .oy vs)

I /
=AT(01, ooy gy vy o Ve)FA T(ag, ooy 00 oy vy
.7
T, . ., vi, .., v+ AV vg)

li
=AT(o1, ooy Vi ooy Viy oo Ve )N T, oy Ve ooy v V),



Beispiele fiir Tensoren

>
>

>
>

Skalar: Tensor vom Typ (0, 0) (kosmetische Konvention)

Linearform: Tensor vom Typ (0, 1) (wird auch Kovektor
genannt)

Bilinearform: Tensor vom Typ (0, 2).

Vektoren kann man mit Tensoren vom Typ (1, 0) identifizieren
(etwa Physiker und einige Differentialgeometer betrachten
Vektoren als (1,0)-Tensoren): In diesem Foliensatz haben wir
den kanonischen Isomorphismus (falls die Dimension endlich
ist)

t: V= Vv

definiert, gegeben durch «(v)(a) = a(v). Also ist ein Vektor
wesentlich ein Element von V**, also eine lineare Abbildung
von Linearformen nach R (oder einem beliebigen Kérper K)
und ist deswegen ein (1, 0)-Tensor.



Ein einfaches Beispiel von (1,1)-Tensor

Sei V = R2, V* sein Dualraum. Definiere

T(¢,v) = o(v)

» T ist eine Abbildung V* x V — R.
» T ist linear in beiden Argumenten = Tensor vom Typ (1,1).



Basis von V und V*

> Sei {ej}_; eine Basis von V
> Sei {ef}J’-’:1 die dazu duale Basis von V*, d.h.:

i\ J 1 firi=j
";J(e')_{o fiir  #

(Wir haben bei der Einfiihrung der Dualbasis die “x”
Bezeichnung verwendet; in dieser Bezeichnung e/ = ej-“)

» Ziel: Konstruiere eine Basis von T{(V)



Basis im Tensorraum T/(V)

» Wir definieren die folgene Elementen des Tensorraums T!(V):

eh@...@ei,@ejl@...@ejs

» Sie sollen Elemente von T’(V) sein, also (multilineare)
Abbildungen von V* x -+ x V* x V x --- x V nach R.
» Wir definieren sie wie folgt.

6 R Re @ @ (..., anvi,..., V)

=ai(e) ... -a(e)-e(v) ... - (vs).

» Multilinearitat ist offensichtlich (und wird in Beispielen auf den
nachsten Folien besprochen).

» Dir Indizes laufen iiber {1,..., n}, also Anzahl der Basiselemente:
nrts

Lemma 14. Die Tensoren ¢; ® --- ® &, ® e ® - - - ® & bilden eine Basis
in T5 = T5(V),

r



Multilinearitit von e; ® e

Nach Definition gilt
e ® e?(a, v) = a(e)e?(v)

(v ist eine Linearform, a(e;r) ist dann eine Zahl. e? = €} ist eine
Linearform, e2(v) ist eine Zahl. Das Ergebnis ist dann das Produkt

von zwei Zahlen).

Wenn wir o durch Aa + X o ersetzen, bekommen wir

e ®e*(Ma+ N, v) = (a4 Na')(e)e?(v)
= (Aa(er) + N/ (e1))e?(v) = dey @ e2(a, v) + Nep @ (o, v).

Die Linearitdt bzgl. des 2. Arguments zeigt man analog.



Beweis von Lemma 14

Lemma 14. Die Tensoren ¢y ® - - - ® €, ® &1 @ -+ @ €5 bilden eine Basis in T ‘

Linearunabhangigkeit: Betrachte die Gleichung

Yo A0 e =0

Ji--Js
i1yeeir o1, Js=1

in T/, auf Koeffizienten Xl ’7 und wende sie auf das Element

(e, ..., e" em,...,em) EV X - x VXV x.-xV

r mal s mal

an. Nach Definition, siehe auch das Beispiel auf der vorherigen Folie, ist
das Ergebnis die Summe von Produkten:

n

ST Niiei(e). .. e(e,) - e(em) ... - & (em)

fyeeeyipfiyeeenjs=1

Nach Definition von €/(e;) sind alle Summanden mit Ausnahme von

)\Jkll Jk ehilen) .. -ef(en) €™ (em) ... - e™(em,) = NaKk gleich

Null. Daraus folgt )\kl k- = 0. Die Linearunabhingigkeit ist beW|esen



Sei T ein beliebiger Tensor in T/. Definiere )\J’il durch

ineir i i _
Ayl = T(e",....,e", ej,....€e.).

Wir betrachten den Tensor

n

T-— Y Aies-0eodo-od (1)

i oo =1

und zeigen, dass er gleich 0 ist.

Nach Konstruktion: Wenn wir beliebige Basis-Linearformen

ek, ..., e’ und Basisvektoren e, ..., en, in (¥) einsetzen,
bekommen wir 0, wie wir es wollen. Wegen Multilinearitat ist dann
(*) identisch Null, denn wenn wir Linearkombinationen von
Basisvektoren in (x) einsetzen, bekommen wir Linearkombinationen
von Basis-Linearformen und Basisvektoren, in (x) eingesetzt.

Das Lemma ist bewiesen.



» Der Tensorraum T/(V) hat Dimension n"*s.

» Die Basis besteht aus ,, Tensorprodukten“ von Basisvektoren
und Dualbasisvektoren. (Der Begriff , Tensorprodukt von
Tensoren " wird noch definiert).



Komponenten eines Tensors

» Wihle eine Basis {e;} von V und nehme die Dualbasis {e'}
von V*.

» Jeder Tensor T vom Typ (r,s) kann geschrieben werden als:

T=M"Treo 0eoee g
> Die )‘ﬁl sind die Komponenten von T.
> Man benutzt oft die folgende abgeleitete Bezeichnung: Wenn

der Tensor etwa R heiBt, bezeichnet man die Komponente von

R durch Rj'llj';



Bsp: Bilinearform

Eine Bilinearform ist ein (0, 2)-Tensor nach Definition. In
Koordinaten ist die Bilinearform durch eine Grammsche Matrix
gegeben:

n Y1
G(x,y) = Zg;jx,'yj:(xl,...,x,,)G :
W= Yn
Die Komponenten (der Bilinearform, die wir als (0, 2)-Tensor
betrachten) sind dann

G,'j = G(e,-, ej) = (e,-)tGej = 8ij-

Bemerkung. Im Beweis, dass jede Bilinearform durch eine
Grammsche Matrix eindeutig darstellbar ist, haben wir wesentlich
den Beweis von Lemma 14 im Spezialfall durchgefiihrt.



Endomorphismen als (1,1) Tensoren.

» Ein Endomorphismus ist eine lineare Abbildung A: V — V/, wobei
V ein endlichdimensionaler Vektorraum ist.

» In einer Basis kann A durch eine Matrix A = (a;;) dargestellt werden.

» Wir zeigen, dass man Endomorphismen mit (1,1)-Tensoren
kanonisch identifizieren kann.



Definition eines (1,1)-Tensors

» Ein Tensor vom Typ (1,1) ist eine multilineare Abbildung
T:V*xV =R, (¢,v)— T(o,v)

» Linear in beiden Argumenten.

» In einer Basis kann mit Hilfe von n? von Zahlen,

Tensorkoeffizienten, dargestellt werden.



Wie identifizieren wir Endomorphismen und

(1,1)-Tensoren?

P Definiere zu jedem Endomorphismus A: V — V einen (1,1)-Tensor T4 :
A Ta,  Ta(e,v) = d(A(v))  (¥)

P Die Abbildung A+ T, ist bilinear und ist deswegen ein (1,1)-Tensor:
Ta(ady +bez, v) = aTa(db1, v)+bTa(d2,v) ,  Ta(d,avi+bv2) = aTa(¢, v1)+bTa(e, v2)

» Die Umkehrabbildung kann man wie folgt konstruieren:

Fiir jedes (1,1)-tensor R, und jeden Vektor v, betracten wir die Linearform auf
V* (also, einen Element von V**) gegeben durch

R/ (a) = R(a, v).
Wir wissen aber, dass V** und V kanonisch isomorph sind; Isomorphismus
haben wir in diesem Foliensatz eingefiihrt und ¢ genannt. Die Abbildung
v THRY) (%)
ist eine (lineare) Abbildung von V nach V/, also, ein Endomorphismus.

» Die beide Abbildungen sind geomerisch gegeben, ohne Koordinaten zu
verwenden. Auf der nachsten Folie erklaren wir, mit Hilfe von Koordinaten,
warum die Abbildung () inverse zur Abbildung ()



Endomorphismus A sei durch die Matrix (a;;) gegeben. Dann ist
Ta(¢,v) = ¢(A(v)) = Z Z biajjv;j.
j=1i=1
Die Komponenten des Tensors T4 sind dann
(TA)'; = TA(ej, e,-) = e’(A(e,)) = djj. (* * *)

Jetzt betrachten wir den (1,1)-Tensor R und konstruieren den
Endomorphismus: fiir jeden Vektor v bekommen wir

Rv(d)) = R(¢7 V) = Z Z levjv Cbi?

i=1 \ j=1

sodass v auf Vektor mit j-Komponenten gleich Z —1 J vj
abgebildet wird. Unter verwenden von (x x %), sehen wir, dass fiir
R = T4 der konstruierte Endomorphismus gleich A ist.



» Jeder Endomorphismus A: V — V kann als Tensor vom Typ
(1,1) interpretiert werden.

» Mathematisch: End(V) = V ® V*

» Anwendung: Darstellung von linearen Operatoren als Tensoren
in Geometrie und Physik.



Tensorprodukt von Tensoren: Definition

> Sei S € Tvs)(V), T e T(=)(V)
» Dann ist ihr Tensorprodukt:

S®Tc T(r1+r2751+52)(v)
» Definiert durch:

(5 ® T)(¢13 cry ¢r1+r27 Vi,.o ey V51+52)

= S(d)la .. -7¢r17 Vi, ooy VS1) . T(¢r1+13 .. 'a¢r1+r27 Vsi4+1y--+5 V51+Sz)

(Multilinearitat ist offensichtlich)



Beispiel: Tensorprodukt zweier (0, 1)-Tensoren

> Sei o, 5 € V*, also (0, 1)-Tensoren
» Danmnista® B € T2
> Fiir vi,vp € V gilt:

(a® B)(v1,v2) = a(v1) - B(v2)

> Wichtig: Im Allgemeinenist a ® 8 # S ® «



Eigenschaften des Tensorprodukts

» Bilinearitat: Fiir Tensoren A, B, C und Skalar A:
(A+B)@C=A®C+B®C, M@B=A®(AB)

» Nicht kommutativ: A®Q B # B ® A im Allgemeinen
» Assoziativ (bis auf Isomorphie): (A® B)® C = A® (B® C)



Kontraktion

» Sei T € T[(V) ein Tensor mit r.s > 1.

» Eine Kontraktion ist eine Operation, die einem (r, s)-Tensor
einen (r — 1,s — 1)-Tensor zuordnet.

» contr; j(T), wobei i € {1,...,r} und j € {1,...,s}. Man
sagt: der i-te kontravariante und der j-te kovariante Index
werden kontrahiert.



Zuerst definieren wir Kontraktion von (1, 1)-Tensoren

> Sei T e TMD(V) = End(V).
» Die Kontraktion ist:

n

tr(T) := Spur(T) = Z T = Z T(e' &) (%)
i=1

i=1

wobei {e;};=1_., Basis von V und {e"},-zly_“’,, die Dualbasis
ist.
Wir wissen, dass die Spur einer Matrix nicht vom
Koordinatensystem abhangt, weil sie ein Koeffizient des
charakteristischen Polynoms ist. Also, obwohl die Formel (x)
Basisvektoren benutzt, ist sie unabhangig von der Wahl der Basis.



Kontraktion von (r, s)-Tensoren

Das Ergebnis der Kontraktion soll ein (r — 1, s — 1)-Tensor sein.
Wir erklaren, was
contr;J(T)(al, N Sy TV Vs—l)

bedeutet: wir reduzieren es auf die Kontraktion eines
(1,1)-Tensors. Dazu betrachten wir einen (1, 1)-Tensor

T(o,v) = T(a1, . s Qi1 O Qe ey 1, VI, ooy Vi1, V, Vi ooy Vs—1).
(In der Definition von T betrachten wir g, ..., a,—1 und
Vi,...,Vs_1 als Parameter. T bildet die Paare o, v auf R ab und

ist ein (1,1)-Tensor).
Dann definieren wir

contr,-,j(T)(ozl, e, 01, Ve, V5,1) = contr171(7~').

Wir sehen, dass die Definition oben koordinatenunabhingig ist. Es
ist eventuell nicht sofort klar, warum das Ergebnis ein Tensor ist,
also warum es multilinear in ag,...,qp_1,Vv1,...,Vs—1 ist. Wir
besprechen das auf der nachsten Folie.



Beweis der Linearitat:

Ich werde den Beweis fiir (2, 1)-Tensoren durchfiihren, wobei wir den
ersten kontravarianten (also oberen) Index mit dem einzigen kovarianten
(also unteren) Index kontrahieren. Sie werden das Prinzip sehen. Danach
kommentiere ich den allgemeineren Fall.

Der Beweis basiert auf der Tatsache, dass die Abbildung A — Spur(A)
linear in den Eintragen der Matrix A ist. Wir definieren, wie oben,

T(a,v) = T(a, B, v) (wobei 3 eine fest gewahlte Linearform ist).

In Koordinaten gilt:

T(0, ) = T(08,0) = 30 Tt "™ 37 (Z Tﬁ)

i j=1 ij=1 \i=1



Fo) 270,80 = 30 T sy MmN $7 <Z T}'lﬂf1>

i =1 ij=1 \ij=1

Wir sehen, dass die Komponenten von T durch die Formel

n

LA

i1=1

gegeben sind. Diese Formel ist linear in den Komponenten von (.
Die Kontraktion contry,1(7)(83) ist dann die Spur der Matrix T;.
Da die Spur einer Matrix linear in deren Komponenten ist, wegen

n
Spur(fj) = Z T/,
i=1

wir sehen, dass contry 1(T)(3) linear von 3 abhangt, wie
gewiinscht.



Bemerkung. Im allgemeineren Fall, z.B. fir einen (2,2)-Tensor, lautet
die Formel fiir T:

n n n

' i, umformen ;
Ty = 2 TipaBa/d ™= | Y Tibad | o,
i1, =1 ij=1 \i,h=1
und sie ist multilinear in 8 und u. Da die Spur einer Matrix linear in
deren Komponenten ist, folgt die Multilinearitidt in 8 und wv.

Bemerkung. Aus der obigen Erklarung folgt auch die Formel fiir die
Komponenten von contry 1(T):

(COI"ItI‘l 1( T Z TI ’1

Man kann die Formel fiir (r, s)-Tensoren verallgemeinern:

n
iy i i
(contriem(T)) 500 = 2 T i
j=1
Oft wird diese Formel als Definition betrachtet. Allerdings ist aus der
Formel nicht sofort ersichtlich, dass die Kontraktion unabhiangig von der
Wahl der Basis ist. Dies ist selbst fiir (1, 1)-Tensoren nicht trivial und

folgt aus der Basisunabhingigkeit der Spur einer Matrix.



Die Formel fiir die Kontraktion noch einmal

> Allgemein: Fiir T € T("%), Kontraktion iiber Indexpaar (i, }):

contr; j(T)(. g T(. -
k
i— Stelle r+j—Stelle



Kontraktion ist invariant

» Tensoren sind geometrische Objekten (wie etwa
Endlomorphismen), sie hangen nicht von Wahl der Basis ab.
Wabhl von Basis erlaubt, die Tensoren durch Zahlen
(=Komponenten, Koordinaten) zu beschreiben. Analog im
Fall von Endomorphismen: Matrizen erlauben,
Endomorphismen zu beschreiben.

> Der Wert Y7 | T(e, ¢) ist invariant unter
Basistransformationen

» Mathematisch: Kontraktion ist ein tensorielle Operation in der
Tensoralgebra



Schiefsymmetrische Formen im R” (bzw. K" bzw. V).

Def. Eine (lineare) schiefsymmetrische k-Form ist eine Abbildung
w:R"x ... xR" = R,
| ——
k Stiick

welche folgende Eigenschaften besitzt:
P Linearitdt bzgl. jedes Arguments:

w(&la EE) Ei—la )\,5/ + )‘//5”751'4-17 "'7£k)
= A/W(é.l? ceey gi—b 5/7§i+11 "'7§k)+)‘//w(£17 ceey gi—b 5//7 £i+17 ey gk)
» Schiefsymmetrie: Fiir jedes i < j gilt
W(fl, "7§j7 '--751'7 -~-7Xk) = _w(fh "751'7 76]7 ---an)

Bemerkung. Wegen der Schiefsymmetrie reicht es, nur Linearitat
bzgl. des ersten Arguments zu verlangen. Schiefsymmetrische
Formen sind (0,k)-Tensoren.

Bemerkung — Definition. Schiefsymmetrische k-Formen sind fiir
alle k € N definiert. Wir werden jedoch sehen, dass fiir k > n jede
schiefsymmetrische k-Form identisch Null ist.



» Jede Linearform £ : R" — R! ist eine 1-Form.
Erklarung. Schiefsymmetrie ist hier automatisch erfiillt, weil es nur
ein Argument gibt.

> Sei Q = (wj;) eine schiefsymmetrische (d.h. Q7 = —Q)
n x n-Matrix. Wir definieren die 2-Form w durch

w(x,y) = xTQy = Zx,-w,-jyj.
i»J
In LA | haben wir gesehen, dass w(x, y) schiefsymmetrisch ist: wir wiederholen
die Erklarung:

XTQy (;) (XTQy)t =y'Qfx (z) —y'Qx = —w(y, x).

P (x): Weil xTQy eine (1 x 1)-Matrix ist.
> (xx): Weil Qf = —Q ist.

» Determinante: Wir definieren die n-Form

Determinante der n X n Matrix,

wlén, - &n) = deren i—te Spalte gleich &; ist.

Schiefsymmetrie und Linearitidt folgen aus den Eigenschaften der Determinante.



Wie kann man lineare Formen angeben?

Um zum Beispiel eine lineare Abbildung von R” nach R” anzugeben,
kénnen wir ihre Matrix (also im Wesentlichen n? Zahlen) angeben. Die
Abbildung bestimmt die Matrix und die Matrix bestimmt die Abbildung.
Was ist das Analogon der Darstellungsmatrizen fiir k-Formen?

Bsp. Eine 1-Form ist eine lineare Abbildung von R"” nach R, also im
Wesentlichen eine 1 x n-Matrix w = (wq, ..., w,). Die 1-Form w ist dann
gegeben durch

X = W1X1 + ... + WpXp.



Eigentlich, k-Form ist ein (0, k)-Tensor. Deswegen kann man die Form
durch Koordinaten beziiglich der Basis

€, Q- - Qe sk €{1,...,n}

eingeben.

Allerdings wird damit “zu viel Speicherplatz verbraucht”, weil etwa die
Koordinate T;;,... (also, wenn zwei Indexen zusammenfallen) automatisch
gleich Null wegen Schiefsymmetrie ist. Denn

Tiiv...
deswegen T;;,.. =0.

Auch T(..oyiyeoiy)y o) ==T(oyfseeydyonl).

= T(e;e€j, ...) = umstellen von ersten und zweiten e, = —T(e; € . ..



Bsp. Wie oben wiederholt, ist eine 2-Form im Wesentlichen eine
schiefsymmetrische n x n-Matrix Q = (w,-j): jede Bilinearform mit
Hilfe ihrer Gramschen Matrix dargestellt werden kann (mit
Eintragen wjj = w(ej, €)).

Die Formel fiir w ist dann

w(x,y) = Zw,-jx,-yj.
ij

Da schiefsymmetrische Matrizen @ unabhingige

n(n—1)
2

Komponenten haben, brauchen wir also Zahlen, um eine

2-Form zu bestimmen.



Das Wedge-Produkt (Dachprodukt) von 1-Formen

Seien fy, ..., £x Linearformen. Das Wedgeprodukt #1 A ... A £y dieser
Formen ist eine k-Form, gegeben durch

0(&) - (&)
A AN, ) =det | : = det(£i(&)))-
O(&) o (k)

Bsp. Sei {(x) = x1 + x2 und f(x) = x; — x. Dann ist

x1+x2 ity

=-2x +2x2y;1.
X1—X2 N —}’2> 172 21

LN f(x,y):det<

Wichtige Bezeichnung aus diesen Foliensatz. Mit e’ bezeichnen wir

die folgende 1-Form:
x1

Xn



Wichtiges Bsp.

Bsp. e A ... A e" haben wir bereits oben, gleich nach Definition
von schiefsymmetrischen Formen betrachtet:

Determinante der n x n Matrix,

1 n =
e N Ne(&1yn6n) = deren i—te Spalte gleich &; ist.



Basis und Dimension im Raum von schiefsymmetrischen

Formen

Es ist offensichtlich, dass die Menge A, = {alle k-Formen} bzgl. der
natiirlichen Addition und Multiplikation einen Vektorraum bildet.

Satz 39. Der Raum Ay ist <Z)—dimensiona|. Die k-Formen

et A ANek wobel ip < - < g
bilden eine Basis.

Folgerung. Jede lineare k-Form kann man in der Form
Z,-1<_“<,-k wi i €T A -+ A e darstellen, wobei wj,. ;, € R.

Folgerung. Jede lineare k-Form mit k > n ist identisch Null.



Plan: Warum ist das eine Basis?

» Das Wedge-Produkt e A --- A ek ist schiefsymmetrische
Form (bereits oben erklart).

» Die Menge ist linear unabhangig.

» Jede schiefsymmetrische k-Form l3sst sich als
Linearkombination solcher Produkte darstellen.



Zahlung der Basis-Elemente

Es gibt genau so viele Basiselemente wie Kombinationen von k
verschiedenen Indizes aus {1,..., n}:

#{(1177Ik)|1§11<<Ik§n}:(z>: n!

dim A, = (Z)

Somit:



Linearunabhingigkeit der Menge {e™ A -+ A e} cje..ci,

Der Beweis ist dhnlich zum Beweis von Lemma 14 (iiber die Basis in
TS(V))-
Angenommen, die Summe

Z )\I'l...ikeil /\"'/\eik :0 (*)

<<l

Fiir beliebige my < mp < -+ < my setzen wir (en,, ..., €m,) in (x) ein.
Nach Definition gilt

eil(elm) o eil(emk)
"N Ne*(em,. .., Em) = det : : . (x%)
e*(em) -+ e*(em,)
Wenn (i1, ..., k) # (m1,..., mg) ist, ist eine Spalte (und eine Zeile) der
Matrix gleich der Nullspalte; in diesem Fall ist () gleich 0. Wenn aber
(f1y---yik) = (mq,...,myg) ist, ist die Matrix die Einheitsmatrix, und (xx)
ist gleich 1.

Dann impliziert () nach Einsetzen von (ep,, ..., €m,), dass Am,...m, = 0.
Die Linearunabhiangigkeit ist damit bewiesen.



Die Menge {€" A--- A e*}; ;.. ist erzeugend

Wir benutzen Lemma 14: Es besagt, dass die bilinearen Formen
e"@- - @ek (%)

eine Basis bilden.

Sei jetzt Ty, i, f1,...,0k € {1,..., n} die Koordinaten einer
schiefsymmetrischen k-Form in dieser Basis.
Wir haben oben erklart, dass T._; ;. . =0 gilt (wenn zwei Indizes

zusammenfallen, ist die entsprechende Koordinate gleich 0).

Analog gilt (fiir jedes i,j): T. i . j..=—T. .. i... Daraus folgt, dass

die Koordinaten T; _; mit ii < ih <--- < i < n die anderen
Koordinaten eindeutig bestimmen.

Deswegen ist die Dimension des Raums der schiefsymmetrischen
k-Formen hochstens die Anzahl der verschiedenen Index-Tupel (i1, ..., k)
mit1 < i <ip <--- <ix <n. Diese Anzahl ist gleich der Anzahl (Z) der
linear unabhangigen k-Formen e A --- A e'*, siehe die vorvorletzten
Folien. Also spannen diese k-Formen den Raum auf.

Satz 39 ist damit bewiesen.



Plan fiir die letzte Woche

» Ich habe alle geplannten Themen vorgetragen

> Fiir die letzte Woche werde ich Ubersicht der LA /11
vorbereiten und die Themen fiir die Klausur vorstellen bzw.
besprechen.



