Kurze Wiederholung von den Themen letzter Woche, die in dieser
Woche verallgemeinert werden

» Diagonalisierung von (Matrizen von) Endomorphismen

» Polynome von Endomorphismen



Diagonalisierung von (Matrizen von) Endomorphismen

» Den Satz 32 LA I, welchen ich in der Woche 1 wieder bewiesen
habe, werde ich nicht noch einmal beweisen oder wiederholen.

» Aber die Philosophie schon: wir haben die Basis gesucht, sodass in
der Basis die Matrix moglich einfach ist. Wir haben gesehen, dass in
der Basis aus Eigenwerten die Matrix diagonal ist.

» “Diagonalform” ist in diesem Fall nicht wesentlich. Auch wenn wir
die Matrix zu einer anderen Form bringen wollen, miissen wir eine
Basis mit bestimmten Eigenschaften suchen. Ich mache ein Bsp.



Einfaches Bsp.

» Was machen wir, wenn wir (in Dimension 2) eine Basis suchen,
sodass in dieser Basis ein gegebener Endomorphismus f durch die

Matrix A’ := <(2) ;) gegeben ist?

» Theoretische Antwort, welche aus Definitionen folgt, ist wie folgt:

1 1

wir sollen eine Basis (b = (2%) by = <2§>) suchen sodass
f(b1) = 2by und f(bp) = by + 2b, sein. Ich gebe eine rechnerische
Erklarung auf der nachsten Seite.



1 1
Suche (b1 = ([[}) Ly by = (Z%)) sodass f(by) = 2b; und f(by) = by + 2bp
1 2

» Wenn z.B. der Endomorphismus f in der Standardbasis (e;, e2)

durch der Matrix A gegeben ist, dann gilt fiir die Matrix

_ (b B

B—<@ B2 )
s (201
BAB_<02,

denn:
B 1ABe; = B71Ab; = 2B b, = 2¢,

also die erste Spalte von B~1AB ist (S) Analog gilt:
B 'ABe; = B 'Aby = B7*(2by + b)) = € + 26,

also die zweite Spalte von B~1AB ist (;

Selbstverstandlich ist die Existenz einer solchen Basis nicht immer
gegeben (unsere Matrix A’ hat Eingenwert 2 und Spur 4, deswegen
kénnen nur die Matrizen mit Eigenwert 2 und Spur 4 auf A’ mit
einer Ahnlichkeittransformation A — B~'AB iiberfuhrt werden).
Auch die Methode, wie man die Basis findet, ist jetzt fiir Sie
wahrscheinlich nicht klar. sie kommt noch.

) wie wir es wollen.



Polynome von Matrizen

» Ich habe ohne Beweis benutzt, dass fiir die Polynome
P(A) = >7_o akAX und Q(A) = S_1, bk AK die folgende
Regel gilt: P(A)Q(A) = PQ(A) (wobei PQ das Produkt von
Polynomen ist).
Daraus folgte, dass P(A)Q(A) = Q(A)P(A).

» Heute werde ich Produkt von Polynomen definieren.
Allgemein werden wir heute viel mit Polynomen und
Polynomen von Matrizen arbeiten.



Hauptziel dieser Woche ist Jordansche Normalformsatz

P> Das ist die wichtigste Aussage der Matrizenrechnung

» Sie werden mehrere Anwendungen davon sehen: zuerst bei
mir, spater in Analysis, Differentialgleichungen, Numerik,
Algebra 1,2, Lie-Theorie, ...



Exkurs: “Elementare Zahlentheorie” fiir Polynome

Def. Ein Polynom f iiber einem Korper K mit der Unbestimmten
x ist eine formale Summe

f(x) = Z aix’,

i>0

wobei nur endlich viele der Koeffizienten a; € K von Null
verschieden sind.

(Koeffizienten, die Null sind, werden normalerweise beim Schreiben
weggelassen; f(x) = Zf'(:o aix")

Bsp. 2x2 + 1 ist ein Polynom iiber R.

In diesem Bsp. habe ich 0 - x! und x° “vergessen” (sollte eigentlich
2x% 40 - x1 +1- x0 schreiben). Dass ist eine standarte kosmetische
Regel; sie wird auch iiber anderen Korper eingesetz und ist mit
allen spateren Regeln kompatibel.



Zwei Polynome heiBen gleich, wenn alle ihre Koeffizienten
tibereinstimmen.

Wir werden spater sehen, dass (iiber einigen Kérper) Gleicheit von
zwei Polynomen f; und £, ist nicht dasselbe wie die Gleichung von
entsprechenden Funktionen von K nach K (sie werden spater
bespochen und 1?1 7?2 bezeichnet).



Der Grad eines Polynoms ist der groBte Index i, fiir den a; # 0 ist.
Dieser Koeffizient a; wird auch Anfangskoeffizient, Leitkoeffizient
bzw. hochster Koeffizient genannt. Fiir den Grad des Nullpolynoms
setzt man (symbolisch) —oc.



Auf der Menge K[x] definiert man die Summe und das Produkt
von Polynomen: Die Summe Y, c;x’ der Polynome 3 a;x’ und
>, bix' ist definiert durch ¢; = a; + b;;

das Produkt 3" d;x’ durch d; = > kio—idk - be.



Die Summe 3=, cix' der Polynome > aix' und > b;x' ist definiert durch ¢; = a; + b;;
das Produkt > d;ix" durch d; = D kie—ia - be.

Bemerkung. Die Addition und Multiplikation von Polynomen sind
assoziative und kommutative Operationen und erfiillen Distributivgesetz.

won

Beweis. Distributivitdit und Kommutativitdt von “+" und “” folgen
sofort aus Definition und aus Korpereigenschaften: z.B., ist i-ter
Koeffizient des Polynoms (A + B)C gleich

> (ak+ b)a (%),

k+L=i

i-ter Koeffizient des Polynoms AC + ist

Z akcy + ().

k+-L=i

Wir vergleichen () und () und sehen, dass (A+ B)C = AC + BC.



Die Summe }~; cix' der Polynome > 2;x" und > bix' ist definiert durch ¢; = a; + b;;
das Produkt 3 dix’ durch dj = Y7, ,_; ak - be.

Das Assoziativgesetz der Multiplikation folgt aus

STac| D bmen| = D abmes ()

k4+-0=i m+n=~¢ k+m+n=i
E E akbm | cn = E akbmen ().
l+n=i \k+m={ k+m+n=i

Hier habe ich in (%) den i—ten Koeffizient von A(BC), und in (xx) den
i—ten Koeffizient von (AB)C nach Definition ausgerechnet. Wir sehen,
dass () = (*x) ist, also ist Polynommultiplikation assoziativ. O

Bemerkung. Da die Operationen “4" und “." assoziativ, kommutativ
und distributiv sind, konnen wir die Polynome multiplizieren indem wir
die Klammer mit Hilfe von Assoziativitat, Distributivitat und
Kommutativitdt ausklammern.



Ubliche Rechenregeln fiir Grad des Polynoms

Die Summe }~; ¢cix" der Polynome > a;x und > bix' ist definiert durch ¢; = a; + bj;
das Produkt - dix’ durch dj = 37, ,_; ak - be.

Es gilt. Grad(f + g) < max(Grad(f), Grad(g)), falls Grad(f) # Grad(g)
ist, dann Grad(f + g) = max(Grad(f), Grad(g)). Ferner gilt:
Grad(f - g) = Grad(f) + Grad(g).

Beweis. Sei f =), a;x" und g =, bix'. Wenn

i > max(Grad(f), Grad(g)) ist, gilt a; = 0 und b; = 0 und deswegen

a; + b; =0, also ist der i-te Koeffizient von 4 g, gleich

a;+ b; =04 0 =0, wie behauptet. Wenn auBerdem Grad(f) # Grad(g)
ist, oBdA Grad(f) > Grad(g) ist, dann a; # 0 und b; = 0 fiir

i = Grad(f) und deswegen ist der i-te Koeffizient von f + g ungleich 0.
Sei jetzt i > Grad(f) + Grad(g). Dann ist der i-te Koeffizient von f - g
gleich Zk v—; ak - be =0, weil in jedem Summand a - b, wegen

k+1¢> Grad(f) + Grad(g) mind. einer der Faktoren, a, oder by gleich 0
ist, wie behauptet. [




Ubliche Rechenregeln fiir Polynomdivision

Es gilt. Seien f und g Polynome mit Grad(f) > Grad(g) > 0. Dann gibt
es Polynome g und r mit Grad(r) < Grad(g), sodass f =q-g+r.

Beweis wiederholt den Beweis fiir Polynome iiber R, siehe Satz 30 LA |
und wird hier nicht gegeben.



Fiir ein Polynom f =3, ax kann man die Abbildung f: K=K,

f(z) = 3, aiz' definieren (wir setzen also das Element z € K statt
Variabel x ein).

Def. Ein X € K ist eine Nullstelle von f, wenn f()) = 0.



Fiir ein Polynom f = >, a;x' definieren wir die Abbildung  : K — K durch f(z) = > aiz'

Wenn K = R oder C ist, ist die Abbildung f im Wesentlichen dasselbe
wie das Polynom f, da die Abbildung 7 das Polynom f, das wir benutzt
haben um das Polynom f zu konstruieren, eindeutig bestimmt. Das
haben wir in LA | gesehen; ich wiederhole kurz den Beweis:

Beweis dass iiber R (oder C zwei Polynomen £, := >"/_ axx* und

fo =310 bxx* genau dann gleich sind, wenn sie gleich in Sinne

von Polynomengleicheit sind (also, wenn a; = b; fiir alle

i € NU{0}).

0.B.d.A. ist n = m (wir werden im Beweis nicht benuztz, dass

Leitkoeffizient nicht O ist und kdnnen die fehlende Koeffizienten b;, falls

etwa n > mist, mit 0 ergdnzen). Wir nehmen n + 1 verschiedene Zahlen
yZ1, ..y Zn (z.B. 20 = 0,..., Z, = n) und betrachten das lineare

Gleichungssystem auf xg, ..., Xp.

“Xotz20-Xx1+ 75 X0+ .+ 25 - Xy
1-X0+21-X1+212~><2+...Jrzf~x,7

(20)
(21)
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sxo+ 20 X1+ cxo o+ * Xn
1»><0+21-x1+212<><2+...+z{'»><,,

[l
N

N
U,

l<)<0+:”-x1+:f;-><2+m+z,‘:-xn : fa(z”)
Das ist ein LGS aus (n+ 1) Gleichungen auf (n+ 1) Unbekannten
X0, ..., Xp. Dir Koeffizieten “kommen” von zg, ..., z,. Die rechte Seite ist

ein Vektor die Komponenten dafon sind die Werte von Funktion £, auf
. Man bemerke, dass f;(z;) = f»(z;) und sind die Werten von #;
deswegen ist das System kostruiert vom f, und vom f;, gleich.

Die Koeffizientenmatrix davon ist eine (n+ 1) x (n+ 1)-Matrix

A=

1z e 2

1z, e Z
Das ist eine Vandermonde-Matrix, wir haben sie in LA | in Hausaufgaben
zwei mal behandelt und gezeigt, dass sie nichtausgeartet ist. Die Lésung
der Gleichungssystem oben ist deswegen eindeutig. Man bemerke aber,
dass nach Konstruktion von LGS die Vektoren (ao, ...,a,)" und
(bo, ..., by) T Lésungen sind, weil wenn wir etwa in der ersten Gleichung a;
statt x; Einsetzen bekommen wir links
a0 +a120 + a2z + ... + a2y = f,(z;). Also, Eindeuitgkeit der Lésung
impliziert (ag, ..., an)" = (bo, ..., bn)T, OJ



Es gibt aber Korper sodass verschiedene Polynome gleiche
Funktionen f haben:

z.B. nehmen wir K = Z, und die Polynome x (also
0+1-x4+0-x2+0-x3+...) und
x+x(x+1)=04+0-x+1-x2+0-x3+... = x2 Die
entsprechenden Funktionen sind gleich: Der Definitionsbereich ist
zweielementig {0, 1} und die beide Polynome sind 0, wenn wir 0
einsetzen, und 1, wenn wir 1 einsetzen. Die Polynome sind aber
verschieden, da die a;-Koeffizienten verschieden sind.

Selbstverstandlich kann man den Beweis fiir alle endliche Korper
verallgemeinern: wenn K endlich ist und aus N Elementen

ko, ..., ky—1 bestehet (wir wissen aus LA | dass N eine
Primzahlpotenz ist, aber fiir diese Stelle ist es nicht wesentlich),
dann gilt fiir das Polynom f(x) = (x — ko)(x — k1) -+ (x — kn—1)
(die Regeln fiir Muptiplizieren von Polynimen haben wir bereit
eingefuhrt (oder wiederholt))

f(x) = 0. Aber das Polynom ist kein Null-Polynom, weil Grad
davon gleich N ist.



Ubliche Rechenregeln fiir Polynomdivision

Def. Ein ) € K ist eine Nullstelle von f, wenn f(\) = 0.
Wiederholung — Lemma 27 LA I. Sei P ein Polynom . Ist A € K eine
Nullstelle von P, so existiert genau ein Polynom Q mit P = (x — A\)Q.

In LA | haben wir das Lemma fiir K = R bewiesen. Das Lemma ist fiir
alle Korper giiltig, mit im wesentlichen gleichen Beweis.




GGT (groBter gemeinsamer Teiler) fiir Polynome

Def. g € K[x] ist ein Teiler von f € K[x], fallsesein g mit f =q- g
gibt. Falls 0 < Grad(g) < Grad(f), dann heiBt g ein echter Teiler. Hat f
keine echten Teiler, dann heiBt f irreduzibel.

Bemerkung. Jedes Polynom hat mehrere nichtechte Teiler: jedes
Polynom vom Grad 0, d.h., jedes k € K, k £ 0 ist ein Teiler, da
f= k - %f . AuBerdem sind alle Vielfachheiten von f auch Teiler von

~—~
q

g
f; daher ist die Bedingung 0 < Grad(g) < Grad(f) sinnvoll.

Def. h heiBt gemeinsamer Teiler von f und g, falls h ein Teiler von f und
g ist. Ein gemeinsamer Teiler h ist ein groBter gemeinsamer Teiler, wenn
jeder gemeinsame Teiler ein Teiler von h ist.



Wicht. Beispiel (Analog von Primzahlzehrlegung in

Zahlentheorie)

Wir betrachten zwei disjunkte Mengen {1, ..., A} und {p1, ..., tm} C K;
{AM, e M N{ 115 -5 tm} = &5 und die Polynome

f=(x—=A)%(x =) und g = (x — p11)?...(x — f1m)®, wobei

o1, ...7ak,B1, ...75,7, € N.

Dann gilt: ggT(f,g) =1 (oder beliebiges k € K\ {0}) .

Def. h heiBt gemeinsamer Teiler von f und g, falls h ein Teiler von f und g ist. Ein gemeinsamer Teiler
h ist ein groBter gemeinsamer Teiler, wenn jeder gemeinsame Teiler ein Teiler von h ist.

Lemma 27 LA | (Vorl. 12). Sei P ein Polynom. Ist A € K eine Nullstelle von P, so existiert genau ein
Polynom Q mit P = (x — A\)Q.

Beweis. Sei h ein Teiler von f und g. Dann existieren g, p € K[x] mit

f = gh und g = ph. Wir setzen Ay in f und g ein und bekommen
q()\l)h()\l) = f()\l) =0 und

p(M)h(M) = g(M) = (M — pu1)?*...(A1 — )P # 0.Dann muss

g(A1) = 0; daraus folgt (Lemma 27 Vorl. 12 LA ), dass g = (x — A1)q1;
dann gilt (x — A1) (x — Ak )% = g1 h. Wir wiederholen diese
Argumentation (ay — 1)-mal fiir A; (und bekommen, dass

(x = A2)?2...(x — A)¥ = @a, h, dann ap-mal fiir Ay usw.; wir bekommen
dann h € K\ {0} was unser Ziel war. O



Satz 5. Zu je zwei Polynomen f und g gibt es einen groBten
gemeinsamen Teiler h. AuBerdem gilt: es gibt Polynome a, b sodass

af 4+ bg = h. Ferner gilt: Der groBte gemeinsame Teiler ist bis auf einen
Faktor aus K\ {0} eindeutig.

Beweis. Es sei F = {af + bg | a, b € K[x]} die Menge aller
“Linearkombinationen mit Koeffizienten in K[x]" von f und g. Man
wiahle ein h € F, so dass es den kleinsten Grad in F\ {0} hat. Wir zeigen
jetzt, dass h ein groBter gemeinsamer Teiler ist.

Wir zeigen zuerst, dass h ein Teiler von f ist. Wir dividieren (mit Rest)
durch h und bekommen die Polynome g und r mit f = gh+ r. Da r einen
kleineren Grad als h hat und auch in F liegt, folgt r = 0. Also: f = gh.
Analog zeigt man, dass h das Polynom g teilt. Also ist h ein
gemeinsamer Teiler. Nach Konstruktion ist h = af + bg.

Jetzt zeigen wir, dass h der groBte gemeinsame Teiler ist. Sei A’ ein
gemeinsamer Teiler von g und f; wir miissen zeigen, dass h’ das Polynom
h teilt.

Da K’ die Polynome f und g teilt, teilt es jede “Linearkombination”

af + bg, also jedes Polynom aus F. Da h € F liegt, teilt h" auch h.



Def. h heiBt gemeinsamer Teiler von f und g, falls h ein Teiler von f und g ist. Ein gemeinsamer Teiler
h ist ein groBter gemeinsamer Teiler, wenn jeder gemeinsame Teiler ein Teiler von h ist.

Satz 5.

Ferner gilt: Der groBte gemeinsame Teiler ist bis auf einen

Faktor aus K \ {0} eindeutig.

Jetzt zeigen wir, das daB ggT eindeutig (bis auf Multiplizieren mit

k € K\ {0}) ist. Angenommen, h' ist noch ein ggT von f und g; wir
miissen zeigen, dass b’ = kh fiir ein k € K\ {0}.

Nach Definition von ggT muss dann h’ das Polynom h teilen, und h muss
W teilen. Daraus folgt, dass Grad(h’) = Grad(h). Dann ist h = k - ’; da
Grad(h) = Grad(h') gilt, dass das Polynom k Grad 0 hat, also

k € K\ {0}. O



Satz 6 Sei f = (x — A1)"...(x — A\¢)" € K[x], wobei \; paarweise
verschieden sind . Sei A € Mat(n, n,K). Dann ist

Kerng(ay = Kern((A — Ay - Id)") @ - - - @ Kern((A — A - Id)%).
Beweis. Induktion nach k. IA: Fiir k = 1 ist die Aussage offensichtlich:
links und rechts stehen gleiche Ausdriicke.

IV: die Aussage gelte fiir alle k — 1.

IS: k — 1 — k: Setze f; == (x — A)", fi=(x — A2)"2 -+ (x — ).
In wicht. Bsp. haben wir gezeigt, dass ggT(f,f,) = 1; aus Satz 5 folgt
dann, dass 3hy, h, € K[x] so dass hy - 1 + hy - f = 1.

Wir zeigen: Kerng(a) = Kerng(a)y @ Kerng,(a). Dann folgt die Aussage
nach InduktionsVoraussetzung fiir Kerng,,).



Schema. . o)
a
Wir zeigen Kernga) C Kerngay, Kernga) + Kerngay 2 Kernga).

Daraus folgt, dass Kerng () + Kerngay = Kerng(ay.
Dann ((c)) zeigen wir , dass Kerngay N Kerngay = {0}.
Daraus wird folgen, dass die Summe direkt ist.

(a) Behauptung: Kerngay C Kerng(ay.

Beweis von (a): ist v € Kernga), so ist
Weil v € Kernfl(A)A

F(A) = (R(A)H(A)y O S Ry =

=

fz(A)(5) =0 = Kern,cl(A)) - Kernf(A).

Analog: Kerng,(a) C Kerng(a).
Es folgt: Kernga) + Kerng(ay C Kerng(a.



(b): Behauptung: Kerng a) + Kerngay 2 Kernga.

Beweis von (b): Sei v € Kerng(a).

Wie wir oben wiederholt haben, gibt es h;1, hy € K[x], sodass

1=hy-fi+ho-fr. Da 1(A) %" 1d, folgt

v=1d(v) = h(A)A(AV + h(A)R(A)v.

Wir haben: i 1

H(A)(v2) = H(A)Yh(AA(A)V = hi(A)F(A)v = hi(A)(0) = 0, also
va € Kerng,a).

Analog: vi € Kerng,(a).

Dann ist jedes v eine Summe von v; € Kerng () und

Vo € Kern&(A), f0|g|ICh ist Kern,cl(A)) -+ Kernﬁ(A) D) Kernf(A).



(c) Behauptung: Kerngay N Kerngay = {0}.
Beweis von (c). Sei v € Kerng(ay N Kerng,(ay. Dann ist
v=1d(v) "2 hi(A) A (A)v +ho(A) H(A)v = 0.
N—— N——

=0 =0
Aus (c) folgt, dass die Summe Kernga) + Kerng,a) direkt ist. Nach
Definition miissen wir zeigen, dass jedes v eindeutig als Summe

vi + v  darstellbar ist. Sei
~—

EKerng, (a) € Kerng,(a)

/ /
v= vi + w = vi + v
~~ ~~ ~~
€Kerng, (a) € Kerng,(a) EKerng, (p) € Kerng,(a)

Dannist vi —v; = v5 — va € Kerng(ay N Kerng,(a).
—— ——
EKerng (a) EKerng,(a)

Wegen Kernga) N Kernga) = {0} ist dann v; — v = 0 und

vo — vj =0,

Gleichzeitig haben wir den Induktionsschritt gemacht und damit Satz 6

bewiesen.

O



Folgerung = Satz 4 vor einer Woche:

MinA = ()\1 —X)...()\k —X), wobei )\,’

. . . < [Aist di lisi )
paarweise verschieden sind ’ ist diagonalisierbar ‘

Die Richtung ,,<=" ist einfach: man muss zeigen, dass
Minimalpolynom einer Diagonalmatrix die Form (A1 — x)...(Ax — x) mit
paarweise verschieden \; hat, siehe Vorl. 1, falls es nicht offensichtlich ist.



Beweis ,=—": Da Mina(A) = 0, ist Kernyin,(a) = V. Nach Satz 6 ist
V = KernA,,\l.,d D---D KernA,Ak.,d .
—_——— ————

=Eigx, =Eigx,
Seien (bl, vy bGeoA1)7 (bGeo)\1+1’ ceny bGeO)\1+GeO)\2)v ceey
(bGeo>\1+...+Geo>\k71+la ) bGeoA1+...+GeoAk) Basen jewe”s in
Eigy,,Eigx,,...,Eigy,. Dann ist die Menge {by, ..., bGeo>\1+...+Geo>\k}
(i) erzeugend, weil man nach Satz 6 jedes v als Summe
vi +...+ v, darstellen kann, und jedes v; eine Linearkombination
~—
EEigx, €Eigx,
von Elementen der i—ten Basis sind.
(ii) EINDEUTIG erzeugend ist, weil man jedes v eindeutig als Summe
Vi ...+ vk schreiben kann, und jedes v; kann man eindeutig als
~—
cEigy, €Eigx,
Summe von Elementen von Basis von Eigy, schreiben.
Dann ist das Tupel (b, ..., bGeok1+,__+Geokk) eine Basis. Da alle Elemente
Eigenvektoren sind, ist A in dieser Basis nach Satz 32 LA |
diagonalisierbar, O



Verallgemeinerte Eigenraume

Sei A € Mat(n, n,K). Das Minimalpolynom
Mina = (x — A1)" - -+ (x — M) zerfalle in Linearfaktoren mit paarweise

verschiedenen Eigenwerten A1, ..., Ax. Dann gilt nach Satz 6:
V= Kern((A—= XA - ld)")&--- & Kern((A — Ag - Id)7).
Z:WA1 ::W)‘k

Def. Die Raume Wy, ..., Wy, heiBen verallgemeinerte Eigenraume.

Satz 6 in Worten: Das Minimalpolynom von A : V — V zerfalle in
Linearfaktoren. Dann ist V direkte Summe von verallgemeinerten
Eigenraumen.

Def. Es sei ¢ ein Endomorphismus des K-Vektorraums V' der Dimension
n < oo. Ein Untervektorraum W C V heiBt ¢— invariant, falls

Bildy(W) C W.

Diesselbe Definition in der Matrizen-Sprache: sei A € Mat(n, n,K). Ein
Untervektorraum W C V heiBt A— invariant, falls {Aw:w e W} C W.

Triv. Bsp. {6} ist ein ¢— invarianter Untervektorraum; V selbst ist ein
¢— invarianter Untervektorraum.



Verallgemeinerte Eigenrdume W; (von ¢) sind ¢— invariante
Untervektorraume.

Beweis. Fiir jedes v € W, ist

(6—X-ld)Y o p(v) =¢o(¢— A Id)(v) = ¢(0) =0, m



Allgemeine Uberlegung

Das Minimalpolynom Ming = (x — A1)™ -+ - (x — )7 zerfalle in
Linearfaktoren. Fiir jedes i =1, ..., k sei B; eine Basis in W,. Wir setzen
die Basen B; zu einer Basis B = (By, ..., Bx) von V zusammen (Beweis,
dass dies eine Basis ist haben wir in Beweis von Folgerung aus Satz 6
gemacht).

Da W,; ¢—invariant ist, ist fir jedes b € B; der Vektor ¢(b) eine
Linearkommbination der Vektoren aus der Basis B;, damit ist die Matrix
A von ¢ bzgl.der Basis B blockdiagonal:

A=

wobei A; die Matrix von ¢y, in der Basis B; ist.

Wir haben also eine Basis konstruiert, so dass die Matrix von ¢
blockdiagonal ist. Wir werden die Basis noch verbessern.

Dazu werden wir ¢y, — A; - Id untersuchen.



Nilpotente Endomorphismen

Def. Ein Endomorphismus ¢ : W — W heiBt nilpotent, falls es ein

v € N gibt mit ¢7 = 0.

Fiir w € W heiBt k € N die ¢—Periode von w, falls p*~1(w) # 0, aber
¢ (w) = 0.

Bemerkung. Es ist stets v > k (falls ¢ wie in Def. oben ist).

Lemma 3. Sei ¢ : W — W nilpotent, sei w € W mit ¢—Periode k.
Dann sind w,¢(w),¢?(w), ..., 9*“1(w) linear unabhingig.

Bewesis: Sei agw + a16(w) + ... + a,_10* " H(w) = 0. (%) Wir wenden

¢*1 an und bekommen B B

a0 Y (w) + a10"(w) + ... + ax_10?*72(w) = 0. Da p*~1(w) # 0, folgt
——— —_———

0 0

daraus dass ag = 0.

Dann (%) ist a1(w) + ... + ax—16* "1 (w) = 0.

Anwendung von ¢*~2 liefert uns a; = 0 u.s.w., O



Def. Ein Endomorphismus ¢ : W — W heiBt nilpotent, falls es ein
v € N gibt mit ¢” = 0.

Fiir w € W heiBt k € N die ¢—Periode von w, falls ¢*~(w) # 0, aber
¢4 (w) = 0.

Fiir w € W mit ¢— Periode k definieren wir

Z,, = span{w, ¢(w), ..., k"1 (w)}.

Aus Definition o folgt, dass Z,, ein Untervektorraum ist. Nach
Lemma 3 sind die Vektoren w, ¢(w), ..., #*~1(w) linear
unabhdngig. Deswegen ist Z,, ein k-dimensionaler
Untervektorraum von W.



Lemma 4 (Zerlegungslemma fiir nilpotente Endomorphismen) Sei
W ein endlich-dimensionaler K—Vektorraum und ¢ : W — W ein
nilpotenter Endomorphismus. Sei w € W ein Element mit maximaler
¢—Periode k. Dann existiert ein ¢—invarianter Untervektorraum U C W,
sodass W =2, ® U.

Beweis. Wihle einen ¢—invarianten Untervektorraum U C W mit
maximaler Dimension, so dass Z,, N U = {0}. Dann ist die Summe

Zy + U C W eine direkte Summe: ist z 4+ u =z’ + o/, so ist
z—Z=u-veZzZ,NU,dh,z=2,u=1.

Zz.: Z,® U= W. Angenommen das ware nicht der Fall: Dann gibe es
einve W mit v Z,® U. Wihle j so, dass ¢/ ~1(v) € Z,, @ U, aber
#(v) € Z(w) @ U: Ein solches j existiert, da ¢ nilpotent ist, und
deswegen gilt fiir geniigend groBes j, dass ¢/(v) = 0. Setze x := ¢/~ 1(v).
Dann gilt x ¢ Z,, @ U, aber ¢(x) € Z, & U.

Schreibe ¢(x) = aow + ... + ax_10* " (w) ENC,

€z, 9
5= () = 6" 0 6(x) =

= ¢* Haow + ... + ax—10* " H(w) + u) nur ¢*"H(w), ¢¥"1(u) diirfen
# 0 sein
_ ao¢k_1(W) + ¢k_1(u) ‘Weil die Summe direkt ist 2 = 07 (bk_l(u) -0

—_— Y=
€z, cu



Setze y := x — (aiw + ... + ax—18572(w)).

Nach Konstruktion gilt:

¢(y) = ¢(x) = (arp(w) + ... + ak-19* " H(w)) = u € U,

Wir zeigen: y & Z,, & U. Sonst wére auch

X=y+aw-+..+ ak71¢k72(W) €Z,dU.

Setze U’ := U @ span(y). (Die Summe ist direkt, weil y & U).

dim(U") = dim(U) 4+ 1; U’ ist ¢p—invariant. Wir bekommen Widerspruch
mit der Annahme, dass U maximale Dimension hat. O

Lemma 4 auf der Sprache von Matrizen. Sei A eine (n x n)- Matrix
tiber K mit AY = 0. Dann existiert eine Matrix B € GL(n,K), so dass

0 1
0 1

B—lAB = o

-

D

Bemerkung. Da A” = 0, ist auch DY = 0. Dann kann man D auch (mit
einem geeigneten Basiswechsel) in zwei Blocke aufsplitten u.s.w.




Satz 7 (Zerlegungssatz fiir nilpotente Endomorphismen)  Sei W
ein endlich-dimensionaler K— Vektorraum, sei ¢ : W — W ein
nilpotenter Endomorphismus. Dann existieren wy, ...w, € W, so dass
W =2, @@ Zy, und die Dimensionen der Z,, sind bis auf die

Reihenfolge eindeutig durch ¢ festgelegt.

Beweis: Die Existenz (der Zerlegung) folgt induktiv aus dem

Zerlegungslemma.

Es gibt also eine Basis, sodass die Matrix von ¢ gleich

, wobei C; =

0

1
0

1

0

1
0

. Verschiedene C;

konnen selbstverstandlich verschiedene Dimensionen haben.

Wir miissen jetzt zeigen, dass der Endomorphismus die Anzahl und

Dimensionen der Blocke bestimmt.



Sie werden es zu Hause ausrechnen:Fiir
1

1

C= 1 gilt: rk(C) = n—1 (in unserem Fall 5 —1).
1
1
1
Fiir C2 = 1 | gilt: rk(C?) = n—2 (in unserem fall 3).
1
1
Fiir C3 = gilt: rk(C3) = n — 3 (in unserem Fall 2).
5 gilt: rk(C®) =0. Cct=0;

rk(C) = rk

—~

%) = 0.



Das ist immer der Fall:
dim(Kerny)z, ) = 1. (Weil

J
qﬁ(aowj 4+ ... j- ak,1<;5k*1(vu/j)) = 30(]5(V|/J) + ...+ ak,gqﬁk’l(w) ist
genau dann 0,wenn alle ag, ..., ax_» = 0.)
Bezeichnet n; die ¢-Periode von w;, dann gilt fiir m € N:

[ span (¢"="(w;), ..., 8" "X (w;)), falls nj > m
Kem(d"ZWj)m o { Zu; falls m > n;
Wir werden diese Beobachtung nutzen um Anzahl und
Dimensionen aller Blécke zu bestimmen; nach dem Beispiel wird es
hoffentlich offensichtlich.



A=

wir sehen: rk(A) =
dim(Bildy) = n —
—_——

von ¢ bestimmt

{Anzahl von Kistchen}.
Dann ist die Anzahl
von Kastchen durch ¢
eindeutig bestimmt.

wir sehen: rk(A?) =
dim(Bildy) = n —

von ¢ bestimmt

{Anzahl von Késtchen}—
{ Anzahl von Késtchen
von Dimension > 2 }

. Dann ist die Anzahl
von Kistchen  der
Dimension > 2 durch

¢ eindeutig bestimmt.



wir sehen: rk(A3) =
dim(Bildy;) = n —
1 1 N——
von ¢ bestimmt

{Anzahl von Késtchen}—
{ Anzahl von Késtchen
von Dimension > 2 }
Ad= —{ Anzahl von Kistchen
von Dimension > 3 }

Dann ist Anzahl von
Kastchen der Dimen-
sion > 3 durch ¢ ein-
deutig bestimmt.
Analoges gilt fiir eine beliebige nilpotente Matrix.




Satz 7 in der Matrizen-Sprache: Sei A eine (n x n)- Matrix iiber K
mit AY = 0. Dann gibt es eine Matrix B € GL(n,K), so dass die Matrix

C
B~1AB gegeben ist durch . , wobei

0 1
0 1
G =
0 1
0
Bemerkung.

B YA—X-Id)B "2 B-1AB — \B~1/dB = B~1AB — \ - Id.
Deswegen ist (falls (A — X - Id)” = 0 wie in Satz 6) B~'AB =

G

el N



Jordansche Normalform

A 1
A 1

Def. Die k x k Matrix Jﬁf = heiBt Jordan-Block.

A 1

A
1+ 1
Bsp. A= (2), 2= (1 1), R, = ( b 1i;>
Bemerkung. algy(\) = k (da x ¢ = (A — t)¥), geoy =1 (da
BT

JE— X ldy = ist; deren Rang ist k — 1 und deswegen

0 1
0

dim(Kern i _y.jq,) = k — (k —1) = 1. Also, Jordan-Block JK ist fiir k > 2
nicht diagonalisierbar. )



k1
A1

Die Matrix der Form , wobei J\). Jordan-Blécke sind,

km
J)\m

heiBt Jordan-Matrix.
Bsp. Die Matrizen

2 2 1 2 1 2 1
( 3 ), ( 2 >, ( 2 >, ( 2 1> sind Jordan-Matrizen.
4 3 2 2

Satz 8 (Jordansche Normalform) Sei K ein Korper, sei V ein
endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei ¢ : V — V ein
Endomorphismus, dessen Minimalpolynom in Linearfaktoren zerfillt.
Dann existiert eine Basis von V , so dass die Matrix von ¢ eine
Jordan-Matrix ist. Diese Jordansche Normalform ist bis auf Reihenfolge
der Jordanbldcke eindeutig.



Satz 8 ist eine einfache Folgerung der Satze 6, 7

Satz 6 — Wiederholung Es gibt eine Basis, so dass in der Basis die

Matrix von ¢ die Form hat, wobei

(Ai = \i - Id)" = 0.

Aus Satz 7, siehe auch Bemerkung oben: Fiir jedes A; (der
Dimension n;) mit der Eigenschaft (A; — \; - Id)Y = 0 gibt es eine

G
Bi € GL(n;,K) mit BT *A;B; = <] _ +Aild .

G,



Dann ist )
)

B T A1By
By ' A2B,

= = Wie wir wollen.

—1

Eideutigkeit der Jordan-Normalform folgt aus der Beobachtung, dass ¢
die Untervektorraume W), eindeutig bestimmt, und aus der
Eindeutigkeitsaussage im Satz 7. O




Anwendung: Beweis von Hamilton-Cayley fiir Matrizen
iber C.

1805 --1856 1821 --1895

In Worten: Charakteristisches Polynom einer Matrix annihiliert die
Matrix.

Beobachtung 1 Fiir J = , ist

Jkm

XJ = (/\1 — t)kl...()\m — t)k’".

Tatsachlich, da J eine obere Dreiecksmatrix ist (=alle Eintrage unterhalb
der Hauptdiagonalen sind 0), ist J — t - Id auch eine obere
Dreiecksmatrix, und deswegen ist det(J — t - Id) das Produkt von
Diagonalementen, die (\; — t) sind.



Beobachtung 2 Die Matrizen A, A’ seien dhnlich: A= B~1A'B.

Dann gilt: Fiir jedes P € C[t] ist P(A) = B~1P(A")B.

Tatsachlich haben wir dies im Wesentlichen in Vorl. 20 LAAG |

bewiesen:

Ak=A-A.....A=B"1A B=B1A"B.
kmal

Also, P(A) = P(B1A'B) =

B IAKB 4+ 2 1B IA*IB 4 .+ 2gB 1B

ettt g5 A 44 agld)B = B1P(A')B.

Beobachtung 3 Fiir eine Block-diagonale Matrix

M= , wobei B; eine k; x kj-Matrix ist, ist



Beobachtung 4 x  (J}) = 0.
Tatsachlich,

XJ‘;\(J,I\() — ()\ cld — J/l\()k _ (_1)k S wie in Bsp. vorchero



Alle vier Beobachtungen zusammen:

k1

JAl

Fiir A, die dhnlich ist zu J = , gilt

km
JAm

1. XJ = (A]_ — t)kl...()\m — t)km = XJ§1 ~°XJ§’” .
1 m

2. P(A) " EEF B-1p(J)B, wobei J die Jordan'sche Normalform

von A ist
k- i i i
PO xs(J%) = Pi(J5) - XJ;,-_(Jf,-)
3. P(J)= - , 4 N
’ 0
Dann ist xa(A) = xJ(A) = B~y (J)B =
XL
B! B=B"108B=0, O

k



