> Wir werden zuerst uns weiter mir Anwendungen von
Jordannormalform beschaftigen
» Wir besprechen auch den Fall wenn K = R ist.
» Die Hausaufgaben und Anwesenheitsiibungen werden
schwerpunkmadssig auf Jordannormalform und Anwendungen
gestellt.



Kurze Wiederholung

> Satz 8 (Jordansche Normalform) Sei K ein Kérper, sei V ein
endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei ¢ : V — V ein
Endomorphismus, dessen Minimalpolynom in Linearfaktoren zerfillt.
Dann existiert eine Basis von V , so dass die Matrix von ¢ eine
Jordan-Matrix ist. Diese Jordansche Normalform ist bis auf
Reihenfolge der Jordanblocke eindeutig.

Ja

A1
» Die Matrix der Form , wobei J/l\(j Jordan-Blécke
Jjn;
sind, heiBt Jordan-Matrix.
A 1
A 1
» Die k x k Matrix Jﬁf = heiBt Jordan-Block.
A 1



Reelle Jordan-Form

In den meisten bis jetzt bewiesenen Aussagen iiber Jordan-Formen haben
wir stets vorausgesetzt, dass das charakteristische Polynom in
Linearfaktoren zerfillt.

Diese Bedingung ist fiir K = C immer erfiillt. Im Fall K = R gibt es
Matrizen deren charakteristische Polynome nicht in Linearfaktoren
zerfallen — Beispiele haben wir bereits in Vorl. 1 gesehen — etwa

()

Kann man dies iiberwinden? Antwort ist “Ja", und das ist unseres
nachstes Ziel.



Komplexifizieren von R-Vektorraumen und deren

Endomorphismen

Sei V ein Vektorraum iiber R. Wir betrachten
Ve ={ u+iv |uveV}

Formale Summe
(Mengenteoretisch ist Vo = V x V. Wir schreiben nur die Elemente von
V x V, also Paare (u,v) € V x V, als u+iv.)
Auf V¢ definieren wir Addition und Muptiplikation MIT ELEMENTEN
VON C:

> u+iv+u +iv =(u+u)+i(v+ V).

» Fiir a + i € C definieren wir
(a+iB)(u+iv) = (au— pv)+i(av + Bu).



Ve ist ein C-Vektorraum.

Lemma 7. Sei V ein Vektorraum iiber R. Dann gilt: V ist ein
Vektorraum iiber C.

Die Operationen “Addition” und “Multiplikation mit Elementen von

K = C” sind wohldefiniert. Um das Lemma zu beweisen, miissen wir die
Axiome | — VIII as der Definition eines Vektorraums iiberpriifen.

<

|

VIl

Fiiralle u,v,w € Ve gilt (u+v)+w=u+(v+w)
Firalleu,v € Ve gitu+v=v+u

Es existiert ein 0 € Vg, so dass firalle v € Ve gilt 04+ v = v
Fiir jedes v € V[ existiert ein —v € V[, so dass gilt —v + v = 0
Fiiralle A, » € Cund v € V¢ gilt (Ap)v = A(pv)

Fiiralle A\, u € Cund v € V¢ gilt (A + p)v = Av + pv

Fiiralle A € Cund u,v € V¢ gilt A(u+ v) = Au+ Av

Firallev € Vegilt(1+i-0)-v=v



Vi

Vi

VIl

> xtiy+x iy =+ X)) +ily +y')

P Fiir o + i3 € C wir definieren (a + iB)(x + iy) = (ax — By) + i(ax + By).
Fiir alle u, v,w € V¢ gilt

(wtv)tw=ut(vtw I, 1l, VIII sind offensichtlich. Das 0-
Firalle u, v € Ve gilt ut v =v+u Element in V( ist das Element 0+ i - 0.
Es existiert ein 0€ Vg, sodassfiralleve Ve Das Element —x 4+ 7 - (—y) (Umgangs_
gitOtv=v sprachlich: —x — iy) ist das additive In-
verse zu x + iy. V,VLLVII kann man
nach der Definition lberpriifen, dhnlich

Fiir jedes v € V existiert ein —v € V¢, so dass
gilt —v+4+v= 0

Firalle A\, u € Cund v € V gilt

(A)v = A(pv) wie wir es in der Einfiilhrung der kom-
Fiir alle A, n € C und v € Vg gilt plexen Zahlen in LA | gemacht haben,
3+ v = vty wo wir dhnliche Eigenschaften fiir das
Furalle A € Cund u,v € Ve gilt Addieren/Multiplizieren von komplexen

Au+v)=Au+ Av

) _ , Zahlen bewiesen haben.
Firallev e Vegilt (1+/7-0)-v=v



Bsp: Komplexifizieren von V = R3 gibt C3

X1 1
Die Menge V¢ ist die Menge o | +ily2 | | X,y €R
X3 V3

won

Die Operationen und "4" sind wie oben definiert:

X1 y1 Xi y]: x1 + X]; v+ y];
x| +ify]+ X +i = x2+x,2 +i y2+y%
X3 y3 X3 Y3 x3+x'3 3ty
x1 i x1oe—y18 x1B+ya

(a+iB) | | x| +ilx = |xa—ywB|+i|xeB+ya].
x3 y3 x3a —y3f3 3B + yzo

Ich behaupte, dass V¢ zu C3 isomorph ist: In der Tat, man kann den
Isomorphismus explizit angeben:

X1 1 x1+ i1
f x| +if|y =(x+in].
x3 y3 x3 + iy3

Man iiberlege, dass die Abbildung f wohldefiniert linear und bijektiv ist.

z.B.
x1 y1 x1a — y18 x1B + y1c (e +iB)(x1 + iy1)

(o +iB)f x| +i|y = xa—yB | +i|xB+ya| =Ff|(at+iB)(x+ir)].
x3 v3 3o — y3f8 3B +yze (a +iB)(x3 + iy3)



Wias ist die Dimension von V¢? Sei (by, ..., b,) eine Basis von V. Kann
man mit Hilfe von (b, ..., b,) eine Basis konstrurieren? Ja!
(b1 +1i-0,by+1i-0,..,b,+i-0) ist eine Basis in V¢!

Bsp. Wir haben gesehen, dass fir V = R3 gilt V¢ = C3. Fiir die

0

Standard-Basis ((3) , (1) , <8)> ist die “komplizifizierte” Basis

0 0 1
1 1+i-0 0+i-0 0+i-0
0 o+i-0),[1+i-0),{0o+i-0]].
0 0+i-0 0+i-0 14i-0



Warum ist (by 4+ i-0,by+i-0,...,by+ i - 0) eine Basis?
» Weil sie linear unabhandigt ist: Ist
+i-0= (a1 +if1)(b1+i-0)+ ...+ (an+iBs)(by+i-0) =
+i(B1b1 + ... + Bnbn), so ist
(und deswegen «; = 0) und
(B1b1 + ... + Bnbp) = 0 (und deswegen 3; = 0).

P> Weil sie erzeugend ist: Wir bekommen ein beliebiges Element
aiby + ...+ apby+i - (B1b1 + ... + Bnby) als die folgende

u v
Linearkombination (mit komplexen Koeffizienten):
a1b1+ T n+/ (ﬁlb1+ +Bn n)—

(Oq + Iﬂl)bl + ...+ (oz,, + Iﬂn)bn

Wichtige Erkenntnis: Dimensionen von V und V¢ sind gleich.



Komplexifizieren von linearen Abbildungen

Sei ¢ : V — V ein Endomorphismus eines R- Vektorraums V (der
Dimension n). Kann man damit einen Endomorphismus ¢¢ : Vo — V¢
(“kanonisch™) konstruieren?

Ja! Wir definieren ¢c(u + iv) = ¢(u) + i¢(v). Wohldefinierheit ist
offensichtlich. Linearitat ist einfach zu zeigen:

dc(ut+iv+d +V)=d¢c(u+uv +i(v+v))=¢(u+d)+ig(v+ V')

= ¢(u) + ¢(u') + i(¢(u) + id(u)) = pc(u+ iv) + g (v’ + iv').

oc((a+ip)(u+iv)) = oc((av—LBu)+i(au+Bv)) = ad(v)—Lo(u)+i(au+Lv)
= (a+iB)(o(v) +id(v)) = (a+iB)pc(u + iv).



Matrix der komplifizierten linearen Abbildung

Wabhle eine Basis (by, ..., by) in V. Betrachte die entsprechende
Basis (b1 +17-0,bp+i-0,...;b, +i-0) in V.

Frage. Was ist die Matrix von ¢¢ bzgl. dieser Basis?
Antwort. Dieselbe wie die Matrix von ¢ in der Basis (b1, ..., by):

Begriindung: Um die Matrix zu definieren, brauchen wir nur die
Koordinaten der Bilder der Basisvektoren, und diese sind in den
Basen (b1, ..., by) und (by + i - 0,bp4i-0,... by+i- 5) gleich
(wenn wir die Zahlen av+ i -0 € C und « € R identifizieren).



Anwendung aus LA I: (,,Beste” Form einer reellen

n x n Matrix A, die iiber komplexen Zahlen
diagonalisierbar ist).

Folgerung D (aus LA) Sei ¢ : V — V ein Endomorphismus eines
R-Vektorraums V. Angenommen ¢¢ ist diagonalisierbar. Dann gibt es
eine Basis in V/, sodass die Matrix von ¢ in dieser Basis die

Ay
Block-diagonale Form - hat, wobei jedes A; eine
(1 x 1I)—Matrix (\j), oder eine (2 x 2)—Matrix der Form (‘Ej ‘a‘jf) ist,
wobei 3 # 0.

Bemerkung. Die Eigenwerte von dieser Matrix sind A; und
i = aj+iBj, fj = o —ifj.



Beweisstrategie fiir Folgerung D LA | (wird auch im

Beweis der Verallgemeinerung fiir Jordan-Blocke benutzt.

Wir finden eine Basis (b1 + ia1, ..., by + ian) in V¢, sodass die
Matrix von ¢¢ diagonal ist. Dann konstruieren wir mit Hilfe der

Basisvektoren b; + ia; die REELLEN Basisvektoren und bekommen
die Aussage.



Ich bitte Sie den Beweis von Folgerung D LA | noch einmal anschauen.
Drei Schritte des Beweises:

Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

man zeigt, dass wenn p ein EW ist, dann ist auch i EW. Ferner
zeigt man, dass wenn V = v + ju ein EV zu p ist, dann ist

V = v — iu ein EV zu fi. Diese Aussage werden wir wieder
benutzen; ich werde den Beweis wiederholen und verallgemeinern.

Man wahlt in C” eine Basis aus Eigenvektoren der Form

by +i0, ..., b + i0 , bxr1 + iax+1, bkl — i@kt - Dnk — i@p—k

zu reellen EW A1, ..., A

zu komplexen EW i1, fiks1, s M nk » fi n—k

Man zeigt, dass (b, ..., bk, bks1, k11, brt2, aks2s s Bnk s an—k)
2 2
eine Basis in R" bilden (die Anzahl ist richtig; man muss nur

Linearunabhéngigkeit priifen) und dass die Matrix in der Basis wie
angekiindigtt ist.

Ahnliche Methode wird auch im allgemeinen Fall angewendet.



Reelle Jordan-Matrix

Satz 8’ (Jordansche Normalform fiir reellen Endomorphismem)
A € Mat(R, n x n). Dann gibt es eine B € GL(R, n X n) sodass
A’ = B~1AB die reelle Jordannormalform hat: dass bedeuted sie ist

A1
-Az
blockdiagonal, A’ =
A 1
A
und jeder Block A; hat das Aussehen e oder
A 1
A
P Sie haben bestimmt bereits die
“Regel” verstanden: statt A
(e —-B1 0
B a0 1 steht| & P state 1
a —B1 0 B @
B a 0 1
teht| O

- ste 0 1

«@ —B1 0

B a0 1 —
o -8 »  Eigenwerte von (B¥ aB
B e

sind komplexkonjugierte Zahlen
a+iBund a — ifB.



Beweis vom Satz 8’

Endomorphismus zu A (friiher f4 genannt) bezeichnen wir mit f.
Zuerst zerlegen wir V' in Direktprodukt V4 & Vo @ - -+ @ V) sodass
jeder Vp, f-invariant ist, d.h., Bildf(Vy) C Vi,

Die Vektorraume Vi, ..., V, sind verallgemeinerte Vektorraume von
reellen EW Aq, ..., Ap.

Die weitere Vektorraume Vj11, ... sind wie folgt gegeben:

Vo1 = Kern((A — pp411d)Y(A — fip+11d)7) u.s.w. (weiter schreibe
ich g fiir ppi1).

Dabei ist u = v + i3 ein komplexe (sodass 3 # 0) EW von A, und
~v € N ist geniigend groB.



» Die Matrix (A — pld)(A — fild) ist eine reelle Matrix, denn
(A= (a— Bi)ld)(A— (a+ Bi)ld)) = (A— ald)? — B2d.
» V.1 ist dann die Loésungsmenge der reellen Gleichung
(A — pld)"(A — fild)"x = 0. Die Dimension der Lésung ist dann
n— Rang((A — uld)Y(A — mid)7).
> Man kann die Gleichung (A — uld)?(A — fild)"x = 0 auch in V¢
aufstellen.
» Dimension der Losungsmenge davon ist wieder
n— Rang((A — pld)(A — ild)), und Rang hangt nicht davon
ab, ob wir die Matrix als eine reelle Matrix betrachten, oder als
eine komplexe Matrix sodass die Komponenten reell sind.
» Aus der Theorie von Jordannormalformen wissen wie aber,
dass (iiber C) die Dimension der Lésungsmenge der Gleichung
(A— puld)Y(A — ild)” = 0 ist die Summe der Dimensionen von
Kern((A — uld)7) und Kern((A — ld)"). Wir wissen auch,
dass in V¢, die Lésungmenge von (A — pld)"(A — fild)'x = 0
die direkte Summe von veralg. Eigenraumen zu p und zu [ ist.
» V, 1 ist f-invariant: sei v € V1. Dann gilt:
(A — pld)"(A — fld)YAv = A(A — pld)"(A — fild)"v = A0 = 0,
und wir sehen dass Av wieder in V, 1 liegt.



Wir zeigen: V=V, & Vo B --- P Vi

Dazu betrachten wir die Summe

W=Vi+Vot--- 4+ Vp+ Vo1 + -+ Vi. Die Summe ist direkt,
weil V4, ..., V,, Eigenrdume (zu verschiedenen EW Aq,..., A\, ) sind,
und V11 und weitere Summanten sind (wenn wir sie
komplexifiziert betrachten) Direktsummen V), ., @ Vj . ,.Man
bemerke, dass wenn die Summe von komplexifizierten Raumen
direkt ist, dann auch die urspriingliche Summe. In der Tat, wenn
die Eindeutigkeitsbedingung in der Definition von Direktsumme
iber C erfiillt ist, dann ist sie auch {iber R erfiillt.

Die Dimension von W ist n = dim(V'), weil die Summe von
Dimensionen von veralg. Raumen gleich Dimension von gesamten
Raum ist. Damit haben wir gezeigt, dass V=V, & VL & --- @ V.
Deswegen existiert eine Basis sodass in der Basis die Matrix von f

blockdiagonal ist,



Ak
Dabei gilt: die Bcke A1, ..., Ap haben die Eigenschaft
(Am — Amld)¥™ = 0 und die Blocke Apy1, ..., Ak haben die
Eigenschaft (Am — pmld)" (Am — fimld)"™ = 0.
Wir miissen also in jedem V/,, eine Basis finden, sodass in der Basis
der Block wie in Satz 8' ist. Fiir die ersten Raumen V1, ..., V,
haben wir es bereits getan, im Bewies von Satz 8 (eigentlich in
Zerlegungssatz 7). Auf der nichsten Folie beschaftigen wir uns mit
Block Vpy1 u.s.w.



Wir brauchen noch die folgende Aussage:

Hilfsaussage. Sei A € Mat(n,n,R) und V := v + ju € C" (wobei

u,v € R") ein Eigenvektor zum Eigenwert = a4 i - 8. Dann ist auch

v —iu (= V; "V konjugiert") ein Eigenvektor zum Eigenwert

fi(=a— i B).

Ferner gilt, falls die (komplexe) Vektoren V; := vy + iuy, ..., Vik = vk + iug
mit up, v, € R" die Eigenschaft: (A — pld)V,, = V;—1 haben (fiir

m > 1) und (A — pld)V;4 = 0, dann haben die komplexkonjugierte
Vektoren V4 = vi — i, ..., Vie = vi + iuy die Eigenschaft:

(A — fild)V,, = Vp_y haben (fiir m > 1) und (A — fild)V; =0, .)

Bemerkung. Den ersten Teil der Aussage haben wir in LA | bewiesen
und bereits heute teilweise benutzt.

Beweis. Wir konjugieren fiir m > 1 die Gleichung (A — pld)V,, = Vip1:
Wir bekommen: ' , ‘
\_/m,1 _ m Rechnenregeg; siche LA 1 \—/m . /_J,\_/m Weil A:rccll ist

Vin — iVin = (A — [ild) V,,, wie behauptet.
Der Beweis dass die Eigenschaft (A — uld)Vy = 0, also die Eigenschaft
dass V; ein EV zu p ist, die Eigenschaft (A — ild)V4 = 0 impliziert, ist
analog , O



Bemerkung. Die Bedingung (A — uld)Vy = Vip—1 und
(A—pld)\h = 0 ist die Bedingung, die wir benutzt haben um die
Basis im verallgemeinerten Eigenraum zu konstruieren sodass die
Matrix der Beschrankung von f Jordanblockform hat.

Bemerkung. Ich betone noch einmal, dass die komplexe
(=nichtreelle) EW in Paaren vorkommen: ist p ein EW, so ist [
auch. Das wissen wir aber seit LA .



Wir betrachten jetzt einen Endomorphismus f mit der Eigenschaft

(f — pld)Y o (f — ld)Y = 0, also den urspriinglichen Endomorphismus f
beschrankt auf Vj, 41 u.s.w., und konstruieren eine Basis sodass in der
Basis die Matrix (also, der Block A,;1 u.s.w.) die Form wie im Satz 8'
hat. Wir denken dass V = R", dann ist Vo = C".

Wir betrachten den veralg. Eigenraum V,,, und die Basis

by +ia1, ..., byj2 +ian 2 | sodass in der Basis die Beschrankung von f
N—— —_———

Vi Vo2

auf V), in Jordannormalform ist. Dass bedeutet, die Basisvektoren sind in
“Gruppen" zerlegt,

1 k k,
VE, o ViV L ke

)

Gruppe 1 Gruppe ¢

und in jeder Gruppe gilt: V4 ist Eigenvektor zu u und fiir k > 1 ist
(A — pld) Vi = Vic_1. Wir betrachten das “konjugierten” Tupel

/1 / k /1 ke
VI, VLV ke

)

Gruppe 1 Gruppe ¢



Wir betrachten das “konjugierten” Tupel

/1 k- /1 Tk
VE Ve VL k|

Gruppe 1 Gruppe ¢

Wir zeigen dass das Tupel eine Basis in V}; bildet .

> Die Vektoren des Tupels liegen in Vj, weil (A — uld)'V =0
impliziert (A — fild)"V = 0.

» Um Linearunabhéngigkeit zu bekommen muss man die
“Unabhangigkeitsgleichung” > _&s Vs = 0 konjugieren. Man
bekommt sofort die “Unabhingigkeitsgleichung” fiir die Vektoren
Vs.

» Um zu zeigen, dass die Anzahl von Vektoren gleich Dimension des
Raumes ist machen wir Widerspruchsbeweis: wenn die Anzahl
kleiner ist, gibt es noch einen von diesen Vektoren linear
unabhingigen Vektor V'’ € V;. Der Vektor V' liegt dann in V,, und
ist von Vektoren in der Basis von V,, auch linear unabhangig, was
Widerspruch liefert.



Die Vektoren V,{q seien gleich bj,;q + iaj,-ﬂ. Die Vektoren
(b%,a%, bf, e agf)

Bilden eine Basis und die Matrix von f in dieser Basis ist wie in
Satz 8’ angekiindigt. Dieser Teil vom Beweis lasse ich als eine
Ubung fiir Sie; sie muiissen die Bedingung benutzen, dass

(A= (a+iB)ld)Vy = Viy1 oder =0

um zu zeigen, dass man die V-Vektoren erzeugen kann. Weil die
Anzahl von Vektoren gleich Dimension des Raumes ist, ist es dann
eine Basis. Dann muss man iiberlegen, was Bild von Vektoren b,
und a,, ist und dann die Matrix konstruieren.



