Wie kann man die Normalform (bzgl. Affinen

Transformationen) bestimmen, ohne die affine Abbildung
bzw. Isometrie zu finden?

Antwort in Dim 2: Sei Q eine Quadrik in R? gegeben durch

/a1 . ain X1 X1
(Xl ceXp) ( . ) . +(31 an) . +a=0.
an1 . ann X Xn

Bezeichnung A = det(Erwg), § = det(A), S = spur(A).

Bemerkung Man kann fiir S immer S > 0 annehmen, indem man die
Gleichung der Quadrik mit —1 multipliziert.

Satz 20 Angenommen S > 0. Es gilt:

*jst 6 > 0 und A < 0, dann ist die Quadrik eine Ellipse,

*ist 0 <0 und A # 0, so ist die Quadrik eine Hyperbel.

*ist 6 =0 und A # 0, so ist die Quadrik eine Parabel.

*jist 6 =0 und A = 0, so ist die Quadrik ein paralleles Geradenpaar oder
eine Gerade.

*ist A =0 undd >0, so ist die Quadrik gleich &.

*jst A =0 und é <0, so ist die Quadrik ein Geradenpaar mit
Schnittpunkt.

Bemerkung Nur die Vorzeichen von A und § werden benutzt



Frage Was passiert mit A = det(Erwg) und § = det(A) nach einer
[somertrie F?

Lemma 12: Sei F~1 = » + Bx mit B € O(n). Qi = Bilde(Q). Dann ist Erwg =
a1 /2 by
| B
by--- by 1 an/2 bn
ai/2 .- ap/2 a ot 1
B ————
E/'WQ BErw
Nach Lemma 12 ist Erwg, = BE,, ErwgBen,. Dann ist det(Erwg,) =
Weil det(C) = det(C* .
det(BL,,,)det(Erwg)det(Ben,) - L™ det(Ben)? A. Also wird
————
>0

das Vorzeichen von A nicht geandert.

Ahnlich: Weil A; = BtAB ist, ist det(A;) = det(B)? J_- Also wird das
-1 det(A)

Vorzeichen von ¢ nicht gedndert.

Analog wird Spur von A nicht gedndert, weil

Spur(B*AB) = Spur(B~1AB) = Spur(A).

Dann geniigt es, Satz 20 nur fiir Gleichungen, die bereits in Normalform

sind, zu beweisen



Die Tabelle unten listet alle 2-Dimensionale Quadriken. Wir nehmen an,
dass A > 0,4, > 0.

Quadrik Erwg A und §
Ellipse (A . 1) A=A 6=\
Hyperbel (A Y ﬂ) A=A\ b= A
Parabel (* ; 1> A=\b=0
paralleles Geradenpaar oder eine Gerade <A 0 u) A=0406=0
o L 1) A=A 6=\
Geradenpaar mit einem Schnittpunkt | [ —n 0 A=0,6= Ay

Wir sehen, dass die Vorzeichen von § und A den Typ der Quadrik
eindeutig bestimmt.



Existenz einer Quadrik durch 5 Punkte

Satz 21 Seien X, ..., X5 5 verschiedene Punkte im R?. Dann existiert
eine Quadrik Q, die diese 5 Punkte enthalt.
Beweis. Die Gleichung der Quadrik sieht wie folgt aus:

a1
(X}’)<2li 2)<;>+alx+a2y+a:0<:>
2

a2

a11x2 + atoxy + any? + aix+ ay +a=0 Wenn die 5 Punkte (2) yeen ,(;Z) auf der
Quadrik liegen, ist das folgende lineare Gleichungsystem erfiillt:

Xi x1y1 ,Vi x oy 1 ZE

x: xy2 Y x y2 1 = . . .

x% x3y3 y% x3 y3 1| ]?2|=0. Nach der Dimensionsformel ist

ai
g xavs o vy e v 1 a
x5 Xsys Y5 x5 ys 1 ap

C
dim(Kern¢) = 6 — dim(Bildc) > 1, also gibt es eine Lsung. O
———

<5



Man kann zeigen, durch Analyse des Gleichungssystems auf der
vorherigen Folie, dass zwei verschiedene Quadriken in Dimension 2,
von denen eine nicht ausgeartet ist, hochstens 4 Schnittpunkte

haben konnen.
Ausgeartete Quadriken kénnen mehr als 4 Schnittpunkte haben:

etwa zwei Quadriken, gegeben durch die Gleichungen

(x =y)(x+2y) und (x —y)(x+3y)

haben unendlich viele gemeinsame Punkte.



Warum sind Quadriken interessant

1. Vor 100 Jahren: Nach den Keplerschen Gesetzen sind die
Bahnkurven von astronomischen Objekten Quadriken (z.B. sind
Planetenorbits Ellipsen). Um die Koordinaten seines Schiffs (auf
See) auszurechnen, konnte der Kapitdn nur astronomische Objekte
(4 prézise Uhr) benutzen. Die Geometrie der Quadriken spielte
deshalb eine groBe Rolle in der Ausbildung von Kapitanen.



2. In der Analysis von Funktionen mehrerer Veranderlicher:
Mehrdimensionale Taylor-Reihe (Ana Il1/111)

Satz (Taylorentwicklung, Ana ||) Sei f : R" — R eine glatte Funktion
(z.B. existieren die dritten partiellen Ableitungen

mehrdimensionale Verallgemeinerung der Ableitung, wird in Ana II erkldart
Z1

:) ein Punkt. Dann gilt:

Zn

und sind stetig). Sei z = (

" of
f(x) = f(2) +Z a—(z) S —z)+ + Rest(x — z)
~~ 5 Oxi —_—

— Ur x — z
Rest(x 21) f
[x—z]

a0

0

at(x—2) mit

Also, bis auf den Rest(x — z) (welcher in der Nahe von z klein ist),

ist jede Funktion eine quadratische Funktion von y := x — z mit
of 1_82f

ap = f(Z), a; = (97X,(Z) und A’J = §8X{6Xj'

Dann ist die Menge {x € R" | f(x) = const}, fiir x in der nidhe des

Punktes z und fiir const, welche nah zu ag ist, “fast” eine Quadrik.




Der projektive Raum P(V) und projektive

Transformationen

(V,+,-) sei ein Vektorraum (iiber K).

Def. Der zu V gehdrige projektive Raum P(V) ist definiert als die
Menge aller 1-dimensionalen Untervektorraume von V' . Ist
dim(V) < oo, so setzt man dim(P(V)) := dim(V) — 1. (Nach Def.
ist P({0}) = @ und dim(P({0})) = —1 — wir kénnen damit leben.)
Bemerkung. Man hat eine kanonische Abbildung

(“Projektion” )V \ {0} = P(V),v = L, := {\v|]X e K}.



Homogene Koordinaten

Auf K"\ {0} betrachten wir die folgende Aquivalenzrelation:
(Voy ooy Vi) ~ (Vo -y Vo) < TN # 0 sodass (Avg, ..., Avi) = (Vo, ..., Vn)-

o -0 (5

Wir schreiben die Aquivalenzklasse des Elementes (v, ..., v,) wie folgt:

(Voo va)] = (w1t vaioi: vy).
Fiir jeden Element von P(K"*1), also, fiir jede Gerade (durch 0)
Ly = {M(vo, ..., Va) | A € K} ordnen wir das Element (vi @ va @ ... V)
von (K"\{a}) / ~.
Die Abbildung ist wohldefiniert, weil zwei Richtungsvektoren die gleiche
Gerade definieren, genau dann wenn sie proportional sind.

Die Abbildung heisst Koordinatenabbildung und Bild des Elements
L € P(K"™1) heisst der (homogene) Koordinatenvektor von L.



Affines Koordinatensystem auf P(V)

Wir betrachten eine Hyperebene H in V, H={ap + u | u € Vy},
dim(Vy) = dim(V) — 1, die nicht den O-Punkt erhalt. Dann
wahlen wir ein affines Koordinatensystem auf der Hyperebene (d.h.
n+ 1 Punkte ag, ..., a, s.d. die Vektoren ‘9_0—3_{,...,30—5{ eine Basis in
Vyy bilden).

Als Koordinaten der Geraden £(0, x) € P(V) mit x € H definieren
wir die Koordinaten von x.

Diese Koordinaten sind dann fiir alle Punkte in P(V) ( = Geraden
in V) definiert, die nicht zur Hyperebene H parallel sind. Die
Richtungsvektoren der Geraden ( = Punkte von P(V)), fiir die die
affinen Koordinaten nicht definiert sind, sind dann die Vektoren
von V. Die Menge dieser Punkte von P(V) heiBt unendliche
Hyperebene (bzgl. dieses Koordinatensystems).



Als Hyperebene in R"*! nehmen wir {(xo, ..., xn) | X0 = 1}. Als
affine Basis auf H nehmen wir die Punkte ap = (1,0, ...,0)%,
ap=(1,1,0,...,0)%, ..., a, = (1,0,...,0,1)%. In diesem
Koordinatensystem sind die Koordinaten von (1,xi,...,x,) € H
gleich (x1, ..., x,). Dann sind die affinen Koordinaten des Punktes

(X0 : ... : xn) € P(R™1) gleich (’;—é, vy ﬁ) Die unendliche

X0
Hyperebene besteht dann aus den Punkten von P(R"*1) der Form
(0:xq .ot Xp).



Eine Funktion f : K" — K heiBt homogen mit Grad k € Z, falls
F(AX0, -y AXn) = AF (X0, ..., x,) fiir alle (xo, ..., xp) € K™ und X € K.

Bsp. Eine lineare Funktion f € (K"1)* ist 1-homogen.
2 ist 2—homogen.

Bemerkung. Sei f eine homogene Funktion. Liegt (xp, ..., x,) in der
Losungsmenge der Gleichung f(x) = 0, so liegen alle Punkte der Gerade
K(x0y .-y Xn) = {A (X0 ---s Xn) | A € K} in der Lésungsmenge der
Gleichung f(x) = 0.

Die Gleichung f(x) = 0 kann man also als eine Gleichung auf P(K"*1)
verstehen.



Quadriken in P(K"*1)

In homogene Koordinaten sind sie die Losungen von homogenen
quadratischen Gleichungen

n
E ajjXiXj = 0,

ij=0

wobei A = (ajj) eine von 0 verschiedene symmetrische

(n+ 1) x (n+ 1)-Matrix ist.

Die Gleichung ist homogen, deswegen wenn wir fiir einen Punkt
(x0, --., Xn) der Losung liegt der Punkt (Axo, ..., Ax,) auch in der
Losung.



Wie sieht die Gleichung einer projektiven Quadrik in der

affinen Koordinaten?

Lass uns es in den affinen Koordinaten aus Bsp. oben ausrechnen: die
Zuordnung ist wie folgt:

das Tupel (xg, x1, ..., Xn) entspricht das Tupel (1, i—;, ceny i—g) € H. Die
Zuordnung ist keine Abbildung, weil sie fiir die Tupel der Form

(0, x1, ..., xn) nicht definiert ist. Sie ist eine bijektive Abbildung auf
P(K™1)\ Ho, wobei Ho = {(0: x1 : ... : X,) | X1, ..., Xo € K}. Hp haben
wir unendlich ferne Hyperebene (beziiglich dieses Koordinatensystem)
genannt.

Die Gleichung ZZJ‘:O ajix;x; = 0, wird nach diese Zuordnung die
Gleichung szzl agxix; + 2> agixi + ago = 0.

Dass ist aber eine Gleichung der Quadrik in K”.

Bemerkung. Die Bedingung dass die Matrix (ajj); j=1,...,» nicht null ist
ignorieren wir einfach.

Bemerkung. Die Berechnung haben wir in der folgenden affinen
Koordinaten gemacht: die affine Hyperebene ist {(1, x1, ..., x,)} und die
affine Basis ist (ao = (1,0,...,0),a, = (1,1,0,...0),...). Es ist aber nicht
wesentlich.



Projektivitaten

Sei f : K"t — K"*1 eine lineare Abbildung. Dann bildet sie die Geraden
durch 0 auf Geraden durch 0 ab und deswegen induziert sie eine
Abbildung von P(K"*1) nach P(K"*1). Solche Abbildungen heissen
Projektivitaten. In homogenen Koordinaten siehen sie wie folgt aus:

n n
f(Xo:eo i Xp) = g agiXj 1 ...t E anjX;
Jj=0 Jj=0

(d.h. wir multiplizieren A mit dem Vektor (xg, ..., x,)* und dann
“homogenisieren” wir das Ergebnis).
In affinen Koordinaten aus dem Bsp. oben sieht die Abbildung wie folgt:

n n

a0+ 13X anot+ Dy anX
n PR n N

a0 + 2.1 30% a0+ D_;_q a0X

(X1, ey Xn) = (

Selbstverstandlich ist die Abbildung nicht fiir alle (xi, ..., x,) definiert,
weil der Nenner agg + ZJ'.'ZI ag;X; gleich null sein kann. Die Punkte sodass
ago + 2}1:1 agjX; = 0 entsprechen dann den Punkten, die auf unendlich
ferne Gerade abgebildet sind.



Frage: Was machen die Projektivitaten mit Quadriken?

Antwort. Da lineare nichtausgeartete lineare Abbildungen
Quadriken auf Quadriken abbilden und die Eigenschaft einer
Funktion, homogen zu sein, erhalten, bilden Projektivitdten
(projektiven) Quadriken auf (projektiven) Quadriken ab.



Beispiel. Sei Q = {(xo : x1 : x2) € P(R3) | —x2 + x¢ + x3 = 0}.
(1) Sei H={(x0: x1 : x2) € P(R3)|xo =0} und

Y R? = P(R?)\ H, (x1,x)— (1:x1:x2).

Dann ist QN H = @ und Urbildy(Q) = {(x1,x) € R? | x} + x3 — 1 = 0}
ist ein Kreis.

(2) Sei H={(x0 : x1 : x2) € P(R®)|x; = 0}. Dann besteht Q N H aus
zwei Punkten und fiir

P R2 = P(R3\ H, (x0,x) > (x0:1:x0) ist

Urbildy, (Q) = {(x0,x2) € R? | x§ — x3 — 1 = 0} eine Hyperbel.

(3) Sei H={(x0: x1: x2) € P(R®)|xo + x1 = 0}. Dann ist @ N H ein
Punkt und fiir

PR — P(R3\ H, (x1,%) = (1 —x1):x1: x) ist

Urbildy,(Q) = {(x1,x2) € R?|x3 + 2x; — 1 = 0} eine Parabel. (Die
Substitution x; = —z; + % ergibt %X22 —z=0)

Wir haben gesehen: Je nachdem, was man als unendlich ferne
Hyperebene auszeichnet, erhilt man aus Q folgende drei affine Kurven:
Kreis, Hyperbel, Parabel. D.h.: Kreis, Hyperbel und Parabel sind projektiv
dquivalent.)



Neues Thema: Mengenlehre: Machtigkeit (Ordnung) einer

Menge

Def. Seien A, B Mengen. Wir sagen, dass A hochstens
gleichméachtig zu B ist, falls es eine injektive Abbildung f : A — B
gibt. Schreibweise: |A| < |B|. Wir sagen, dass A und B
gleichméchtig sind, falls |[A| > |B| und |B| > |A| ist. Schreibweise:
Al = |B].



Bsp. Die Mengen A, B seien endlich, |A| := a, |B| := b. Dann
gilt:
|A| > |B| <= a>b, folglich |A|=|B| <= a=b.

Bemerkung. Gibt es eine Bijektion f : A — B, so gilt:

Al = |B].

Beweis. f ist bijektiv, deswegen injektiv, deswegen |A| < |B|. Da
f bijektiv ist, gibt es eine inverse Abbildung g : B — A, die auch
bijektiv (folglich injektiv) ist. Also |A| > |B]. O
Bsp. /1 :={x € R |0 < x <1} ist gleichmachtig mit
L:={xeR|0<x<2}.

Tatsachlich, die Abbildung f : x +— 2 - x ist eine Bijektion zwischen
Il und 12.

Bsp. |Z| = |N|.  Beweis. Die Abbildung f : N — 7Z

F(n) = { (n—1)/2 falls n ungerade ist

—n/2 falls n gerade ist ist eine Bijektion



Ein kurioses Beispiel

1862 —1943) besteht aus

Hilberts Hotel (Hilbert: 4"

&)
b
unendlich vielen Zimmern (mit natiirlichen Zahlen nummeriert),
die leider alle belegt sind. Es kommen aber noch unendlich viele
Giste (auch mit natiirlichen Zahlen durchnummeriert). Kann man
Sie unterbringen, ohne die Zimmer doppelt zu belegen?

Antwort: Ja!

Der Gast aus Zimmer k geht in das Zimmer 2k

Der Neuankommling mit Nummer k geht in das Zimmer 2k — 1.

Keine Doppelbelegung: Die alten Gaste sind jetzt in Zimmern mit
geraden Nummern, die neuen in Zimmern mit ungeraden
Nummern. Alle sind untergebracht.



Bitte uben

Aufgabe Finden Sie eine Bijektion zwischen [0, 1] und [0,1] U[2]

Eine mogliche Losung. Wir betrachten eine unendliche Folge in
[0,1], z.B. x; =1, X2:%,X3:%,X4:%, %, ,

Die Menge der Elementen der Folge bezeichnen wir mit X,

X :={x | i € N} (in unserem Bsp. ist X = {} | i € N} ).

Wir definieren die Abbildung f : [0,1] — [0, 1] U [2] wie folgt:
Fiir x € X sodass x # 1 setzen wir f(x;) = xj_1. (Vgl. mit
Hilbert-Hotel)

Fiir x = 1 setzen wir (1) = 2.

Fir x € X setzen wir f(x) = x.

Die Abbildung ist eine Bijektion.

X5 —



Wicht. Bsp. |N| = |N x N|.

Beweis: Die injektive Abbildung N — N x N ist einfach zu finden:
n— (1,n).

Wir konstruieren eine injektive Abbildung f : N x N — N,

Sei p, die n—te Primzahl. ZB., p1 =2, pp=3, p3 =5, ps = 7.

> Wir benutze hier (ohne Beweis) die bekannte Aussage, dass die
Anzahl von Primzahlen unendlich ist. Wir haben diese Aussage fast
bewiesen in Vorl. | von LA |; wenn wir die
Widerspruchsbeweismethode eingefiihrt haben.

» Dabei haben wir ohne Beweis die folgende Aussage benutzt: die
Zahl p1p>...p, + 1 ist nicht durch py, po, ..., p, teilbar, also
Primzahlzerlegung von pips...p, + 1 soll enthalt eine grossere
Primzahl.

» Diese derzeit nicht bewiesene Aussage, und auch Exitenz und
eindeutigkeit von Primzahlzehrlegung, kdnnten Sie jetzt selbst als
einfache Ubung beweisen, mit Hilfe von Kérper Z,,.

Wir definieren f : N x N — N, f(n,m)=pJ.

Die Abbildung ist injektiv: ist f(n,m) = f(n’, m’), so ist p,’,’ll =pr
folglich pn,/ =p" (mod p,)

folglich p' =0 (mod p,),

was unmoclich ict weil 7. ein Kérper ist und b, Z0 (mod p.) ist



Daraus folgt insbesondere, dass |[N| = |Q].

In der Tat, |Q| > |N|, weil die Abbildung / : N — @Q, /(n) = n eine
Injektion ist.

Um zu zeigen, dass |Q| < |N|, benutzen wir die Abbildung
fog:Q — N, wobei

f die injektive Abbildung : N — N x N aus dem Wicht. Bsp. ist,
und g : Q — N x N ist die folgende injektive Abbildung:

_ (Ipl,lql)  falls p/g >0
g(”/")‘{ (2 lph2-]q) falls pjg<0 NN

(Wir nehmen an, dass p und g Teilfremd sind. )
Da die Verkettung von injektiven Abbildungen injektiv ist, ist
f o g : Q — N auch injektiv, folglich Q < N. Dann |Q| = |N|. [



Satz 22. Zwei Mengen A, B sind genau dann gleichmachtig, wenn es
eine Bijektion h: A — B gibt.

Beweis. < ist trivial (und bereits oben bewiesen. wir wiederholen den
Beweis): h ist injektiv, deswegen |A| < |B|. Die inverse Abbildung h~! ist
auch eine Bijektion, folglich injektiv, folglich |A| > |B].



Es gelte jetzt |A| = |B|, und zwar seien f: A— Bund g: B — A
injektiv. Wir definieren jetzt eine Abbildung h: A — B wie folgt:Sei

A1 = A\ Bildg(B) und dann rekursiv A1 = Bildgor(An). Sei
C=U,>1An

*Ist a € C, so setze h(a) = f(a).

*Ist a ¢ C, so folgt insbesondere a € Bildg(B), wir kénnen somit

h(a) = g~1(a) setzen (wobei g~! eine Linksinverse zu g ist).

Diese Abbildung h ist injektiv: Es gelte h(a1) = h(ap) fiir zwei Elemente
aj,ar € A

*Ist a; € C und ax & C, so ergibt sich mit

ay = g(h(az)) = g(h(a1)) = g(f(a1)) € Ant1 ein Widerspruch.

* Der Fall a, € C und a; € C ist ebenso ausgeschlossen.

*Ist a3 € C und a; € C, so folgt f(a1) = h(a1) = h(az) = f(a2), also

d; = ao.

* Ist sowohl a; ¢ C als auch a» ¢ C, so folgt

a1 = g(h(a1)) = g(h(az2)) = a2.

Die Abbildung ist aber auch surjektiv: Sei b € B beliebig.

* Ist g(b) € A, fiir ein n > 1, so folgt nach Definition von A;, dass sogar
n > 1 gilt.Folglich ist g(b) = g(f(a)) fiir ein a € A,—1 und

h(a) = f(a) = b.

* Ansonsten gilt h(g(b)) = g 1(g(b)) = b.

Folelich ist h: A — B eine Biiektion. Il



Folgerung. [N x --- xN|=N.
—_——
k Stiick
Beweis fiir kK = 3. Wir haben im Wicht. Bsp. gezeigt, dass
N x N| = N. Nach Satz 22 gibt es dann eine Bijektion ¢ : N x N — N.

Wir konstruieren eine Bijektion ® : N x N x N — N. Wir setzen

®(ny, np, n3) := ¢(d(m, np), n3) € N.

& ist injektiv: gilt ®(ny, na, n3) = ®(my, my, m3), so ist

d(P(n1, M), n3) = ¢(d(m1, my), m3). Da ¢ bijektiv ist, folgt daraus, dass
¢(n1, m) = ¢(my, my) und n3 = m3. Da ¢ bijektiv ist, folgt aus

o(n1, np) = ¢(my, my), dass ny = my und ny = my. Also ist ® ist injektiv.
® ist surjektiv: Es sei n € N. Da ¢ surjektiv ist, gibt es ny, np mit

@(n1, n2) = n. Da ¢ surjektiv ist, gibt es my, my mit .
Dann ist ®(my, my, np) = &( o) = (1, np) = n. O
Bemerkung: Der Beweis fiir ein beliebiges k erfolgt durch Induktion (im
Beweis fiir k = 3 haben wir praktisch den Induktionsschritt gemacht).



Def. Wir sagen, dass A méachtiger als B ist, falls |A| > |B]|, aber
|A| # |B|. Schreibweise: |A| > |B|.

Sei A eine Menge. Die Menge aller Teilmengen von A wird mit 2
bezeichnet und Potenzmenge genannt.

Bsp. Fir A=gist 24 = {0} £ @.

Bsp. Sei A= {1,2}. Dann ist 24 = {@, {1}, {2},{1,2}}.
Sei A= {0,1,2}. Dann ist

A ={o,{0},{1},{2},{0,1},{1,2},{0,2},{0,1,2} }.



Bemerkung. Sei A endlich. Dann gilt: [24] = 2/Al.

Beweis. Angenommen A = {0, ..., n} (d.h. |A] = n+1).
Wir ordnen jeder Teilmenge A’ die folgende binire Zahl
1 aozua-—{ 1 fallsie A

T Y 0 fallsig A~
Z.B. {1,2} — 110,.
{0,2} — 101,.
Diese Abbildung (von 24 in die biniren Zahlen aus hochstens n + 1
Ziffern) ist injektiv und surjektiv. Dann ist
|24| = #{Binire Zahlen von 0 bis 1...1} = 2"+1,

et



Satz 23 Fiir eine beliebige Menge A gilt: |A| < |[24].

Bemerkung. Der Satz wird auch oft in der Vorlesungen Analysis
besprochen.

Beweis. Es sind die folgenden beiden Aussagen zu zeigen:

(i) Es gibt eine Injektion f : A — 24 (daraus folgt, dass |A| < [24])

(ii) Es gibt keine Bijektion zwischen A und 24 (gibt es eine Injektion von

24 nach A, so gibt es nach Satz 22 eine Bijektion zwischen A und 24.)

(i) offensichtlich: die Abbildung f : a — {a} leistet das Verlangte.

(i) Angenommen, irgendeine Abbildung f : A — 24 wire bijektiv. Dies

wird nun zum Widerspruch gefiihrt.

Die Teilmenge M C A wird definiert als M:={a€ A|a ¢ f(a)}.

Da f bijektiv und deswegen surjektiv istund da M € 24 ist, hat M ein

Element a € A mit f(a) = M. Nun gilt:

ae M<a ¢ f(a) a g M.

(Die erste Aquivalenz beinhaltet die Definition von M, die zweite
benutzt nur die Urbildeigenschaft.)

Damit ist der gewiinschte Widerspruch vorhanden. O



Satz 24 2| = |R)].

Beweis. Z.z.: (i) Es gibt eine injektive Abbildung f : R — 2.

Da |N| = |Q), ist |2] = |29|. Deswegen geniigt es, eine injektive
Abbildung f : R — 29 zu konstruieren.

(ii) Es gibt eine injektive Abbildung g : 2% — R.

(i): Konstruktion von f: Man kann jede Zahl a € R in der dezimalen

Form schreiben: a = ayecvk—1...c0, a10p... = > - 107, wobei
;€ {0, o 9}.
Z.B. ist

m = 3.14159... = 3+1/10 +4/100 + 1/1000 + 5/10000 4 9,/100000 +- ....
Falls nur endlich viele «;; von Null verschieden sind, ist die Zahl rational.
Wir ordnen der Zahl a = ajak_1...ap, a_1c_5..., die folgende Teilmenge
von Q zu:{ay - 10X a1 - 1051 L ag,ay - 1071, )

Die Abbildung ist offensichtlich injektiv. Also, [22| > |R|.

(ii) Konstruktion von g : Man ordne der Teilmenge A= {...a;...} CN
die Zahl ), 107% zu.

Z.B., falls A= {1,3}, dann ist g(A) = 0,101. Die Abbildung ist
offensichtlich injektiv. Dann [2V] < |R], folglich [2V] = |R]. O




Anwendung: R ist keine endliche Korpererweiterung von QQ

Zwei Korper (Ki, +1,1) und (K2, +2,-2) sind isomorph, falls es
eine Bijektion ¢ : K; — Ky gibt, die die Verkniipfungen erhalt:
P(x1y) = ¢(x) 2 (y), d(x +1y) = d(x) +2 &(y).

Def (Wiederholung). Ein Kérper H heiBt eine Korpererweiterung
von einem Korper K, falls es einen Unterkérper H' C H gibt, der
zu K isomorph ist.

(In den Beispielen unten wird K immer ein Unterkdrper von H
sein. In dem Fall ist der Isomorphismus die Identitetsabbildung.)

Bsp. C ist eine Korpererweiterung von R.
Bsp. R ist eine Korpererweiterung von Q.



Wicht. Bsp. Quadratische Korpererweiterung von Q.

Sei s € Q> sodass /s € Q (Z.B. s = 2).

Setze Q(\/s) := {x+yVs|[x,y € Q} CR.

Wiederholung: Q(+/s) ist eine Kdrpererweiterung von Q.

Beweis. Offensichtlich ist Q C Q(4/s). Nach Def. miissen wir zeigen,
dass Q(+/s) ein Korper ist.

Es geniigt z.z. (s. Bemerkung oben), dass Q(+/s) ein Unterkérper von R
ist. Wir miissen zeigen, dass Q(+1/s) und Q(+/s) \ {0} Untergruppen von

R sind, d.h. Q(+/s) abgeschlossen bzgl. ,,+" , ,,-“ und Invertieren ist.
Addition: x; + S+ x> + S=x1+ X+ + S.
1+ Vs 2+ y2/s 1 2 (Y1 }/2)\[
x€Q yeQ

Invertieren bzgl. ,+": x + yv/s + (—x — y4/s) = 0.

MU|tip|ikati0nI (1 +y1V5) - (x2 + y2+/5) = x1x2 + y1y2s + (x1y2 + x2y1) Vs

x€Q yeQ
Invertieren bzgl. ,,-":
X + —
(X+y\/§)' Xz,yzs_xz,yy%\/g :W:L 0
N——— N——
co €0
Bemerkung: Fiir x + y\/s # 0 ist der Nenner x> — y2s # 0, weil sonst

2 |

Z=s ist, also /s = }yi‘ € Q, was den Voraussetzungen widerspricht.



Im Beweis oben kann man Q durch jeden Unterkdrper K C R (oder sogar
K C C) ersetzen (die Zahl s erfiillt dann die Bedingung /s € K). Der
Beweis wird buchstéblich wiederholt. Also gilt:

Wicht. Bsp. in einer stiarkeren Form: Sei K ein Unterkérper von R

(bzw. C), und s € K mit \/s ¢ K. Dann ist die Menge

K(v/s) :={x+yvs|x,y € K} CR (falls zusitzlich s > 0 , sonst C C)

auch ein Unterkérper von R (bzw. C).

Dieser Unterkdrper heiBt eine quadratische Erweiterung von K.

Bsp. C =R(+/—1). Tatsichlich, jede Zahl z € C kann man in der Form
x + y -idarstellen.

~ <~

ER €R



Endliche Korpererweiterungen

Wiederholung (Eine Serie von Hausaufgaben in LA 1) Sei K’ ein
Unterkérper des Korpers (K, +, ). Dann ist (K, +,-) ein K'-Vektorraum.

Beweis. (K', +, ) ist ein Kérper. Wir missen die Kérperaxiomen | — VIII
aus der Definition des Vektorraums nachweisen: fiir A\, u € K’ und
v, u € K sollte gelten:

N(v+v)+w=uvu+(v+w)
[lI] u+v=v+u o
[I/I] 36 c V, S, d 6+ V=v folgen aus den Korpereigenschaften von K.

[IVyveV3I-veVsd —v4+v=0

[V] (Ar)v = A(uv) Korpereigenschaft von K.

VI] (A + u)v = (Av + pv) Koérpereigenschaft von K.

[VII] A(u + v) = Au + Av Kdrpereigenschaft von K.

[VIIN] 1v = v (Wobei 1 das neutrale Element in (K, -) ist.) Das Element
1in K’ fillt mit dem Element 1 in K zusammen.



Eine Korpererweiterung K’ C K heiBt endlich, falls die Dimension von
(K, +, ) ein endlichdimensionaler K’-Vektorraum ist.

Bsp. Q(./s) ist eine endliche Erweiterung von Q (weil jedes Element die
Form x + y - \/s hat, also die Menge {1, +/s} erzeugend ist.)

Bsp. C ist eine endliche Erweiterung von R, weil die Menge {1, /}
erzeugend ist.

Satz 25. R ist keine endliche Erweiterung von Q.



Beweis vom Satz 25

’Satz 25. R ist keine endliche Kérpererweiterung von Q. ‘

Beweis. Laut Definition ist jede endliche Korpererweiterung K von Q ein
endlichdimensionaler Vektorraum iiber Q. Dann ist er zu Q¥ isomorph.
Dann gibt es eine Bijektion zwischen Q% und K.
Wir haben jedoch gezeigt, dass es keine Bijektion zwischen Q¥ und R
gibt. In der Tat,

|Q| heute bé\mesen ‘N| — |2Q| — |2N| SatéQél ‘R|

“/ﬁj‘ heute \L\\wwn ‘[H Folgerung ‘[k‘ ‘\';117/ 22 “rﬂk‘

= [R| > Q]
Satz 23

2% >0
Nach Definition von “>* gibt es keine Bijektion zwischen R und Q.



