


Thema: ‘Normalitat’ von metrischen Raumen

» Trennungseigenschaften

» Normalitat



Satz 11. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt: fiir zwei beliebige
abgeschlossene disjunkte Teilmengen A, B C X gibt es disjunkte offene
Mengen Uy, Ug sodass A C Ux, B C Up.

Umgangssprachlich: Man kann zwei abgeschlossenen Mengen trennen.

Bemerkung. Die Aussage ist ‘topologisch’: wir haben gesehen, dass die
beide Begriffe, die vorkommen, “offene” und “abgeschlossene” Mengen,
nur Topologie benutzen. Sie ist aber nicht fiir alle topologischen Raumen
richtig.

Topologische Raume, die die Trennungseigenschaft erfiillen, heiBen
normal, daher das Wort ‘Normalitit’ in Uberschrift der Folie.



Beweis von Satz 11

Satz 11. Fiir abgeschlossene disjunkte Teilmengen A, B C X gibt es disjunkte offene Mengen Uy, Ug
sodass A C Uy, B C Ug.

Fiir jeden Punkt a € A setzen wir r, := 1d(a, B). Nach Satz 10 ist

ra > 0. Analog setzen wir r, := 3d(A, b) fiir jeden Punkt b € B.

Die Vereinigungen Ua := {J,c4 Br,(a) und Up := (J,c By, (b) sind offen
als Vereinigung von offenen Mengen. Offensichtlich, Uy 2 A und

Us 2 B.

Um zu zeigen, dass Us N Ug = @, machen wir einen Widerspruchsbeweis.
Sei also x € Usp N Ug. Dann existieren a € A und b € B mit

d(x,a) < id(a,B), d(x,b) < 3d(A,b).
Dann ist d(a, b) < d(a, x) + d(x, b) < 3d(a, B) + 1d(A, b). Aber
d(a, B) < d(a, b), weil d(a, B) Infimum einer Menge ist, welche d(a, b)
enthilt. Analog, d(A, b) < d(a, b). Wir setzen diese zwei Ungleichungen
oben ein, und bekommen eine offensichtlich falsche Aussage

d(a,b) < 1d(a,B) + 1d(A,b) < 1d(a, b) + d(a, b) < d(a, b).

Der Widerspruch beweist Satz 11. O



Folgerungen aus Satz 11 (Trennungseigenschaften von

metrischen Raumen)

Satz 11. Fiir abgeschlossene disjunkte Teilmengen A, B C X gibt es disjunkte offene Mengen Uy, Ug
sodass A C Uy, B C Ug.

Folgerung (Hausdorff-Eigenschaft). Sei (X, d) ein metrischer Raum
und x,y € X. Ist x # y, dann gibt es disjunkte Umgebungen U(x) und
U(y).

Folgerung (T2-Eigenschaft). Sei (X, d) ein metrischer Raum und

x € X, und A C X eine abgeschlossenen Menge sodass x ¢ A. Dann gilt:
es gibt eine Umgebung U(x) und eine offene Menge Ua, welche A
enthélt, sodass Ua N U(x) = @.




