Bild eines kompakten Raums ist kompakt

Satz 21. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Raumen, wobei X
kompakt sei, und die Abbildung f : X — Y stetig.
Dann ist f(X) (mit der von Y induzierten Metrik) auch kompakt.

Beweis. Sei y; = f(x1),y2 = f(x2), ..., ¥k = f(x«), ... eine beliebige
Folge von Elementen im Bild f(X). Da X kompakt ist, hat die
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Folge x1, ..., Xk, ... eine konvergente Teilfolge x4, ..., Xk,, ... — X

Dann konvergiert (wegen Satz 12, Stetigkeit als Folgen-Stetigkeit)
die Teilfolge £ — yi, gegen y := f(x). O

Bemerkung. Satz 21 zeigt, dass Kompaktheit einer Teilmenge von
(X, d) eine “innere”" Eigenschaft ist: Sie hdngt nicht vom “Rest”
von X ab. Offenheit und Abgeschlossenheit sind keine inneren
Eigenschaften.



Kompaktheit ist ein topologisches Begriff

Def. Sei (X, d) ein metrische Raum. Eine (offene) Uberdeckung
von X ist eine Familie U;, i € Z von (offenen) Mengen, sodass
U/ez U =X.Ist ' CZ, und ist U;, i € Z' immer noch eine
Uberdeckung, so heiBt U;, i € I’ eine Teiliiberdeckung.

Satz 22. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt:
(X, d) ist kompakt, g.d.w. fiir jede offene Uberdeckung eine
endliche Teiliiberdeckung existiert.

Bemerkung. Die rechte Bedingung im Satz ist die “topologische”
Definition der Kompaktheit.



Beweis in Richtung <.

Wir nehmen an, dass die ‘topologische’ Kompaktheit gegeben ist: fir
jede offenen Uberdeckung von X existiert eine endliche Teiliiberdeckung.
Sei xx eine Folge. Wir betrachten die (Bild-)Menge W := {xk }ken.

Ist die Menge W endlich, dann ist die Aussage, welche wir beweisen
sollen, offensichtlich: die Folge xx nimmt einen der ‘Werte’ w aus W
unendlich oft an; die Elemente von der Folge, die gleich w sind, bilden
dann eine konvergente Teilfolge. Sei also die Menge W unendlich.

Wir betrachten die folgende Uberdeckung von X: die Indexmenge 7 ist
W und die Teilmengen U; sind wie folgt: Uy := X\ W, U, := Uy U {x1},
Us .= U U{x},..., Uc = U1 U{x_1},... . Das ist tatsachlich eine
Uberdeckung: die Elemente von X \ W sind bereits in U; enthalten, und
das Element x,_1 liegt in Uy.

Wir zeigen mittels Widerspruchsbeweis, dass die Uberdeckung nicht offen
ist. Ist sie offen, dann kann man nach Voraussetzung eine endliche (sagen
wir, aus n Elementen) Teiliiberdeckung U, ..., Uk, konstruieren. Das ist
aber keine Teiliiberdeckung, weil die Vereinigung Uy, U ... U Uy, nur
endlich viel Elementen von W enthélt (héchstens max(kq, ..., kn)), und
die Menge W unendlich ist.



Also ist eines der U; nicht offen. Wir erinnern uns, dass
U =X\ W)U{xy, ..., x;}. Das bedeutet:

Jue U; V5 >0| Ix¢U sodass d(u,x) <d.

Bs(u)ZU;

Wir benutzen diese Quantoren-Aussage, um eine Teilfolge von xix zu
konstruieren, die gegen u konvergiert. Wir nehmen wie immer eine Folge
01 = %,52 = %, O = 2—1k, ... und nehmen das Element x ¢ U; mit
d(u, x) < 61.Dieses Element liegt in W, also ist es x, fiir ein k.

Als xx, nehmen wir das Element x & U; mit d(u, x) < min(d2, d(x,, u)).
(Wir bemerken, dass xi, & U;, deswegen d(xx,,u) > 0.)

Als xx, nehmen wir das x € U; mit d(u, x) < min(d¢, d(x,_,, u)).

Die Folge x, konvergiert, weil die Folge §x gegen 0 konvergiert. Alle
Elemente der Folge sind verschieden nach Konstruktion, deswegen sind
auch die Zahlen kq, ko, ..., ke, ... verschieden.

Diese Zahlen sind nicht monoton wachsend angeordnet, sodass ky ist
nicht unbedingt eine Teilfolge ist. Wenn wir sie aber monoton umordnen,
wird sie immer noch gegen u konvergieren. Damit ist die Richtung <—
gezeigt.



