Satz iiber implizite Funktionen in beliebiger Dimension

Hier betrachten wir eine (lokale) Funktion in den Variablen x € R" und
y € R™ mit Werten im R™, also F : U C R"™™™ — R™. Seien xo € R"
und yo € R™. Wir stellen uns die Frage, ob wir eine Funktion y(x) finden
kénnten, welche in einer Umgebung von xo definiert ist (x ist
n-dimensional, y ist eine Vektorwertige m-dimensionale Funktion), sodass
die Gleichung F(x,y(x)) = F(xo, yo) erfiillt ist.

Wenn man diese Aufgabe explizite aufschreibt, betrachten wir das
Gleichungssystem

Fl(le s Xny Y1, °"7ym) - C~1 (: Fl(XO»}/O))

Fm(Xla <y Xny Y1, ~-~7}’m) = Cm (: Fm(X07.y0))

und versuchen sie in jedem Punkt x nach y aufzulGsen.

Geht dies fiir jedes x in einer Umgebung von xp, so kdnnen wir die
Losung als Funktion y(x) schreiben, fiir die dann F(x, y(x)) = 0 gilt.
Wie im Satz 33 stellt sich selbstverstandlich auch die Frage, wie regular
die Funktion y ist.



Bsp. Ist F linear, also von der Gestalt F(x,y) = Ax + By, mit

A € Mat(m x n), B € Mat(m x m), sodass B nichtausgeartet ist (d.h.,
det(B) # 0), so lasst sich die Gleichung F(x,y) = C immer nach y
aufldsen. In diesem Fall gilt y(x) = B~!(C — Ax). Die Bedingung, dass
B nichtausgeartet ist, ist wichtig, weil fiir ausgeartete Matrizen die
Gleichung (bis auf trivialle Fille, etwa wenn A = 0) nicht |6sbar ist.

Satz 34 (Satz iiber implizite Funktionen).

Sei U C R™™(xq, ..., Xn, Y1, ---, ¥m) €in Gebiet und F : U — R™ stetig
differenzierbar. Sei ferner F(xp, yo) = C = (G, ..., Cy) und die

m x m-Matrix g—g(xo,yo) nichtausgeartet.

Dann gibt es Umgebungen W(xo) C R" und V(y) C R™ und eine
Funktion y : W — V mit y(x) = y sodass F(x,y(x)) = C.

Bemerkung. Um die Ahnlichkeit des Satzes mit dem linearen Beispiel zu
sehen, setzen wir die Taylorreihe von F in die Gleichung F(x,y) = C ein:

(55 (%0, 0)) (x = x0) + (55 (x0,30) ) (v = yo0) + R = C.
A B
(Wie iblich bezeichnen wir mit R die kleinere Terme hoherer
Ordnung).Wir sehen, dass die nichtlineare Gleichung F(x,y) = C bis auf

kleine Stérungen die lineare Gleichung Ax 4+ By = C ist. Satz 34 sagt
also, dass diese kleine Storung die Losbarkeit nicht beeintrachtigt.



Beweis.

0O.B.d.A. denken wir, dass xg = 6,,, Yo = 6m, und C = 6m; Wir
arbeiten im Raum der stetigen vektorwertigen Funktionen y von n
Variablen, y : W(ﬁn) — R™ welche im Punkt 0, den Wert 0,
annehmen.Der Raum ist vollstandig (weil die Menge von
Funktionen, fir die y(6n) =0, abgeschlossen im Raum der
stetigen Funktionen ist). Sei B(,) = (%(X, 6,,,)) und sei

B = B(p). Als f nehmen wir

f(y)(x) = y(x) = 3B~ F(x, y(x)).

Die Funktion f(y) ist stetig und hat im Punkt xo den Wert yp.
Diese Abbildung ist eine Kontraktion, falls W genug klein ist: wir
zeigen es durch Entwickeln von F als Taylorreihe bzgl. y:

F(x,y) = F(x,0) + By + R(x), wobei R(,) wieder die kleinere
Terme (in y) bezeichnet. Dann gilt:

1F(v2)(x) — Fy1)(X)] = y2 — y1 — 3B (B (y2 — v1) + Ri)l-



F(y2)(x) = F(n1)(x)| = ly2 — y1 — 3B By (y2 — y1) + Rl

Jetzt {iberlegen wir uns, dass die Matrix éBle(X) stetig in x ist,

im Punkt x = 0 mit %ld zusammenfallt und deswegen ist nahe zu
2ld in W, falls W klein genug ist.

Dann ist |f(y2)(x) — f(y1)(x)| < C|y1 — y2| (Die Konstante C
hdngt von der Umgebung W ab; fiir eine sehr kleine Umgebung ist
C nur ein bisschen groBer als %).Wir sehen, dass die Abbildung f
eine Kontraktion ist, deswegen gibt es einen (eindeutigen)
Fixpunkt y; also mit der Eigenschaft

y(x) = y(x) — 3B} Flx.y())

und deswegen F(x,y(x)) =0. O



Vergleichen wir die zwei Versionen, Satz 33 und 34

Satz 33 (Satz iiber Implizite Funktion in Dimension 1).
Essei F : [a, b] xR — R eine stetige Funktion, sodass 2* (wobei
y € R die zweite Variabele von F(x,y) ist) existiert und stets
zwischen positiven m und M liegt, also 0 < m < % < M. Sei
(x0,¥0) € (a, b) x R. Dann existiert genau eine stetige Funktion
y @ [a,b] — R sodass fiir jedes x € [a, b] gilt F(x,y(x)) =
F(Xo,yo).

Satz 34 (Satz iiber implizite Funktionen).
Sei U C R™™(xq, ..., Xn, Y1, -+, Ym) €in Gebiet und F = U/ — R
stetig differenzierbar.  Sei ferner F(xo,y0) = C = (G, ..., Cmy)

und die m x m-Matrix %(xo.yo) nichtausgeartet. Dann gibt es

0)
Umgebungen W(xp) C R” und V/(yo) € R™ und eine Funktion

y: W — V mit y(xo) = yo sodass F(x,y(x)) = C.

Wir sehen, dass sie dhnlich sind, und die orange gefarbten Worten
im Wesentlichen dasselbe bedeuten. Es ist also kein Wunder, dass
die Beweise fast gleich sind.



Satz 34 (Satz iiber implizite Funktionen).

Sei U C R™™(xq, ..., Xn, Y1, ---, ¥m) €in Gebiet und F : U — R™
stetig differenzierbar. Sei ferner F(xo,y0) = C = (G, ..., Cn)
und die m x m-Matrix %(XO,)/O) nichtausgeartet. Dann gibt es
Umgebungen W(xp) C R” und V(x9) € R™ und eine Funktion
y: W — V mit y(xo) = yo sodass F(x,y(x)) = C.

Im Vergleich mit der Standard-Formulierung fehlt bei mir noch die
folgende zusatzliche Aussage: Ferner gilt: die Funktion y ist
auch stetig differenzierbar und es gilt:

-1
)= (G ) Gt ()

(Es ist eine Matrizen-Gleichung).
Diese zusatzliche Aussage folgt aber sofort aus der Kettenregel:

OF(x,y(x)) _ OF(x,y)  OF(x,y)0y

Ox Ox dy  Ox

Bemerkung. Aus der Formel (%) sehen wir, dass wenn F(x, y) eine
k-mal stetig differenzierbare Funktion ist, dann ist auch y eine
k-mal stetig differenzierbare Funktion.




