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Beweis : seien 0<e < 3dist (I',09), T ={y € R":dist(I',y) < 2c} kompakt ~ I'CT. CQ

1 m . J
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betrachten auf R: wy, (- — k), h > 0, mit wy, aus (10)

2h
suppwp, = [—h,h] ~ suppwp(- —h) = [0, 2h], /wh(t —h)dt = / wp(t—h)dt =1; setzen
R 0

t
wp(s —h)ds, t>0,

= { e =»
0, t <0,

—1 t>2n,
~ np € C°(R), suppn, C [0,00), mit n,(t) § €[0,1], 0<t<2h,
—0, t<0

setzen

P =1he2ot: R* = [0,1] ~ ¢eC*(R")
vel A d(z) Z2mind(y) =ho >0 A 1wy 2((2)) =1
z€Q\I CR"\Te ~ (2) =0 ~ npep2(¥(2)) =0

=1 zel,

~ e CPR™), suppp CT. CQ, p(x)qe[0,1], zeTly,
=0, xeQ\T.
O

1.3 Die Lebesgue-Raume L,(2)

1.3.1 MakRe und messbare Funktionen

Definition 1.50 Sei Q) # () eine beliebige Menge. Ein System von Teilmengen 21 von Q heiBt o-Algebra,
falls gelten

(i) QeA e
(i) AcA ~ Q\Ae

(iii)) (Aren CA ~ | J A e

keN
Bemerkung : o sei (Ap)ken CA = (Q\ Ap)ken C A = U (Q\ Ar) =Q\ ﬂ A e
(i) (i) eN keN
- ﬂ A e
@ en

e Potenzmenge B(Q2) ist o-Algebra
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Definition 1.51 Sei 2 eine o-Algebra iiber Q). Eine Abbildung 11 : 2 — [0, 00] heilt MaR auf 2, falls gelten
(i) p®) =0
(i) Fiir alle Mengen A, € A, k € N, mit AyNA; =0, k # j, gilt

H( U Ak) = iﬂ(Ak)'

keN

Jedes A € A heiBt (1—)messhare Menge, das Tripel [Q, 2, u] nennt man MaRraum.

Bemerkung : e 1(A) = oo moglich

e aus (i) folgt Monotonie: seien A, Be A mit ACB ~ B\A=BnN(Q\A) e
= u(B) = p(A) + p(B\ A) > p(A)
(i) j,o_/

Definition 1.52 Sei [, 2, u] ein MaBraum.
(i) p heiBt o-endliches MaB, falls es ein System (Ag)reny C 2 gibt mit

1(Ay) <oo, k€N, und Q=] A
keN

In diesem Fall nennt man [Q,2, j1] einen o-endlichen MaBraum.
(ii) p heiBt endliches MaB, falls u(Q) < oo gilt.

(iii) p heiBt vollstandig, falls fiir alle N € 20 mit ;f(N) = 0 und alle A C N folgt A € Q. In diesem Fall
nennt man [Q, 2, 1] einen vollstandigen MaRraum.

Bemerkung : wegen der Monotonie impliziert (iii) unmittelbar 0 < pu(A) < u(N) =0, d.h. u(A) =0

:Q =N, 2 =PB(N), p = v Zdhlmak, d.h. v(A) = #A = card(4) ~ [N,B(N), ] vollstandiger

o-endlicher MaBBraum

wichtigstes Beispiel hier:  Lebesgue®?-MaR auf R™

Definition 1.53 Eine Menge B C R™ heilt Borel?>-Menge, falls B durch abzihlbar viele Mengenoperatio-
nen (Vereinigung, Durchschnitt, Komplementbildung) offener Mengen entstanden ist.

Bezeichnung:  seien a,b € R® mita; <bj, j=1,...,n

Q= X (aj,b;) = (a1,b1) x -+ X (an,by) CR™ offener Quader (Intervall)

j=1

Lemma 1.54 (i) Die Familie der Borelmengen B,, ist die kleinste o-Algebra, die alle offenen Teilmengen
des R™ enthalt.

(ii) Eine offene Menge Q2 C R™ ist die abzahlbare Vereinigung einer Folge offener Quader, 2 = J,,,cn @m.-

22Henri Léon Lebesgue (* 28.6.1875 Beauvais, Picardie/Frankreich T 26.7.1941 Paris)
23Feélix Edouard Justin Emile Borel (* 7.1.1871 Aveyron/Frankreich T 3.2.1956 Paris)
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Bemerkung : e Darstellung in (ii) nicht eindeutig
e Ein MaB  auf [R™,B,,] heilt Borel-Mabk.

Ziel:  spezielles BorelmaR \,, : 9B,, — [0, 00] mit

An(Q):H(bj*aj), Q= X (a;,b))

j=1

Satz 1.55 Sei B,, die o-Algebra der Borelmengen auf R™. Es existiert genau ein o-endliches MalB A auf
B,,, so dass

AQ) =[] —ay)

j=1

fiir alle offenen Quader QQ = . (aj,b;) gilt.
j=1

Bemerkung : o elementargeometrisches Volumen [ [}_, (bj—aj) ist (Lebesguesches) Primag, d.h. erfiillt
Eigenschaften (i) und (i) aus Definition 1.51, aber auf Halbring*$ statt o-Algebra 21

e dann: duBeres Mak® p* : P(X) — [0, 0]
ACX p*-messbar <= VBCX:pu*(B)>p"(BNA) +u*(B\A)

Satz von Carathéodory?®: sei p* : P(X) — [0, 00] duReres MaR

~ A, ={ACX:Ap"-messbar} o-Algebra, p*|y MaR

o Fortsetzungssatz: sei p: $) — [0,00] Pramal ~ p* : P(X) — [0, 00], gegeben durch
p(A) = inf{ZM(Ak) D Apen, Ac Ak}
keN keN

auleres MaR, alle Mengen aus ) sind p*-messbar, W |g = K~ p¥|y, Fortsetzung von
i zu MaB auf o-Algebra, die ) umfasst

e speziell: Konstruktion von \* zu A:
() inf{Z)\(Qk) coc | Ue %n}, QCR"
kEN keN
moglich: Qi = Q. offene Quader, abgeschlossene Quader, ...
e [R™ 9B, \] nicht vollstandig

e Satz?’von Hahn?8: Jedes MaR besitzt eine kleinste vollstindige Erweiterung.

Satz 1.56 Es gibt eine kleinste vollstindige Erweiterung [R™, £,,, A\, von [R™, B, A], d.h.
(i) [R™, £,,, \,] ist ein vollstindiger, o-endlicher MaBraum,
(i) A\, setzt A auf £, DB, fort: VA€ B, : N\ (4A) =\NA) = Anlg, = A,

(iii) fiir alle MaBrdume [R", 2, ] mit den Eigenschaften (i) und (ii) folgt £,, C A sowie p|o = An.

2*0en, AL BEH ~ ANBeH, ABEH ~ 3C1,...,Cn €H,C;NC; =0,i#j: A\ B=Uj_, Ck

255(0) =0, AC BCX ~ 1*(A) < u*(B), (An)n C X v (U, An) < 3, 1 (An)

26 Constantin Carathéodory (* 13.9.1873 Berlin T 2.2.1950 Miinchen)

27 Jedes o-endliche PramaR pq lasst sich zu einem eindeutig bestimmten vollstindigen MaR j erweitern, das auch o-endlich ist.
28Hans Hahn (* 27.9.1879 Wien T 24.7.1934 Wien)
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Bezeichnungen: — [R™ £,,, \,] aus Satz 1.56: Lebesguescher MaBraum, X, Lebesgue-MaPB
- ACR" Lebesgue-messbar <— A€ £, Al =\, (4), A€ g,
- N € £, Lebesguesche Nullmenge <= X\,(N) =0

Satz 1.57 (i) N C R" ist eine Lebesguesche Nullmenge genau dann, wenn

Ve>0 3 (Quren, NCJ@Qr: D IQkl<e

keN keN

(ii) Jede abzihlbare Menge in R™ ist Lebesguesche Nullmenge.

(iii) Das Lebesgue-MakR ist invariant beziiglich Translation und Rotation im R™:

V' eR™ VAL, VTeOn): M+ A)=\(A) =\ ({Tx:z € A})

(iv) Das Lebesgue-MaB X,, ist regulir, d.h.

VAe g, IBCR"offen I F CR"abgeschlossen: F C AC B, \;(B\A) <, \y(A\F) <e

Bemerkung : e Translationsinvarianz in (iii) charakteristisch: sei y translationsinvariant auf £, mit
w((0, 1)) =1 ~ p=A,

e Verallgemeinerung der Rotationsinvarianz in (iii): sei ® : R™ — R™ bijektive, affine
Abbildung, A€ £, ~ ®(A) € £,, A (DP(A)) =|det @\, (A)

:seien al,...,a" € R", V = {yia' + -+ +y,a", v €[0,1]} = ®(Qy) Parallelepiped

Qo Einheitswiirfel, ® = (a',...,a") : R™ — R™ betrachtet als n x n-Matrix
~ vol(V) = A\, (V) = | det(a’, ..., a")]

bzw. mittels Gram®®-Determinante

<a170’1> <a’170’2> e <a1,an>
glat,... a") = : : ~ vol(V) =+/g(al,...,am)
<an7a1> <an7a2> <an,an>
Bemerkung : e anstelle von (iv) gilt sogar fir A C R™: A € £, genau dann, wenn

Ve>0 3 BCR"offen, F C R" abgeschlossen: F C AC B, \,(B\F)<e

e Acf, ~ M(A) = inf{\,(B): B> A, B offen}
= sup{\,(F): F C A, F abgeschlossen}
= sup{\,(K): K C A, K kompakt}

o A€ voninnen reguldr <= u(A) =sup{u(K): K C A, K € 2, K kompakt}
A € U von auBen reguldr < u(A) =inf{u(B): AC B, B €, B offen}
A € AU reguldr < A von innen & auBen reguldr; u reguldr < YV A € 2 : A regular

Es gilt £, CPR"), dh. IM CR": M ¢ £, (Vitali 1905)

Bezeichnungen
1, €eB
e charakteristische Funktion x (z) = *
B 0, x¢B

e [Q. 2 p] vollstindig, o-endlich;
Eigenschaft H gilt auf A C Q p-fast dberall (u-f.i.) <= 3JINecA, u(N)=0: Hgilt auf A\ N

29 Jorgen Pedersen Gram (* 27.6.1850 Nustrup/Dinemark T 29.4.1916 Kopenhagen)
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Definition 1.58 Seien [Q, 2, u] ein vollstindiger o-endlicher MaBraum, A € 2.

(i) Eine Funktion s : A — K heift einfache Funktion oder Treppenfunktion, falls m € N, «; € K,
A; e, j=1,...,m, existieren mit

AcC UAj und s(m)zZanAmA_(ac), x €A
j=1 j=1 !

(ii) Eine Funktion f : A — K heilt u-messbar, falls eine Folge von Treppenfunktionen (sj)ren existiert,
so dass sy, — f p-f.i. auf A gilt.
—00

o (a) [, p] MaBraum, A C X, o € K\ {0}; [ =ax, p-messbar <= A€

1, ze]0,1]N

spezielle “Treppenfunktion”
0, zef0,\Q PP

(b) [Q,2, pu] = [R, L4, \1]; flo) = {

Satz 1.59 Seien [, 2L, u] ein vollstandiger o-endlicher MaBraum, A € 2, f : A — K. Folgende Aussagen
sind dquivalent:

(i) f ist u-messbar

(ii) Die Urbilder offener Mengen in K unter f sind p-messbar.

(iii) Die Urbilder von Borelmengen in K unter f sind p-messbar.

Bezeichnung: f: A—R ~ fT =max(f,0), f~=-min(f,0) ~ f=fT—f"

Satz 1.60 Seien [, 2, ] ein vollstindiger o-endlicher MaBraum, A € 2.
(i) Fiir f,g : A — K u-messbar sind auch f + g, fg, g,

f|® fiir &« € R p-messbar.

(i) Seien fr : A — K p-messbar, k € N, mit fi P f p-f.i. Dann ist auch [ u-messbar.
— 00

(iii) Fir f,g: A — R pu-messbar sind auch f*, f~, max(f,g) und min(f, g) p-messbar.

(iv) Fiir fr, : A — R p-messbar, k € N, sind sup fi, inf fi, limsup fi und liminf fi, p-messbar.
keN keN k—o0 k—o0

Satz 1.61 (Egorov®°)
Seien [Q,2, 11] ein vollstandiger c-endlicher MaBraum, A € 2 mit u(A) < oo, fr, : A — K p-messbar fiir
k € N. Dann gilt:

Je == f p-fii. auf A = VYe>0 FA cA:u(A\A)<e A fi — f gleichmaRig auf A,

Satz 1.62 Seien [R™, £, \,] der Lebesguesche MaBraum, A C R™.
(i) Falls f: R™ — K \,-f.i. stetig ist, so ist f \,-messbar.

(ii) Falls OA eine Lebesgue-Nullmenge ist, d.h. 0A € £, mit \,,(0A) =0, so ist A € £,,.

f, auf A,

(iii)) f: A — K ist \,-messbar, falls fo \,-f.i. stetig ist auf R™, wobei f4 = {
0, sonst.

30Dimitri Fedorovich Egorov (* 22.12.1869 Moskau T 10.9.1931 Kazan)
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Bemerkung :  Satz von Lusin®': Sei f: R™ — K \,-messbar. Dann existieren fiir alle ¢ > 0 und A € £,
eine kompakte Menge K C A, so dass \,,(A \ K) < e gilt, sowie eine stetige Fortsetzung f,
die auf K mit f (ibereinstimmt.

1.3.2 Das Lebesgue-Integral

Definition 1.63 Seien [Q2, 2L, 1] ein vollstindiger o-endlicher MaBraum, A € 2.

m
(i) Fiir eine einfache Funktion s = 21 anAmAj, a; €K, A; e, j=1,...,m, setzt man
j:
m
[s@dn=3"ajutanay.
A j=1

(ii) Eine u-messbare Funktion f : A — K heilt p-integrierbar, falls fiir eine Folge von Treppenfunktionen
(Sk)keN mit sy *]:———) f /L-fﬁ. auf A gilt
—00

Ve>0 FInole) ¥Yn,m>nge): /|sn(z) — sm(z)|dp < e.
A

Man setzt in diesem Fall

n—o00
A A

/f(z) dp = lim /sn(:z:) dp

(unabhingig von der Auswahl der Folge (s,)nen).

Bemerkung : e seien f =g p-f.i. und f p-integrierbar ~ g p-integrierbar, [, fdu= [, gdp

o [Lldp= [, du=p(A), Acd
o sei f:0Q— K p-messbar ~ [, fdu= [, fx , du, falls das Integral existiert

e anderer Zugang:

— zunichst f: A — [0, 00] p-messbar ~ / fdu= sup / sdp, falls existent
A 0<s<fJa

- f:A— R p-messhar —— /fduz/f+du—/f_dﬂ
f=rt—s Ja A A

- f:A— C pu-messhar —— dp = e fd +'/C‘ d
/ I T reriiom /Afu /A Jdp ZA\fmfu

1
Ai-messbar --» 3 / fdxy =0
0

Beispiel |: f(z) = {

Satz 1.64 (Lebesgue/Vitali3?)

Sei Q C R" ein offener Quader. Eine beschrinkte Funktion f : @ — K ist Riemann-integrierbar genau
dann, wenn die Menge ihrer Unstetigkeitspunkte eine \,-Nullmenge ist; in diesem Fall gilt

/Qf(x)dx/QfdAn.

31Nikolai Nikolaevich Lusin (* 9.12.1883 Irkutsk T 25.2.1950 Moskau)
32Guiseppe Vitali (* 26.8.1875 Ravenna T 29.2.1932 Bologna)
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Geometrische Deutung der beiden Integrale

O(f.3)

I

i |
| |
. |
: !
a T1 T2 Tp—1 b

b

Riemann®-Integral / f(z)de

Zerlegung 3 des Integrationsgebietes,
b=
j=1

mit Ij = [z, 2j41)

n

Uuf.3) = inf f(x) ||

j=1

Zsupf 1741

1 €l

falls U(f) = sgpu(fﬁ) = igfo(f,S) =0(f)

39

Lebesgue-Integral / fd\
[a,b]

Zerlegung 31 des Wertebereiches,

inf f(z), sup f(x ] U Yis Y1)

wefa,b] welad]

und A; ={z € [a,b] : y; < f(z) < yjq1}

,_n

U(f,31) :Zy

OL(f,3L) = Yi+1 AM(4;)

J

falls U (f) = SélpUL(f,BL) =ifOL(f,30) = Ou(f)

,_n

3 m

Il
—

b

A2 [ rw e —ut = o) ~3[ T =u =ou)
Wiederholung: Jordan3*-Messbarkeit fiir Q C R™, Q beschrinkt ,Q
S CR"™ Q-Gebiet <= I Q1,....Qm, Q;NQr =10, j#k: T

k=1
setzen [Q; =sup{|S]: S Q-Gebiet, S C O}
|, =inf{|T|: T Q-Gebiet, T2 N}
Q Jordan-messhar <= |Q|; = Q. = ||  Jordan-Inhalt (bzw. Peano®-Inhalt)

— Ve>0 3Q.QGebiet: 90 C Q., |Q.|™ <& «— [9Q|™ =
= X, beziiglich beliebigem Quader @@ D € integrierbar; dann ist fXQ z)dz = Q™)
Q

Bemerkung : e sei () C R™ Jordan-messbar, f : © — K beschriankt — 3 o f(

frither

Integral;  andererseits:  Jordan-messbar ~ Q€ £, ~ 3 [, fd\,, es gilt:

/Qf@c)dx:/ﬂfcun

e absolut konvergente (uneigentliche) Riemann-Integrale auch identisch mit Lebesgue-
Integralen

x) da Riemann-

33Georg Friedrich Bernhard Riemann (* 17.9.1826 Hannover T 20.7.1866 Selasca/Italien)
34Marie Ennemond Camille Jordan (* 5.1.1838 Lyon T 22.1.1922 Paris)
35Giuseppe Peano (* 27.8.1858 Cuneo/Italien T 20.4.1932 Turin)
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Schreibweise:  [R", £, \,] Lebesguescher MaRraum, A€ £,,: [, fd\, = [, f(x)dz

Satz 1.65 Seien [Q, 2, 1] ein vollstindiger o-endlicher MaBraum, A € 2 mit u(A) > 0.
(i) Fiir p-integrierbare Funktionen f,g: A — K und o, 3 € K existiert [,(af + Bg) du, es gilt

/(af+69)du=a/fdu+6/gdu
A A

A

(i) Fiir p-integrierbare Funktionen f,g: A — R, fiir die f < g p-f.i. gilt, ist

/fdué/gdu-

A A
(iii) f: A — K ist genau dann p-integrierbar, wenn |f| : A — R p-integrierbar ist; es gilt

‘A/fdu‘ SA/IfIdu

(iv) Sei f : A — K p-integrierbar. Dann gilt

/|f|du:0 — f=0 p-fi
A

(v) Fiir eine messbare Funktion f : A — K und eine u-integrierbare Funktion g : A — K, fiir die | f| < |g|

u-f.i. gilt, ist auch f u-integrierbar mit
/Ifldué/lgldu-
A A

Bemerkung : e insbesondere: f: A — K p-integrierbar, g : A — K messbar mit f = g u-f.i.

M~ g p-integrierbar, /fdu: /gdu
A A

1, ze€[0,1nQ
-1, z€[0,1]\Q

1 1 1 1
3/0 fd)\n:—l,ﬂ/o |f|d)\n:1:/0 [f(x)|dz, aber: ﬂ/o f(z)dx

e fiir Riemann-Integrale keine Aquivalenz in (iii), z.B. f(z) = {

— 0, z€l0,1]\Q
B le | : =
cisprete (a) /(@) { L 2€0,1]NQ, z = § mit minimalem p € Ng, ¢ € N

Ea

~ A (QnNJ0,1]) =0 == [ Riemann-integrierbar,

Satz 1.64
1 1
/ f(x)d:z::/ Fd o = 0
0 0 Satz 1.65(iv)
(b) f(z) = smggv 250 E / Smmdx, 3 / smm‘dx
x bekannt 0 xT 0 €T

Satz 1.64 ﬂ/0 |f| ! Satz 1.65(iii) ﬁ/0 f !
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Satz 1.66 Sei [, 2, u] ein vollstindiger o-endlicher MaBraum.
(i) Falls f: Q — K p-integrierbar und A € 2 sind, so gilt

/Szfd/i:/AfduﬂL/Q\Afdu

(ii) Seien f:Q — R p-integrierbar, A € 2, f > 0 auf A sowie / fdu=0. So folgt u(A) = 0.
A

Folgerung 1.67 Sei [, 2, u] ein vollstandiger o-endlicher MaBraum.
(i) Fiir eine Folge Ay C Ay C -+ mit Q= U A, A € 2, gilt / fdu= klim fdu.
kEN Q TS Ay

(ii) Seien w : Q — [0,00) p-integrierbar, A € A. Dann ist v(A) = / wdy ein endliches MaB auf A.
A

jetzt: K at li du = li dp ?
Jetzt: Konvergenzsitze ~» kgI;ofAfk m fAki,Igofk i

Satz 1.68 (Lebesgue)

Seien [Q,2, u] ein vollstindiger o-endlicher MaBraum, A € U, fr : A — K p-messbar. Es existieren
eine u-integrierbare Funktion g : A — R, so dass fiir alle k € N gilt |fr(x)| < g(z) p-f.i. in A, sowie
leH;O fe(x) = f(x) p-f.id. auf A. Dann ist f p-integrierbar auf A, es gilt

lim/fkdu:/ lim fkd,u:/fdu.
k—o0 A A k—o0 A

Bemerkung : Satz von der majorisierten Konvergenz bzw. integrierbaren Majorante

wesentlich: g p-integrierbar!

k, xe€]0, %]
0, sonst

betrachten fj(x) = {

~ /O.Oofk(x)dxl/ooofdel,

lim fp(z)=0=f X\-fi.
k— o0

mlz/.oofk(z)dz#/ooklim fr(x)de =0
0 0 bnde el

ol—1r -
Y=

da g nicht \i-integrierbar

Folgerung 1.69 Seien [, 2, u] ein vollstindiger o-endlicher MaBraum, A € 2, f : A — K p-integrierbar,
sowie (Ay) eine Zerlegung von A, d.h. A, € A, Ay NA; =0, k# j, A=J, Ax. Dann gilt

/Afdu=§: [ du.

k=1 YAk
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:sei f: [a,b] — K differenzierbar, f’ beschrinkt (nicht notwendig stetig!) ~ f’ Aj-integrierbar

auf [a, b] mit
b
[ ran=se)- s

f/(z) auf [a,b], [ stetig =—————= f’ A\i-messbar

k— o0 Satze 1.60, 1.62

1
[fn(@)] = |f(E <M=g(r) =——— [’ Ai-integrierbar,
MWS Satz 1.68

i [FDFetd) £ rlo)
= i [P0 EO ) EOT ) ) = 50) - 100

Satz 1.70 (B. Levi®®)

Seien [Q,2, u] ein vollstindiger o-endlicher MaBraum, A € A, fr, : A — [0,00) monoton wachsende
Folge pi-integrierbarer Funktionen, fiir die deren Integralfolge ([, fr du)r beschrankt ist. Dann existiert
kli}n;o fe(x) = f(x) p-f.i. auf A, f ist p-integrierbar, es gilt

lim fkdu:/ lim fkd,u:/fdu.
k—o0 A A k—o0 A

Bemerkung : e Satz von der monotonen Konvergenz

e Monotonie wichtig, z.B. [Q, 2, u] = [R, £1, \1], fn(z) = %X[o .

Folgerung 1.71 Seien [Q A, u] ein vollstandiger o-endlicher Ma@raum Ae, fr: A— R u-integrierbar
mit fr(x) > 0, sowie Z J4 frdu < oo. Dann konvergiert Z fe(x) = f(z) p-fid. auf A, f ist

p-integrierbar, es gilt

;i/Afde:/A éfkdu=[4fdu-

[ Beispiel | : [©2,21, 4] = [N, B(N), v] ZahlmaB, f : N — [0, 0c] /fdu—Zf

n=1

Satz 1.72 (Lemma von Fatou®")

Seien [Q, A, u] ein vollstandiger o-endlicher MaBraum, A € A, fi, : A — R u-integrierbarer Funktionen mit

fr(x) >0 auf A. Es sei likm inf [, frdp < oo. Dann ist likm inf fi(z) p-f.d. endlich und p-integrierbar auf
—00 —0o0

A, es gilt
lim inf/ fodup > / liminf fi du.

Existiert insbesondere klim fe(x) = f(x) p-f.i. auf A, so ist [ u-integrierbar, sowie
— 00

hmlnf/fkdu>/ fdu.

36Beppo Levi (* 14.5.1875 Turin T 28.8.1961 Rosario/Argentinien)
37Pjerre Joseph Louis Fatou (* 28.2.1878 Lorient/Frankreich T 10.8.1929 Pornichet/Frankreich)
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1.3.3 Die Raume L,(A, 1)
Definition 1.73 Seien [Q2, 2, u] ein vollstandiger o-endlicher MaBraum, A € 2.
(i) Fiir 0 < p < oo definiert man
Lp(A ) ={f:A—K: f u-messbar, |f|P p-integrierbar iiber A}
sowie
el = [ 15ran)", 1€ Ly,
(ii) Fiir p = oo setzt man
Loo(A ) ={f:A—K: f u-messbar, |f| p-f.i. beschrinkt auf A}
sowie
[f1£oo (A )|l = inf {c >0 p({z € Az [f(2)] >c}) =0}, € Loo(Asp).
Bemerkung :  (a) f € Lo(A,p): esssup|f(x)] = inf sup |f(xz)| wesentliches Supremum
z€A 2 (SNI\)T C64 zEA\N
ll, =

Es gilt: || f|Coo(A, p)]| = esssup|f(a)|,  denn:
z€A

(b) € LoulAip) ~ AN €A N C A (V) =03 1L(Aup)l| = sup 7))
e

Definition & (a) ~ VEkeN I N, €A, Ny CA, pu(Ny)=0:

1f1Loc (A, ) < sup  [f(2)] < [If[Loo(A, )]l +27"

z€A\ Ny

~ AN:=J,Ne €A, NCA puN)=0:

I£1€00(A, p)l| = esssup|f(z)| < sup |f(z)| < sup [f(2)] < [[f|Loo(A, w)]+27"
€A z€A\N €A\ Ny

=== AN €A N CA p(N)=0:[[f|Loc(A p)|l = esssup|f(x)| = sup [f(z)l
— o0 T€EA z€A\N

Problem: fir 0 < p < oo gilt ||fILp(A,p)]| =0 < f =0 p-fi. auf 4, dh. [|-|£,(A4, )| keine Norm,
sondern nur Halbnorm (bzw. Quasi-Halbnorm fiir 0 < p < 1) --» Ausweg: betrachten

N={f:A—=K: f p-messhar, f =0 p-fi. auf A} C L,(A,pn), 0<p<oo

Teilraum ~ konnen Quotientenraum bilden

Lyp(A, ) := Lp(A, ) /N ={[f] = [+ N : feLy(Ap)}, 0<p<oo
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mit Aquivalenzklassen [f], wobei fiir g : A — K y-messbar gilt
gelfl &= f—-geN << f—g=0 pfi.inA
~ Y fog € [f] 1L (A Il = [lg]Lp(A, 1)
(I Lp(As )| = [lglLp(A, )| fiir ein g € £,(A, ), 0 <p < oo
~ N Lp(A )] =0 <= feN = [f]=0

, setzen

Vereinbarung: Man schreibt meist f € L,(A,u) bzw. || fll, == || fILp(A 1)]l, 0 < p < oo, anstelle von

[f] € Ly(A,u) bzw. ||[f]|L,(A, u)||, muss aber die entsprechende Interpretation (Aquivalenzklassen statt
Funktionen, Wahl eines Reprdsentanten) beachten

[ Beispiele | - (a) [2,2%, 4] = [N,B(N), ], g: N = K, mit g(n) = go --> g~ (gn)nen Folge

Bsp. nach Folg. 1.71 --» /gdy = Zgn ~ Ly(N,v) = £(,(N)
Q n=1
(b) 2,2, u] = [R™ £, \], G CR" offen, G € £,
~ Ly(G,\n) =: Lp(G), speziell: L,(R™ X\,) = L,(R")

0, p=1

Erinnerung: 1 < p<oo ~ p’ gegeben durch 1—1) + 1% =1,1<p<oo, bzw. p' = {1

y DP=00

Satz 1.74 (Hélder- und Minkowski-Ungleichung)
Seien [, 2, u] ein vollstandiger o-endlicher MaBraum, A € 2.

(i) Seien1 <p<oo, fe Ly(A 1), g€ Ly(A, ). Dannist fg € Li(A, ) mit
191 L2 (A, )| < 1FILp(As Il gl Ly (A, )]
(ii) Seien 0 < p < 0, sowie f,g € L,(A, ). Dann gilt f + g € L,(A, p) sowie
1f 4+ 9lLp(A, Il < NFILp (A )|+ llglLp(A, )], 1< p < oo,

bzw.

1 + gl Lp (A, i) [[P < [[FILp(As i1 + gl Lp(A; )]IP, 0 <p <1

Beweis : zu (i): Messbarkeit von fg folgt aus Satz 1.60; o0.B.dA. 1 <p <oo, f#£0, g% 0, sowie
L1y (A, 1) [ = T9lLyy (A, )] = 1 (sonst Skalierung)

L 1.2 < -fi.in A -integrierbar, d.h.
emma 1.25 ~ |f(z)g(x)] < » + o p-f.i. in R fg p-integrierbar,
fg € Li(A, p), mit

1 P 1 ' 2) =1 = ,
/A F@g(o)] due) < - /A F@P duta) +-, /A 9@ duz) =1 = |1 Lo(A )| 91 Lo (A, )]

1Ly (A ) [[P=1 llglLy (A,p) 7" =1

zu (ii): Messbarkeit von f + g folgt aus Satz 1.60;  verwenden Lemma 1.29, ansonsten analog zum Beweis
von Satz 1.27 und (i) O

Folgerung 1.75 Seien [Q, 2L, u] ein vollstindiger o-endlicher MaBraum, A € 2 mit u(A) < 00, 0 < ¢ <
p < oo. Dann gilt

Ly(Ap) <> Lo(A, ) mit || f|Lg(A, )| < p(A)s ™7 | fILp(A ), f € Ly(A, p).
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Beweis : oBdA g<p feLy,(Apn) ~ |fl7€ L.(A ) mitr:§>1; g:xAELT/(A,u),

1
7

Lol = ([ aw)” = utay?

1

Satz 1.74(i

12401 = ([ 1@, @) duta))”

< ([ 1s@rman)™ ([ e an) ™

_ 1
IF1Zp (A0, p=rq ||X IL /(A,u)H /e

= IF1Lo (Al ()07 = 7| Ly(A )| ()3

Satz 1.76 Seien [Q, 2L, ] ein vollstindiger o-endlicher MaBraum, A € A, 1 < p < 0.
(i) L,(A, ) ist ein Banachraum.

(ii) Fiir 1 <p < oo liegen die Treppenfunktionen dicht in L, (A, p).

Beweis : 1. Schritt: zu (i); nach Vorbemerkung (zu £,(A, i) und L, (A, i) und entsprechenden Normen)
ist || - |L,(A, p)|| eine Norm ~ n.z.z.: Vollsténdigkeit, d.h. alle Cauchy-Folgen (fx)r C L,(A, 1) mit

Ve>0 3710(5) Vm>n2>ngp: an fm'Lp(Avﬂ)H<€

sind in L, (A, i) konvergent

zuerst 1 < p < oo, verwenden Satz 1.5: sei (fi)r C L,(A, ) mit

Dl Zp(As )| < o0 (11)
k=1
zz: 3feLy(Ap): ||f- ZmL (A | =0

wollen Folgerung 1.75 mit ¢ = 1 anwenden --» nur fiir u(A) < oo moglich ~ betrachten Zerlegung
A=, Ar mit A € A, p(Ax) < oo (da p o-endlich)

VEeN VneN: [[folLi(Ag, p)|| < pl(Ar) 7" [ falLp(Ar; )l < cll fol Lp(A, p
——

=Ck

~ VkeN VmeN: /Z'fn ) du(z) < CkZanuf Al g, o

_
Folg. 1.75

Z | fn(x)] =: g(x) p-f.0. und ist p-integrierbar auf Ay, k € N, mit

> [ 1@l duta / Zm )l due) = [ gta) due)

n=1 Ay Ay

s n -f.0. aqu:> 3 n f.i. auf A, p-integrierbar
— Z|f )| 1 f Zf ) - prrinteg

nach Satz 1.74(ii) gilt wegen p > 1 fiir alle m € N,

|3 18
n=1

ENT] DM FALACHA RS
n=1
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Folg — Z [ fn(x = g(x)P p-f.u., p-integrierbar auf A, mit

/ o) du(z) = / (3 @) du(z) < o

A A n=1

|f(z)]P < g(x)P p-f.i. & gP p-integrierbar iiber A Eﬁﬁ |f|P p-integrierbar liber A,

LA, )P = / F@)P du(z) < / g(2)P du(x) < oo
A

A
~ f e Ly(A,p); auberdem: |f(x Z ( Z |fn(z)|)p < g(z)?, gP p-integrierbar iiber A
n=1 n=m-+1

lime an|L Au :hm/‘f ifnx‘
n=1

e
Satz 1.68/Lebesgue m—00 m—00
m
= [ i [5@) = 3 )] duta) =0
m— o0
A n=1
=0, p-f.0.

2. Schritt: Vollstandigkeit fiir p = 0o; sei (f;); C Loo(A, 1) mit || f; — frlLoo (A, )| o 0
N mde el

175~ filLoo (A, )l = esssup i ()= filw)] o S ()= fr(x)| fir passendes Nj € 2, pu(Nj) = 0
z€ em. ik
sei N :=J; pen Njk ~ N €2, p(N) =0

—ful@)l < osup [f(2) = fu@)l = 1f5 = flLoo(A, w)|

Njk—c N A\Njk

Cauchyfolge in B(A\ N,K) =B(A\ N)

~ S5 = JelLoo (A )| < sup |f;(x)
inf A\N

G = el Loo (A, )|l = jl\lglfj(z) — fr(@)] ~ (f3);
~ e F f(m), xeA\N
Satz 1.6 3 EBANN) s = flLoc(A, j—o0 0. setzen flz) = {belleblg, reN

~ f € Loo(Aa,u) mit Hfj - f|Loo(Aa,LL)|| _]—>—OO> 0
3. Schritt: zu (ii), Dichtheit der Treppenfunktionen fiir p = 1

f e Li(A n) =————— 3 (sk)r Treppenfunktionen: s, —— f p-f.i., / [sp — si|dpy ——— 0,
Def. 1.63, 1.73 k— o0 A k,l—00

/ fdu= klim / spdp ~ lim |sg(z) — s (2)] = [sk(z) — f(x)| p-f.0., |sk — f] € L1(A4, ), d.h.
A — 00 A m— 00

I = sl = [ 17 = suldu= [ Tim_[s, ~ sil d
A Am‘)OO
:/ liminf |s,, — sg|dp < liminf/ [ — S| dpe
A M0 Satz 1.72 M—00 | 4
<e fir k>ko(e)
4. Schritt: zu (ii), Dichtheit der Treppenfunktionen fiir p > 1
seien f € Ly(A,p), 0€(0,1), Ag={2€A:0<|f(z)|<07'} €A ~ p(A\ Ap) Py 0,
—

AL AP = [ 1P dn= [ 1= 0ua0) (4 < o0, 0x,, € L(An)
0
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Xy, € Li(A, ), X4, lfl<o! Xy, O XAefeLl(A,,u) ——— 3 (sY), Treppenfunktionen:

3. Schritt
HXAef - SZ|L1(A9,M)H P 0, s P XAgf p-f.i. auf Ay (12)
2
s9(x), redy A shz) < 7
2
setzen of(z):={ 28 sp(x) v €Ay A |s0()| >2 Treppenfunktion, |of(z)| <>, z€ A
0157 ()| e ’
0, S A\A9
sei & € Ag mit |s],(x)] > 20~ T sk (@)] > 07+ f ()| ~ |si(@)—f(2)] > [sh(2)| =] f(x)| > 67
x)| < B
A~ lok(@) = f@)| < | f(@)|+ |of] < 307" <3|si(x) — fla)] = 3lsi(z) —x, f()|
N’ —— r € Ay o

<p-1  <20-1

— 0
= llof =, ALa(A )l = lof =,y F1Ea(Ao )]l <3|, F = ST (Ag, )| =00

~ ||f—oZ|Lp<A,u>||p:/|fx ) — 0%(2)| dps(z)

-1
/ £(0) — o(o) " dua /le o)1 (@) — ol (@) dpa(a)
A\Ag P
9
3\
< [ir@raw +(3) ot - x, ] <2 firkzr
A\ Ay
<e, 0<0p(e), p(A\Ag)—0 <e, k>ko(6o,e)
p P K . .
da / |f ()P dp( /|f )l XA\A du(z), |f|pr\A6 < |f|P p-integrierbare Majorante
A\ Ay
li )P d P du(z) =
SatzlGS/Lebesgue GILI%) / |f | ,LL /| ( )| Q%XA\AQ(:C) ﬂ(x) 0 0
Ao =0, p-f.i.

Bezeichnung: sei Q C R"™ offen, f: Q — K mit suppf={zeR": f(z)#0}
f:Q — K heiBt finit (in Q), falls supp f beschrankt ist, supp f C Q

Satz 1.77 Seien Q C R"™ offen, 1 < p < co.
(i) Die Menge der finiten Treppenfunktionen ist dicht in L,(S2).

(ii) Die Menge der finiten und stetigen Funktionen ist dicht in L,(Q2), C5°(Q) ist dicht in L,(2).

(iii) L,(Q) ist separabel und dim L, () = cc.

Beweis : 1. Schritt: wihlen spezielle Uberdeckung von €:
O ={ze ol <k, dist (2,00 >t} O keN

~ Qp C Qs UQk:Q
keN

sei f € Ly(Q)) ———— /|fx|pdac: 1im/ |f(z)|P dz
Folg. 1.67(ii) Qs

m/|f |de—>0<:>/|f (), (@) dz —— 0
o0 %’k_’ o
k gk, finit
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~ 3 (gr)k C Lp(Q), supp gr. € Qe € Q finit: || f — gr| Ly (Q)]] 0
feLy) ~ g € Ly(Q) ﬁ 3 (sf)j C L,(9Q) Treppenfunktionen, supps;C C U C Qg1
atz 1. 1
llgx — s5|Lp(Q)| —— 0 ~ finite Treppenfunktionen dicht in L, ()
j—oo

2. Schritt: sei f € L,(2) (:)> 0.B.d.A. f(z Zakx finite Treppenfunktion, m € N, oy, € K, A € £,

mit A, CsuppfCQ k=1,....,m o.B.d.A.f:XA,AESn,ZCQ

endliche Summe, Linearitdt

Ae kL, 51:57(; 3 B.CR"offen: ACB.CB.CQ, \(B:\4)<¢e
atz v

B. C R" offen m 3(Q5); offene Quader: B, = LjJQ; M approximieren Xg fiir ein Q € {Q5}jen
sei Q offener Quader, Q C ﬁ Fop € CPR"):0< op <1, pp(z) =1, 2 € Q, suppvn C Qn,
emma

wobei Q) = {z € R" : dist (z,Q) < h}, h >0 ~ Q C Q) C Qfiir0 < h < hg, M(Qr\Q) < chnﬁo
—

/|XQ(x) —op(z)P da = / )P dz < X\ (Qr\ Q) P 0 ~ CF(Q) dicht in L,()
Q

n(@
Qn \Q =1
3. Schritt: sei F' = span { aJxQ , Q; offene Wiirfel, Q; € Q,a; € K, m € N} ~ F C L,(%),

Jj=

dimF =00 n dim L,(2)

ﬁ F = L,(Q), d.h. F dicht in L,(f); approximieren F durch

Fo = span{Z(aj +iﬁj)ij, R; = X (ek,dr) CQ, ¢k, di, 0,8, € Q, me N}
j=1 k=1
~ Fg = L,(Q), Fy abzdhlbar ~ L,(£2) separabel O
Bemerkung : e L(£2) nicht separabel

e C59(Q) nicht dicht in Loo(2), zB. f =1 € Loo(Q).

Wiederholung aus der MaBtheorie:

Satz 1.78 (Fubini®)
Seien f: R"™ — K \,+m-messbar, f = f(z,y), © € R", y € R™, und es existiere eines der Integrale

h= [ lenidey, b= [([ieola)d 0= [ ([ifealde)d
R® R™ Rm  Rn

]Rn+7n

Dann gelten
(i) f(,y) € Li(R™) fiir \p,-fa. y € R™,  f(x,-) € L1(R™) fiir \,,-f.a. € R™

(i) /f Ydy € Li(R"), /f Jdx € Li(R™)

(iii) /Ifxyld(fvy //Ifxyldydw—/ /Ifxyldw

Rntm R® Rm™ R™ Rn
('V)Wlnf z,y)d(z,y) / /f z,y)dy dzl(R[f(x,y)dx>dy

38Guido Fubini (* 19.1.1879 Venedig ' 6.6.1943 New York)
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Koordinatentransformation: Q C R™ ~ (x1,....2y) — Q ~ (Y1, Yn)
Q:

speziell: y; = ®;(x) = @j(z1,...,20), 5 =1,...,n, (), ©=(P1,...,D,)

~ betrachten Jacobi3®- bzw. Funktionaldeterminante in z° € Q

910y OPip

9(D1,.... %) , 4 0 Oy O
e 0%, o 2%, , ,
@) )

Satz 1.79 Seien 2 C R™ offen, ® : Q — ®(Q) ein C'-Diffeomorphismus, d.h. ®; € C}(Q), j =1,...,n,
O injektiv, det J (®,z) # 0, = € Q, f : R" — K. Dann existiert f(t_(ﬂ)f(y) dy genau dann, wenn

Jo(f o ®)(z)|det T (®,2)|dz existiert, und es gilt

fly)dy = / f(®(x))| det T (P, x)| da.
o(Q) Q

: Oberfliacheninhalt und Volumen der Einheitskugel im R™

K, = K,(0) ... n—dimensionale Einheitskugel, w, = 0K, ... Sphire, Oberfliche der n-
dimensionalen Einheitskugel
verallgemeinerte Kugelkoordinaten : 21 = 7 cosy sindy sinds sind,,_a
To = 7 sinp sind; sinds sin ¥, —o
T3 = r cost sints .. sin,,_2
Tpo1 = r cost,—3 sind,_o
T, = r cost¥,_o

x = O, (r,0,91,...,00-2)

OM:0<r<oco, 0<¢p<2r, 0<¥;<m j=1,....,n—2

8(7",(,0,191,. ..,19»,1,2)
6(1:1,...,:5”)

A D, Q= (0,00) x (0,2m) x (0,m)""2 — R\ {z €R" : 21 >0 Axy =0} = D,(Q)
C!-Diffeomorphismus

o o 8(1,(,0,191,...,19”,2)
'MJ_/dU_ / ’ a1, ..., on)

Wn, =

= |det T (P, (10,01, ... ,19",2))‘ =" Lsindy (sinda)® - - (sin¥y_o)" "2

d(gD, 191) s 77977,—2)

27w ™
= //---/sinﬂl (sin02)2...(sin19n_2)"_2 dd,_o... d¥1dp
0 0 0 dw
( 0 Pn—2) i
7Y, V1., Un—2 n—1
K,| = = o Opa) =
| Ky /dx /’ D, o) d(r,p, 91, ..., ¥n—2) //r dw dr
n ini 0 wn
1
= |wn|/r"_1 dr = Jeon]
n
- 1

39Carl Gustav Jacob Jacobi (* 10.12.1804 Potsdam 1t 18.2.1851 Berlin)
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Lemma 1.80 Seienn > 2 und K,, = {x € R" : 22 +-- -+ 22 < 1} C R" die n-dimensionale Einheitskugel
mit wy, = OK,. Fiir ihr Volumen |K,,| und den Oberflicheninhalt |w,| gelten

2 " 2 "
lwn| = \/z und |K,| = iﬂ .
r'(3) nT(3)
Beweis : friher: T(y) :/e_t tv=tdt, y>0, T(m+1) = m!, meN
0
berechnen I, := /(fm|2 dz direkt und mit Satzen 1.78, 1.79:
RTL
~ I,= el dwdr = |ewn | e ldr = [on] e tutldu = MF (ﬂ) (13)
—— w=r2 2 2 2
0 wn d 0 0
L. (22t ta?) —y? n 217
andererseits ist I, = [ e”\"1 d(xy, . m,) = eV dy| =1 = |w,| =
Satz 1.78 (13) r(3)
R~ R
1
~ 2 n "
bekannt: |ws| =21 ~ I} = %F(l) =1~ h=Vr ~ |w|= F\(i) . vorher: |K,|= Jwn O
5 n
2

3
2 3 1 1 1
Bemerkung : n=3 ~ 41 = |w3| = VT = F(—)ZQF(—):g = F(—):\/E

=
—~
ol
Nt

~ n=2m [Kil= 2, |Ksl= m, |Ks|= 3m, |Ky|l=37%
m!’ e L - i
Bl =9 gmet gm A~ sl =57 [Kel =577, |Kq| =177, |Ks| =57
Vs
Gmnn Mo Tim (K =0, K| = K|

1.3.4 Faltung und Glattung

Satz 1.81 Seien 1 <p < oo, f € L,(R"), h € R", T}, f(x) = f(x + h), z € R™
(i) Esgilt Ty, : Ly(R™) — L,(R™) mit | Ty, f|L,(R™)|| = | f|Lp(R™)||, h € R™.

(i) Jim, I1T0f = 1L, (R")] =0
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Bemerkung : (ii) ~ Stetigkeit im p-ten Mittel, T}, ... Translationsoperator

Beweis :

Bemerkung :  (T})ncrn 'stark stetige Halbgruppe von Operatoren’:

Tthhg = Th1+h2a hl, hy € Rn, lim Thf = f
|h|—0

Definition 1.82 Seien f,g : R™ — K \,-messbare Funktionen, und es existiere fRn fle—y)gly)dy fir
An-f.a. x € R™. Dann heift

(fxg)(z) = . flx—y)g(y)dy, = e€R",

Faltung von f und g.

L, > 1
Erinnerung: 1<p<oo n p ={ P71 p
0, p=1

Satz 1.83 Seien f,g,k : R™ — K \,,-messbar.

(i) Die Faltung ist linear und symmetrisch, d.h. falls f % g existiert, so auch g = f, es gilt f x g = g * f.
Fiir A € K existiert stets f x (A\g) = M f x g). Falls zusatzlich f x k existiert, so existiert f = (g + k)
mit fx(g+k)=fxg+ fxk.

(i) Seien 1 <p < oo, f € Ly(R"), g € L,y (R™). Dann existiert f x g € C(R"), es gilt
1F # glloe < NFILpR™)I {lg| Ly (R -
(iii) Firl<p<oo, f€ Ly(R"), g € L1(R") existiert f x g € L,(R™), mit
I1F# gl LpR™)|| < [ FILp@RO)] {lglLa (R
(iv) Seien1 <p < oo, f € Ly(R™), g € Ly (R™) oder g € L1(R™), h € R™. Dann gelten

supp (f *g) Csupp f +suppg  sowie  Th(fxg) = (Thf)*g= f*(Thg).

Bemerkung : Eigenschaft (iii) fir p =1 ~ L;(R™) 'Faltungsalgebra’
f,9€ LiR™) ~ fxge Li(R"), [If * g|lLi(R™)|| < [|f[L1(R™)]| [|g| L (R™)]]
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Beweis : zu (i): folgt aus Koordinatentransformation, Substitutionsregel, Linearitit des Integrals

zu (ii): Ungleichung folgt aus Holder-Ungleichung (Satz 1.74); zu f * g € C(R™), d.h. gleichmiRig stetig:

(Frae+m-Tro@l < [ 1ferh-y)- 1yl
= [ 1w fGlg - 2] s

Zz=x—y

L
7

. ( /nlf(z+h <|pdz>;( /Rnw—zw’dz)p

= [Thf = FILy(R™)[| Nlg|Lp (R™)]| <& fiir [k < ho = ho(e)
\’1\—0> 0, Satz 1.81

iy p=1 ~ fgea®) 3 [ ([ 1= ualar) dy= 1ALE)] @)
[g(IIF Ly (R ]
fG—y)g(y)dy fir \,-f.a. x € R",
Rn
[ se=waa|ar < [ ([ 1 naian) as
(f9)(@)

= / (/ f (= —y)g(y)ldw) dy = || fIL1(R™)|| [|lg|L1 (R™)|
sei jetzt 1 < p < oo, f € L,(R"), g € L1(R™)
L T I
= [ 1=l sl a

LS ( / ) If(w—y)lplg(y)ldy)% ( / oy |dy)

llgl L (R)[|*/2"

_
Satz 1.78/Fubini

I gl a®) = [

1
7

N

und somit
e alt@) < ldn®INF [ [ - pPlwlaas
= loia®@7 [ [ 1=l ay

Satz 1.78

LI f1Lp(R™)[|P

n / 1 ’fl n n
= [lgLa®R™)[7 T FILy(R™)|P S, gL (R™)PI[f1Lp(R™)[P

r
o T

zu (iv): sei x € R" \supp f +suppg ~ 38 >0: Ks(x)N supp f + suppg =0
~ Yye Ks(x): yé¢supp f+suppyg :)> VyeKs(x)Vzesuppg:y— 2z ¢ suppf

= (
~ VyeKs(x)Vzesuppg: fly—=z)=0

A YY) (o) /fy 2) /f —2)a(:)d2 =0 —— a ¢ supp(f9)

supp g

O
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Satz 1.84 (i) Seien 1 <p < oo, f € L,(R™), m € Ny, ¢ € C™(R™) mit supp ¢ kompakt. Dann gilt
frpeC ' (R")  sowie YaecNI |a|<m: Dfxp)=fxD%.
(i) Seienp € Li(R") mit [, p(x)de =1, pp(x) = h™"p(%), h > 0, x € R". Dann gilt fiir f € L,(R"),
1<p<oo,

_ IF — £ xonlLy®)| —0,
sowie fiir g € C(R™)

- —0.
lg = 9*enlloe ——

Beweis : zu (i): ¢ € C™(R"), supp ¢ kompakt ﬁ D¥p € Ly(R"), |a| <m
atz 1.77(ii

«@ n <
— 3 fxD% € C(R"), |a| <m
z.z (f * ) existiert mit 0 (fxp)=f=x % 1 dann: lteration
2.2 — — = —,j=1...,n, :
& c’)xj v c’)xj v axj J

suppy kompakt ~ I R>0: suppe C Kr(0)

0.B.d.A. seiene; = (0,...,0,1,0,...,0), ze R", 0<h <1

. (frp)@the) = (fro)(x) o(x +hey —y) — o(x —y)
M h = h J)dy
e =0, lo—g|>R+1
. o(x + hej —y) — p(x —y)
=1
Jim, / h f(y)dy
K x
) 1< Nl
I 1y < AL @D NEE oo K]/

Halder Kpi1(=)

und damit nach Satz 1.68/Lebesgue

:/%Lmo p(x + he; —z)—w(x—y) £) dy
)
- [ e fwa = (155 @
i
G(Jac:;") (z) existiert, a(g;@ (z) = ( f g_;j) (), zeR"
2u (i) seien f € Ly(R™), 1< p< 00, >0
36>0 VyeR" |y <do: |[f—f(—yIL,R")| <e (14)

B
Satz 1.81

|f(x) = fxon(x)] < /nIf(x)*f(z*y)llwh(y)lilsﬁh(y)lﬁdy

s [1s@ = =il an)” ([ lelan)”

N N
lon | La @)1 2" =]l Ly(R™)]|#’

St @®F < [ 1) - - Pl avds ol @1
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- / lon(w) / 1£(@) — (@ — )P de dy [|ol Ly (R™) | F
n RTL
Ty f=fILp(R™)|P
- / lon ()] |1 T—y — FILo®™)[P dy ||l Ly (B[
ly|<é

<er, (14)

+/ ) lon(WI 1=y f = fILp(R™)IP dy [0 L (R™)]|7
>
. <27 || f| L (RM)||P

< E”||50|L1(R")II”Jr2p||f|Lp(R")||”H<P|L1(R")H7/ lon(y)| dy

ly|>o

= IALEIP + PULE L@ [ jotelas
z z|>6h—1

<eP fiir h<ho(e,d), p€Li(R™)
< CeP furh < hy(e)

seigc CR"),e>0 ~ 30>0 VyeR™ |y <d: sup lg(x) —g(z —y)| <€
z€R

~ lg— g% enlle < / sup lg(z) —g(z — )| len(y)|dy + / sup lg(x) — g(z —y)||en(y)|dy
reR™ reR™

lyi<s ly|>s

<e <29l

<ellela®)+2lgle [ etz

z|>0

<e fiir h<ho(e,8), da €Ly (R™)
< C'e fir h < ho(e)

O
Sobolev “Osches Mittelungsverfahren / Friedrichs **sches Glittungsverfahren
zur Erinnerung:
o )
1—|xz|2
wy=10 T S e e
0, |z[ > 1
wh ()
1 T 0 /T
wh(:c)—ﬁw(ﬁ) e C°(R™), h>0
mit
. - c
suppw = K1(0), supp wp, = K(0)
und w(x)
/w(ac) dx:/wh(y) dy =1 —+— —
s s 1 0 1 R®
sei f € Ly(R™), 1 <p < oo. setzen
fn(x) = (f xwn)(x /f:rf wp(y)dy = /fx—hz z)dz, zeR™ h>0 (15)

|z]<1

40Sergei Lvovich Sobolev (* 6.10.1908 St. Petersburg T 3.1.1989 Leningrad)
41Kurt Otto Friedrichs (* 28.9.1901 Kiel T 31.12.1982 New York)
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Folgerung 1.85 Seien 1 < p < oo, f € L,(R™), f1, gegeben durch (15), h > 0. Dann gelten
(i) fn€ Ly@®™) N CT(RY), || fal Lp@®™)|| < || fIL,(R™)
(ii) lim [|f = ful Lp(R™)] =0

(iii) f € C(R™) impliziert ||f — falloo ——0, fn€ C(R™).

Beweis : folgt aus Definition (15) und Sitzen 1.83, 1.84 O

Bemerkung : spezielle Gestalt von w nicht notwendig, nur w € C5°(R"), fRn wx)de =1, w>0

~ Q
Folgerung 1.86 Seien Q2 C R" offen, 1 < p < oo, f € L,(Q), f(z) = @), e,
0, zeR"\Q.

(i) supp fu € QF K4 (0), fo = falg € Lp(@) 1 TQ), i [If = falLy(Q)]] =0

(ii) Falls supp f C Q kompakt ist, so existiert ein hy > 0, so dass f, € C5°(2), 0 < h < hyg, sowie

1 = FulLo(@l —> 0.

Beweis : zu (ii): sei f € L,(2), supp f C Q kompakt, z € Q

A = [ a-niway

lz—y|<h
dist(z,supp f) < h = fh(z) #0, dist(z,supp f) >h ~ fh(z) =0
~ supp frp C {z € R™ : dist (z,supp f) < h}

dist(supp f, Q) >0 ~ wihlen hg > 0 so, dass supp f, € Q, 0 <h<hy ~ suppf, kompakt O

Bemerkung : mit diesem Verfahren --» alternative Beweise von Lemma 1.49 und Satz 1.77(ii) moglich:

seien I' C Q, T kompakt, Q offen, '), = {y € R™ : dist(T",y) < h}, h >0

Sobolev-Mitt. (th)h < CO (Q)' (th)h(z) 1' T e F' 0 - (Xl“h)h - 1' mit
supp (th)h C T C Q fiir h < idist(T,R™ \ )

Bezeichnung: sei Q CR", f:Q = K; f € LP¢(Q) < V K C Q, K kompakt: f € L;(K)

Bemerkung : f € L°°(Q) ~ f ‘lokal integrierbar’ in Q; Li(R") C L°(R"), zB. f=1
1 G Ly

Satz 1.87 Seien Q C R™ offen, f € LY°(Q) mit [, f(z)¢(z)dz = 0 fiir alle ¢ € C§°(2). Dann gilt
F@) =0 fiiin Q.

Beweis : Seien I' C Q ein beliebiges beschrinktes (offenes) Gebiet mit T C Q, ¢ € C°(T),

on(r) = /Q wh(z —y)e(y)dy = / w(y)p(z — hy)dy

ly|<1



56 1 Banachrdume

dist(T,00) >0 ~ I hr >0 Yh, 0<h<hr: ¢, € CZ(Q) v /f(x)tph(ac)dx:()
or. O

T U L AR
~ ¢ e CPRY), fe LP(R)
~oo = e [ ee-vimdyds = < [t -niw dx)@(y) a
S
() = wn (=) /]R" (/nw"(y _””)f(x)dw) Po)dy = | Fu(y)@(y) dy
Fulw)
analog mit g € C°(I) ~ 0= | Re fu(y)p(y)dy = 0 fir alle p € C3°(T")

RTL
zz: Refn=0inT; indirekt, Annahme: 3z € T : Re fh(zo) #0, o.B.dA Re fh(zo) >0
—————— J0>0 VYyc K,(zo):Refn(y) >0 0BdA K,(r0) CT ~ Fw,(-—z0) € C(T) :

fn € C(R™)
/?Re fh(y) woly —x0) dy = / Re fh(y) wo(y —x) dy >0 é
———— —_—— ———
Rn supp (-)CK,(z0) Ko(xo) >0 >0 auf K,/5(z0)

A Ref,=0inD, analog:Smfr,=0inT ~ f,=0inT

' Cc Q kompakt =—== f € Li(), fr = fh|F eLi1),0<h<hy —— ||f — fullL(D)| — 0
fe L) Folg. 1.86 h—0

AR =7 = S @] 720 A IREI=0 [ @l =0
0

= f(x)=0 fi.in T I“CQ:beliebig f(x)=0 fi. in Q O

Bemerkung : , Fundamentallemma der Variationsrechnung":

f=0 fi.inQ <<= VeelCFW): [ f(x)p(x)de=0
Q

zur Erinnerung: [X, || - ||x] normierter Raum, A C X beschrinkt <= J¢>0 Vac A: |allx <c<

fx), zeqQ,

Bezeichnung: f € L,(€2), @ C R™ offen und beschréankt, h € R", x € R"; setzen f(z) =
= 0, zeR\ Q

sowie T, f = Thf

Satz 1.88 Seien 1 < p < oo, Q C R" offen und beschrinkt. Sei M C L,(Q?) beschrankt und gleichgradig
L,-stetig, d.h.

lim sup ||Thf — f|Lp(2)]| =0.
[h|=0 feMm

Dann ist M prakompakt in L, ().

Beweis : 1. Schritt: sei M ={fn:fe M}, h>0 — My, c C(Q) = C(Q)
olg. 1.

zeigen: M}, prakompakt in C() Sor 130 Al g.z.z.. M, beschrankt und gleichgradig stetig in C(2)
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[fnllsce < NFILp( Q) [lwn| Ly (R™)[| < e sup [[f|Lp(Q)]| ~ My C C(Q) beschrankt
Satz 1.83 —_— feM
Ch

M, gleichgradig stetig: wp, € CP(R™) ~ Ve>0 30>0 Vz2,|z—2|<d:|wn(z) —wn(z)] <e

A~ |ful@) = fa(w)] S/n jwn(z = 2) —wnly = 2)|If(2)| dz
< Jwn(@ =) = wn(y = )Ly (RY)[ | FILp(Q)]

=|wn@=y+)—wn| L (R") || <elsupp wn |1/ =ecp

<esup || fILp(Q)|lcrn = Ce  fir |z—y|<é
feMm

A~ sup |fu(z) — fuly)| < Ce fir z,ycQ, |[z—y| <o
frneMp,

2. Schritt: M;, € C(Q) prikompakt _:> My, C L,y(€2) prakompakt
C@) C Ly(Q)

n.z.z.: M prikompakt in L,(Q) ﬁ; g.z.z.: My, ist e-Netz fiir M
olg. 1. E—

If = Ful (@) —/|f 2P da

/‘ / f(ac—hz))dzp dx

Q  |zj<1

<NlLyr ®MI[P [, <, 1 (@)~ Fa—h2)|P dz

< |lw|Ly (R™)]|P / /|f f(x — hz)|Pdz dz

|z]<1 ©

1f=F(=h2) Ly
< Jlwf Ly (R / sup |[f — Tz f|Lp(Q)]|” dz
feMm

lz<1

<eP, |hz|<h<hg
< | Ky |||lw| Ly (R™)||PeP  fiir h < ho, da M gleichgradig L,-stetig
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