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Ubung Nr. 2
Aufgabe 2.1: Operatornorm
Es sei || - || eine Norm auf K™. Beweisen Sie:
(a) Durch [[A]| := sup,egm fo} % ist eine mit der Vektornorm || - || vertrégliche Matrizennorm auf K"*" erklart.

(b) Essei A € K™*™. Wir betrachten die euklidische Norm || - ||2. Zeigen Sie, dass fiir die natiirliche Matrizennorm
gilt
[All2 = [|A™|2-

(c) Zeigen Sie, dass die Frobenius-Norm || Al|p := (Z k=1 [Ajk| ) mit der euklidischen Norm vertriglich ist

und dennoch fiir n > 2 nicht die zu || - ||2 zugehérige natiirliche Matrixnorm ist (ein Gegenbeispiel fiir n = 2
reicht).

Aufgabe 2.2: Innenprodukt Wir betrachten den Raum C([a, b]) der stetigen Funktionen iiber dem Intervall
[a,b] und eine positive (reellwertige) Funktion w € C([a,b]) mit w > 0.

(a) Zeigen Sie, dass durch die Abbildung C([a, b])? > (f,g) + (f, 9)12(ab)w € Cmit (f,9)12(a,b)w f flx (z)dx
ein Skalarprodukt auf C'([a,b]) erklért ist.

(b) Beweisen Sie, dass durch || f||z2(q,0)0 = (f, f)lL/QQ(a b),. €ine Norm auf C([a,b]) erklért ist.

Aufgabe 2.3: Spaltensummennorm

Zeigen Sie, dass die “Spaltensummennorm” ||Al|; := maxi<p<n > ;| A:,| auf R"*™ die zur £!-Norm || - ||; zugehorige
’ SR> J=11"7J
Operatornorm (natiirliche Matrizennorm) ist.

Aufgabe 2.4: Cebyéév-Polynome (Tschebyscheff-Polynome) Wir betrachten fiir n € Ny die Funktionen
T, (x) = cos(narccos z) auf [—1,1]. Beweisen Sie:
(a) Die Funktionen T,, geniigen der Drei-Term-Rekursion T),11(z) = 22T, (x) — T,—1(x) fiir n > 1.

(b) Die Funktionen (7},)nen, bilden ein Orthogonalsystem im Skalarprodukt (-, )72 (_1,1) beziiglich der Gewichts-
funktion w(z) = (1 — 22)~1/2.

(¢) Die T, sind die Cebysév-Polynome.

(d) Es gilt |T;,(x)] < 1. Es gilt |T,,(z)| = 1 genau dann, wenn x = cos(kw/n) fiir ein k € {0,...,n}.
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(e) Die Polynome T,, haben auf R die Darstellung T, (x) = 3 (z+ Va2 =1)"+ (z — Va2 - 1)").



