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Ubung Nr. 3

Aufgabe 3.1: Leibniz-Formel fiir dividierte Differenzen

(a) Es seien f,g: R — R zwei stetige Funktionen und zy, . ..z € R paarweise verschiedene Punkte. Zeigen Sie, dass
die dividierten Differenzen der Funktion ¢ := fg folgende Formel erfiillen

k

[zo,...,xklo =) [xo,....2;]f [zj,...,2K]g.
§=0

(b) Es seien zg,...z; > 0 paarweise verschiedene positive Zahlen. Berechnen Sie die k-te dividierte Differenz

[0, ...,2%]f der Funktion f(z) =1/x.

Aufgabe 3.2: Hermite-Interpolation

Gegeben sei eine (-fach stetig differenzierbare Funktion f. Zu paarweise verschiedenen Knoten xg,..., 2z, € R mit
1oy -y o € {0, ..., £} ist ein Polynom p € P, gesucht mit n = m + Z;n:() ; und
Vi€ {0,...,mIVk € {0,....,u;} p™(x;) = f®(ay)

(hier bezeichnet g™ die k-te Ableitung einer Funktion g). Zeigen-Sie, dass diese Interpolationsaufgabe eindeutig
losbar ist.

Aufgabe 3.3: Absolute Kondition der Lagrange-Interpolationsaufgabe

Zu festen Stiitzwerten a < xg < --- < z, < b erklart die Lagrange-Interpolation erklért eine lineare Abblidung
¢ : C([a,b]) = P,. Wir betrachten die Supremumsnorm || f||oc = max,¢[q, f(2) und ihre Operatornorm, die fiir eine
(zuléssige) lineare Abbildung A erklért ist durch

1A lloc
rec(ab)\{0} I1flloo

1Al =

Beweisen Sie

1Dl = max 3 1L @)
=0

Hierbei bezeichnet D die (totale) Ableitung und Lén), cey L sind die Lagrange-Basispolynome von P,.

Aufgabe 3.4: Gaufl-Approximation Wir betrachten das Skalarprodukt (-,-)r2(q )0 Es bezeichne wie

iiblich P,, den Raum der Polynome vom Grad < n. Es sei (A1,...,A,41) eine Basis von P, und A € R 1) x(n+1)
definiert durch

Ajie = My Aj) L2 (a,b) o
(a) Es seien z,y € R™"*! Koeffizientenvektoren derart, dass f,g € C([a,b]) die Darstellungen

n+1 n+1

f= Zaﬁk)\k und g = Zyj)\j
k=1 j=1

besitzen. Beweisen Sie (f, 9)12(4,b),0 = ¥* Az.

(b) Es sei f € C([a,b]) gegeben und es sei y € R™™! definiert durch y; = (f, Aj)12(ab)w flir jedes j=1,...,n+1.
Zeigen Sie, dass jedes p € P, mit Koeffizientenvektor # € R"*! (also mit p = Z?:ll x;jA;) erfiillt

1 1
1 = PllZe a0 = min || — 0ll72 00 genau dann, wenn  Sat Az —y'w = Juin <2z*Az - zy) -

(c) Beweisen Sie, dass zu jedem f € C([a,b]) ein eindeutiges p € P, existiert mit
||f _pHLz(a,b),w = mianPﬂ f - qHLz(a,b),w-




