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Ubung Nr. 7

Aufgabe 7.1: Konditionszahl

Es bezeichne X := GL(R,n) C R™"*™ die Menge der invertierbaren (n x n)-Matrizen. Wir betrachten die Abbildung
nv:X X A A7!

und eine Matrizennorm || - || auf R™*".

(a) Es seien A € X und B € R™™" mit ||B|| < [|[A~||~!. Beweisen Sie

(A+B)eX und (A+B)~ Z - (Hinweis: Neumannsche Reihe).
k=0

(b) Es sei A € X. Zeigen Sie: Die Abbildung inv ist bei A differenzierbar und die Ableitung bei A ist gegeben
durch
D(inv)[aB = —A"'BA™!' fiir alle B € R™*",

Hinweis: Zeigen Sie ||[(A+ B)™! — (A~ — A=*BA~1)|| = o(||B|)) fiir || B|| — 0.

(¢) In Anlehnung an Kapitel 1 der Vorlesung definieren wir die relative Kondition von inv bei A durch

. . 1Al
ka(inv) := | D(inv)|a||—~.
[[inv(A)]
Zeigen Sie k4 (inv) < cond(A).
Hinweis: Die Operatornorm einer Abbildung F': R™*" — R"*" ist definiert durch [|F|| := sup gegnxn\ 0 %

Aufgabe 7.2: Matrizen Beweisen Sie:

e Fiir eine reguliire obere rechte Dreiecksmatrix R ist R~ wieder von dieser Gestalt.
e Fiir eine untere linke rechte Dreiecksmatrix L mit Einsen auf der Diagonalen ist L~! wieder von dieser Gestalt.

e Die Inverse G~! der Frobenius-Matrix

1 1
G = ! erfilllt G = !
(651 1 — Q1 1
L Qy 1_ L —Qy 1_

Aufgabe 7.3: Gau3-Elmination, LR-Zerlegung, lineare Algebra Gegeben seien

2 4 -2 18 4 -1 1
M=|4 -2 6|, b=|-4|, A=]|-2 5 1
3.1 0 9 1 -2 5

(a) Berechnen Sie die Losung = € R? des folgenden LGS Mz = b mithilfe der GauB-Elimination.

(b) Berechnen Sie eine LR-Zerlegung von A der Form A = LR (also mit P = I, sofern diese existiert.
(c) Zeigen Sie det L = 1 und berechnen Sie die Determinante von A.
(d

) Es ist bekannt, dass A = 6 ein Eigenwert von A ist. Bestimmen Sie die iibrigen Eigenwerte von A, ohne das
charakteristische Polynom zu berechnen.

Aufgabe 7.4: Komplexitit der Gauf3-Elimination

Zeigen Sie, dass fiir die GauB-Elimination von n-dimensionalen reguldren Matrizen %nd + O(n?) arithmetische Ope-
rationen ausreichen. Hinweis: Die Formel Y} _; k* = (n(n +1)(2n 4 1)) /6 = n® 4+ O(n?) kann an gecigneter Stelle
verwendet werden.



