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Ubung Nr. 10

Aufgabe 10.1: Kondition von s. p. d. Matrizen Es sei A € R"*" symmetrisch und positiv definit.
Zeigen Sie

(a) Eine Zahl X € R ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn A\? Eigenwert von A* A ist.
(b) Eine Zahl X € R ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn A\~! Eigenwert von A~! ist.
(c¢) Esist [|A|l2 = Amax fiir den betragsgrofiten Eigenwert Apyax von A.

)

(d) Es ist conds(A) = Amax/Amin, wobei Apin den betragskleinsten Eigenwert von A bezeichnet.

Aufgabe 10.2: Lemma von Kantorowitsch

Es sei A € R™*™ symmetrisch und positiv definit mit Eigenwerten 0 < A; < --- < A, und & := conds(A). Beweisen
Sie:

(a) Es sei p:= /A1 \,. Dann gilt fiir alle n € {1,...,n}

kY2 <N/ < kY2 und N pp/ N < kY2472 (Hinweis: Monotonieeigenschaften von z 5 z+271).

(b) Die Eigenvektoren von p~*A 4 pA~! sind diejenigen von A. Die zugehorigen Eigenwerte sind hochstens /2 4
k12,

(c) Jedes x € R™ erfiillt

N, Ay 4 ple, A7 x)y < (kY2 4 57Y2)|2)|3 (Hinweis: Aufgabe 10.1).
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(d) Fiir alle z € R™\ {0} gilt {z, ””>r<fT|’4 z)2 < <2,<;1/2 + 2,i1/2> .
T2

Hinweis: Zeigen Sie ggf. zuniichst 4ab < (|a| + |b])? fiir alle a,b € R.

Aufgabe 10.3: Konvergenz des Gradientenverfahrens

Es sei A € R™" sp.d, b € R" und f(z) = 3(z, Az)s — (z,b)2. Mit z, sei die Losung von Az, = b bezeichnet; z;,
seien die Iterierten des Gradientenverfahrens und dj, = —V f(x)). Beweisen Sie:

(a) Jedes x € R™ erfiillt f(z) = f(z.) + 1|z — .3

, 1 ldell3
b) Es gilt = —
( ) S gl f(karl) f(xk?) 2 <dk,Adk>2
(c) Es gelten die Identititen dy = —A(x — 24) und ||zg — 2|4 = (di, A~ dy )2 sowie
2 2 HdkH% 2 2 ||dkHé21
a2 = o — 2, |A — d — A = ek — xR |1 — .
o =2l = llow = s = L5 wd o =l = o=l 1= e

(d) Das Gradientenverfahren erfiillt die Fehlerabschétzung (Hinweis: Kantorowitsch-Lemma)

condy(A) — 1 b
— Ty <| —— — Tx||A-
o = lla (condg(A) +1 lwo = 2lla



