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Übung Nr. 14

Aufgabe 14.1: Begleitmatrix

Zu einem gegebenen normierten Polynom der Form p(x) =
∑n

j=0 αjx
j mit αn = 1 mit Koeffizienten α0, . . . , αn ∈ C

heißt die Matrix

A(p) :=



0 0 · · · 0 −α0

1 0 · · · 0 −α1

0 1 · · ·
... −α2

...
. . .

. . . 0
...

0 · · · 0 1 −αn−1

 ∈ Cn×n

die Frobenius-Begleitmatrix von p. Beweisen Sie, dass die n Nullstellen von p genau die Eigenwerte von A(p) sind.

Aufgabe 14.2: Lokalisierung von Eigenwerten

Gegeben sei die Matrix

A :=

3 1 −2
1 8 1
0 2 12

 ∈ R3×3.

Beweisen Sie

(a) Für jeden Eigenwert λ ∈ C von A gilt |λ| ≤ 15.

(b) Die Eigenwerte von A liegen in der Menge {z ∈ C : |z− 3| ≤ 3} ∪ {z ∈ C : |z− 8| ≤ 2} ∪ {z ∈ C : |z− 12| ≤ 2}.

(c) Die Eigenwerte von A liegen in der Menge {z ∈ C : |z− 3| ≤ 1} ∪ {z ∈ C : |z− 8| ≤ 2} ∪ {z ∈ C : |z− 12| ≤ 2}.

(d) Der betragskleinste Eigenwert von A ist reell und liegt im Intervall [2, 4].

Aufgabe 14.3: QR mit Hessenberg-Matrizen

Es sei A ∈ Kn×n eine obere Hessenberg-Matrix mit QR-Zerlegung A = QR. Zeigen Sie, dass Ã := RQ wieder eine
obere Hessenberg-Matrix ist.

Hinweis: Sie dürfen annehmen, dass die QR-Zerlegungen mit dem Householder-Algorithmus erzeugt worden sind.

Erinnerung: A heißt obere Hessenberg-Matrix, wenn für alle (j, k) ∈ {1, . . . , n}2 mit k ≤ j + 2 gilt Ajk = 0.

Aufgabe 14.4: Lokalisierung von Polynomnullstellen

Es sei p(z) =
∑n

j=0 ajz
j ein Polynom mit a0, . . . , an ∈ C, an 6= 0. Beweisen Sie: Jede Nullstelle z ∈ C von p erfüllt

|z| ≤ max

{
|a0|
|an|

, 1 + max
j=1,...,n−1

|aj |
|an|

}
.

Hinweis: Begleitmatrix.


