D. Gallist]l (U Jena) Pseudoklausur 3 zur “Numerik 0”7 (WS 25/26)

Pseudoklausur 3
Dieser Selbsttest enthélt realistische Aufgaben fiir eine 90-mintitigen Klausur. Zum Bestehen gentigen
12.5 von 25 Punkten.
Erlaubte Hilfsmittel: Alles in Papierform (Biicher, Skript, Notizen, ...)

Aufgabe 1 (2-+4 Punkte). AufQ = (—1,1) betrachten wir die Funktionen ¢; (z) = 1—|z|, 2(z) = 1—22
und deren lineare Hiille
X :=span{p1, p2} C Hp(9),
sowie f(x) = —122% und die Funktion u(x) = z* — 1, die —u” = f erfiillt.
(a) Beweisen Sie die Inklusion X C H} ().

(b) Bestimmen Sie die Finite-Elemente-Approximation uj, von u in X.

Aufgabe 2 (2 Punkte). Bestimmen Sie die Kleinste-Quadrate-Losung z € R? von
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Aufgabe 3 (3+1+1 Punkte). (a) Zeigen Sie, dass die Fixpunktiteration

6 128 4
Tpt1 =+ —=

- - fiir k= 0,1,2, ...

fiir jedes zo > 2-(6/13)"/7 mit linearer Geschwindigkeit gegen 2 konvergiert.
(b) Ziegen Sie, dass die Konvergenz sogar fiir jedes xg > 0 gilt.

(¢) Konvergiert die Folge quadratisch?
Aufgabe 4 (14+2+2 Punkte). Gegeben seien die Punkte xg = 0,21 = 1/4,29 = 1/2,23 = 3/4,24 = 1
im Intervall [0, 1].

(a) Geben Sie die Lagrange-Basispolynome von Py beziiglich dieser Punkte an.

(b) Berechnen Sie die Gewichte ay, . . ., ay einer Quadraturformel I(f) = Z?:O a; f(x;), die alle Poly-

nome f € P, exakt iiber [0, 1] integriert.
(c) Beweisen Sie, dass I sogar fiir alle f € Pj, nicht jedoch fiir alle f € Py exakt ist.

Aufgabe 5 (14+1+1+41+241=7 Punkte). Gegeben jeweils eine kurze Antwort mit Begriindung oder
Gegenbeispiel.

1. Es sei f derart gegeben, dass das Newton-Verfahren fiir alle Startwerte ¢y € R konvergent ist.
Kann man xg so wahlen, dass das Verfahren nicht mehr superlinear konvergiert?

2. Interpolatorische Quadraturformeln: Wie viele Quadraturpunkte braucht man mindestens, um
fo% f (%)694\/§dl‘ fir alle Polynome f des Grades 96 exakt zu integrieren?

3. Es sei A € R™™"™ gymmetrisch und positiv definit mit Spektralkondition x5(A) = 1. Geben Sie
eine moglichst kleine Zahl k € NU {oco} an, nach der die cg-Approximation z; an die Losung von
Az = b bei Rechnung in exakter Arithmetik mit = {ibereinstimmt.

4. Berechnen Sie die schwache Ableitung der Funktion f(z) = max{% — £,22 2} auf (0,2).

5. Sind die linearen Funktionale F(g) = f_ll ¢'(z)dz und Fz(g) = g(1) — g(0) iber dem Raum P
linear unabhéngig? Sind sie es iiber Py?

6. Hangt die Stabilitat der orthogonalen Projektion auf einen Unterraum U von der Dimension von
U ab?
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