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Vorwort

Dieses Vorlesungsskript enthélt Teile der Vorlesung Stochastik fir Informatiker,
Stochastik fir Ingenieure beziehungsweise Stochastik fiir Lehramt. Einige Teile der
in der Vorlesung behandelten Themen miissen noch in den néachsten Jahren ergidnzt
werden. Das bezieht sich speziell auf Themen der Statistik.

Das Manuskript ist urspriinglich fiir die Lehre an einer Fachhochschule verfasst
worden und kann somit hier nur als Lehrmaterial betrachtet werden.

Die Priifungsthemen richten sich nicht nach dem Inhalt des Skriptes
sondern nach dem in der Vorlesung behandelten Stoffes.

Da es sich bei diesem Skript um die erste Ausgabe handelt, befinden sich wahr-
scheinlich noch viele Tippfehler im Text. Fiir entsprechende Hinweise und andere

kritische Bemerkungen wére ich sehr dankbar.

Achtung: Die Normalverteilung mit Mittelwert u

und Varianz o? wird in diesem Skript mit N(u, o)
bezeichnet!!!!!!!!!
Bjorn Schmalfufl 27. Januar 2014

email: bjoern.schmalfussQuni-jena.de
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KAPITEL 1

Einleitung

eder Mensch hat schon einmal in seinem Leben mit Ereignissen zu tun

C)
o Ok
{@‘ gehabt, deren Ausgang er nicht 100%ig vorhersagen konnte. Man denke
}&3 bf> ZUI1L

Beispiel nur an ein Lottospiel. Im Moment der Abgabe des Lotto-
scheins weifl man nicht, ob man am néchsten Wochenende reich ist (was
ausgesprochen selten der Fall sein wird), oder ob man den Betrag den man entrich-
ten musste, zum Fenster heraus geworfen hat.

Ahnliche Unbestimmtheiten gibt es natiirlich auch in den Natur-, Ingenieur- oder
Gesellschaftswissenschaften und natiirlich auch in der Informatik. Bei der Analyse
solcher Ereignisse stellt man fest, dass man diese eigentlich in zwei grofle Richtungen
einteilen kann. Diese verschiedenen Richtungen spiegeln sich auch in der Philosophie
wider. Die erste Richtung beschreibt Ereignisse, die nicht vollstdndig bestimmbar
sind aufgrund der Unfahigkeit eines Menschen, den Zustand des betrachteten Ob-
jektes mit unendlicher Genauigkeit beschreiben zu koénnen. Beispielsweise kann
man beim Werfen eines Wiirfels nicht genau sagen, mit welchem Impuls und aus
welcher Lage heraus man den Wiirfel wirft. Deswegen wird man nicht in der Lage
sein, zu berechnen welche Ziffer am Ende oben liegt. In der Philosophie wird diese
Situation durch den Laplaceschen Ddmon beschrieben, einem Wesen, welches iiber
die Unzulanglichkeit des Menschen erhaben ist, die Realitat nur mit beschrankter
Genauigkeit zu kennen. Zufall wird also als die Unfahigkeit des Menschen interpre-
tiert, die Realitdt mit unendlicher Genauigkeit zu beschreiben, obwohl die Realitéat
an sich vollstindig bestimmt ist.

Diese Einschatzung anderte sich grundlegend zu Beginn des letzten Jahrhunderts,
bedingt durch Forschungsergebnisse aus der Atomphysik. Speziell ist es beim Zer-
fall von radioaktiven Teilchen nur moglich auszusagen, wieviel Prozent der vor-
handenen Teilchen in einem gewissen Zeitraum zerfallen, welches der Teilchen in
einem bestimmten Zeitraum zerfillt entzieht sich vollig der Kenntnis des Physi-
kers. Schnell erkannte man auch, dass Gesetzméfigkeiten der Quantenphysik oder
statistischen Quantenmechanik nur dann formuliert werden kénnen, falls man die
Unbestimmtheit zugrunde legt. Der Zufall kann also als etwas real existierendes
angesehen werden. Dies ist die zweite Richtung der interpretation des Zufalls in der
Philosophie

it}

In dieser Vorlesung soll die Definition des Zufalls die beiden gegebenen Interpreta-
tionen einschlieflen:
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Ein Ereignis heift zufallig, falls man nicht in der Lage ist, mit 100%iger
Sicherheit das Eintreten oder Nichteintreten vorhersagen zu kénnen.'

Um mit dem Begriff des Zufalls in den Wissenschaften arbeiten zu konnen, ergibt
sich die Aufgabe, die Unbestimmtheit des Auftretens von zufilligen Ereignissen
quantifizieren oder messen zu kénnen. Diese Messgrofle wird als Wahrscheinlich-
keit bezeichnet und ist gegeben durch eine Zahl zwischen Null und Eins, wobei eine
Wahrscheinlichkeit ungefahr Null bedeutet, dass das Ereignis relativ selten auftritt,
wahrend eine Wahrscheinlichkeit in der Ndhe von Eins bedeutet, dass das Ereignis
relativ oft auftritt. Das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten unterliegt bestimmten
Gesetzen, die wir in den néchsten Kapiteln kennenlernen werden.

Wir wollen nun einige Beispiele aus der Praxis betrachten, in denen der Zufall eine
grofle Rolle spielt.

Warteschlange an Rechenanlage: Jobs kommen zu zufélligen Zeitpunkten an
einer Rechenanlage an und miissen eine zufillige Zeit warten, bis sie bearbeitet
werden. Die Bearbeitungszeit der Jobs ist zuféllig. Es baut sich eine Warteschlange
von Jobs auf, die eine zufillige Lange hat. Weiterhin ist die Zeit, die ein Job bis zu
seiner Bearbeitung warten muss, zufallig. Um den Zustand der Anlage mindestens
teilweise beschreiben zu koénnen, werden Kenngrofien, wie mittlere Wartezeit und
mittlere Warteschlangenlinge eingefithrt. Diese Groflen beschreiben also nicht die
Wartezeit eines speziellen Jobs, sondern den Mittelwert, der sich aus den Wartezei-
ten der Jobs ergibt iiber eine gewisse Zeitspanne betrachtet. Aus diesen Kenngrofien
kénnen Riickschliisse auf die Organisation der Anlage gezogen werden.

Belegung des Hauptspeichers eines Computers: Bei der Belegung des Haupt-
speichers durch Programmblocke gibt es verschiedene Strategien. Bei der first fit
Strategie wird ein Programmblock mit zufélliger Lange in den ersten verfiighbaren
Speicherraum mit hinreichender Gréfle geladen. Dadurch wird einerseits wenig Zeit
flir das Suchen von Speicherplatz verwendet, andererseits wird unter Umsténden
viel Speicherplatz verschenkt, da der zusammenhéngende Speicherplatz viel grofler
sein kann als der Programmblock. Fiir einen folgenden grofleren Block ist dann
unter Umstanden kein Speicherplatz mehr vorhanden. Eine andere Strategie ist die
best fit Strategie, wobei ein Programmblock in den Speicherblock geladen wird, der
unter allen Speicherblécken, die eine Lénge grofler als der Programmblock haben
die minimale Lénge besitzt. Ob die eine oder die andere Strategie die giinstigere
ist, hangt zum Beispiel von dem zur Verfiigung stehenden Speicherplatz, aber auch
von der Grofle der zu ladenen Blocke ab, die aber nicht a priori bekannt ist. Somit
kann die Abarbeitung eines Programmes als zuféllig angesehen werden. Man kann
also nur sagen, dass durchschnittlich die eine Strategie besser ist als die andere, falls
das zu bearbeitende Programm zum Beispiel aus vielen kleinen Programmblocken
besteht.

Zufallsgeneratoren: Viele Programmiersprachen enthalten Funktionen, die zufal-
lige Zahlen erzeugen, die unabhingig von den zuvor erzeugten Zufallszahlen sind.
Die Erzeugung dieser Zahlen basiert auf gewissen Iterationsformeln. Erzeugt man

1Djese Definition wird im Folgenden noch adaptiert werden miissen
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sehr viele dieser Zahlen mittels eines Zufallsgenerators, so erkennt man, dass bei
diesen Zahlen eine gewisse Periodizitat auftritt. So eine Periodizitat driickt aber
doch eine Abhéngigkeit der Zahlen untereinander aus, was allerdings der Zufallig-
keit widerspricht. Man spricht deswegen héufig nur von Pseudozufallszahlen. In
Abbildung 1 ist ein Polygon mittels eines Zufallsgenerators erzeugt worden.

ABBILDUNG 1. Durch einen Zufallsgenerator erzeugter zufélliger Weg

Filtertheorie: Messsignale, die von einem Messfiihler zum Ableseinstrument tiber-
tragen werden, unterliegen bei dieser Ubertragung haufig zufilligen Stérungen.
Man sagt auch, dass die Messergebnisse durch ein Rauschen verfilscht werden.
Die Aufgabe besteht nun darin, Verfahren anzugeben, die das Rauschen aus den
Messwerten wenigstens teilweise herausfiltern. Die robusteste Methode, um diese
Filterung vorzunehmen, ist die ﬂberlagerungstechnik. Dabei wird ein Messsignal
iiber mehrere sich nicht beeinflussende Leitungen zum Ableseinstrument iibertragen
und gemittelt. Durch diesen Mittelungsprozess wird erreicht, dass sich die einzelnen
Rauschanteile aufheben. Diese Methode ist allerdings sehr grob und kostenintensiv,
da viele parallele Leitungen notwendig sind. In der Praxis kommt der Bucy-Kalman
Filter zur Anwendung, eine durch die Mathematik fundierte Methode, die das Rau-
schen aus den Messwerten herausfiltert.

Erneuerungstheorie: Die Erneuerungstheorie beschéftigt sich mit dem Ausfal-
len, Reparieren und Ersetzen von Teilen eines Systems. Dabei geht man davon aus,
dass die Lebensdauer eines Teiles im Allgemeinen unbekannt ist. Sie wird also als
zuféllig angenommen. Die Aufgabe der Erneuerungstheorie ist es Wartungsstrate-
gien zu entwickeln, so dass das Betreiben einer Anlage hinsichtlich der Erneuerung
und Reparatur von Teilen durchschnittlich sich kostengiinstig gestaltet.

Statistische Physik: Teilgebiet der Physik, das die Eigenschaft der Materie auf
die Eigenschaft der entsprechenden Molekiile und Atome zuriickfiihrt, die in einer
sehr grofien Anzahl vorliegen. Somit kann man nicht die Bewegung einzelner Mo-
lekiile und Atome, die zuféllig ist, beschreiben, sondern man muss die Methoden
der Wahrscheinlichkeitsrechnung anwenden. Gréflen wie Druck, Temperatur und
Wirmeleitfahigkeit konnen als Mittelwert bestimmter Bewegungsgréfien sehr vieler
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Teilchen beschrieben werden.

Monte Carlo Simulation: Methode zur Approximation sehr komplizierter bezie-
hungsweise sehr hochdimensionaler bestimmter Integrale. Dabei werden gleichmafig
verteilte zufallige Punkte in einen Rechteckbereich gelegt, in dem sich der Graph
der Funktion befindet. Das Verhaltnis der zufélligen Punkte unter der Funktion
zu der Gesamtzahl der Punkte erlaubt Riickschliisse auf den Wert des bestimmten
Integrals, siehe Abbildung 2.

ABBILDUNG 2. Monte Carlo Simulation

Die Wissenschaft, die sich mit der Beschreibung des Zufalls beschéaftigt, ist die
Stochastik. Sie ist eine Teildisziplin der Mathematik, hat aber aufgrund der Bedeu-
tung fiir andere Wissenschaften in diesen Wissenschaften ihren eigenen Charakter
entwickelt.

Die Stochastik unterteilt sich in drei Teildisziplinen, sieche Abbildung 3:

e Die Wahrscheinlichkeitstheorie stellt die mathematischen Instrumente be-
reit, um mit zufélligen Ereignissen rechnen zu kénnen beziehungsweise um
Wahrscheinlichkeiten und alle darauf aufbauenden Begriffe definieren zu
konnen.

e Die Beschreibende Statisik hat die Aufgabe grofle Datenmengen durch Ein-
fiihrung von Kenngréflen verdichten zu konnen. Weiterhin beschéftigt sich
die Beschreibende Statistik mit einer iibersichtlichen Darstellung dieser
Datensatze.

e Die Schlieffende Statistik beschaftigt sich mit der Analyse einer groflen
Datenmenge (Grundgesamtheit) durch eine relativ kleine Datenmenge
(Stichprobe). So werden zum Beispiel aus der Stichprobe gewisse Para-
meter der Grundgesamtheit, wie Mittelwert oder Streuung der Grundge-
samtheit geschétzt.
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Beispiele sind Wahlhochrechnungen oder die Ermittlung der Einschalt-
quote beim Fernsehen. Weiterhin werden in der statistischen Qualitats-
kontrolle Hypothesen iiber die Qualitéat eines Produktes gepriift.

Stochastik

Beschreibende
Statistik

T

Schlieflende Sta-
tistik

Y

Wk-rechnung

A

ABBILDUNG 3. Teilgebiete der Stochastik

Die Bedeutung der Statistik liegt vor allem darin, dass sie die empirischen Wis-
senschaften unterstiitzt (Empirie-Lernen aus der Erfahrung). Das heifit, dass aus
Datensétzen beziehungsweise aus Stichproben Aussagen iiber vollstindig oder teil-
weise bekannte Gesetzméafligkeiten gewonnen werden.

Standardmethoden der Statistik sind haufig in Programmpaketen implementiert.
Dabei sind stellvertretend zu nennen SAS, SPSS oder SPLUS. Bei diesen Metho-
den gibt es haufig ein enges Zusammenspiel zwischen Mathematik, Stochastik und
Informatik. Das soll am Beispiel der Regressionsrechnung demonstriert werden.
Es besteht die Aufgabe, eine Punktwolke von Messdaten (x;,¥;)i=1,...n durch ei-
ne Gerade y = ag + a1« zu beschreiben. Damit kann das gemittelte Verhalten des
funktionalen Zusammenhangs der Messwerte beschrieben werden. Die Frage ist nun,
welches Kriterium legt man an, um die Punktwolke durch eine Gerade bestmaoglich
zu beschreiben, siehe Abbildung 4. In der Praxis hat sich die Methode der kleinsten
Quadrate bewé&hrt:

Man bestimme eine Gerade so, dass die Summe der Quadratabstinde
zwischen den y-Koordinaten y; der Messwerte und den Funktionswerten
y(z;) der Geraden minimal wird.

Der oben beschriebene Quadratabstand einer beliebigen Geraden

y(z) = ap + a1

zu den Messwerten kann durch eine Funktion beschrieben werden:

n

S(ag, a1) = Z(yi — (a0 + a12))*.

i=1
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Die Koeffizienten ag, a; der besten Gerade im Sinne der Methode der kleinsten
Quadrate ergeben sich nun als die Minimalstelle eines Extremwertproblems fiir ei-
ne Funktion mit zwei Veranderlichen. Die Mathematik stellt nun Methoden bereit,
diese Minimalstelle zu berechnen. Dazu muss ein lineares Gleichungsystem mit zwei
Veranderlichen gelost werden. Die Berechnung der Koeffizienten ag, a; ist nun in
gebrauchlichen Statistik-Programmpaketen implementiert. Weiterhin sind Metho-
den implementiert, die eine graphische Auswertung der Problemstellung erlauben.
In Abbildung 4 wird die Entwicklung der Temperatur in Sheerbroke/Kanada von
1900 bis 1990 beschrieben, siehe [21]. Der Trend der Temperaturentwicklung wird
mittels Methode der kleinsten Quadrate bestimmt.

Tenper at ur
4t

3
2,
1

e . Jahr
1.9-1792 194 1.96 1.98 2 1000

ABBILDUNG 4. Entwicklung der mittleren Temperatur einer Stadt
in Kanada und die Beschreibung dieser Punktwolke durch eine Ge-
rade



KAPITEL 2

Zufallige Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

1. Das Rechnen mit zufilligen Ereignissen

Ein zufalliger Versuch ist dadurch bestimmt, dass seine Ergebnisse nicht vollstandig
vorhersagbar sind. Der Terminus zufalliger Versuche kann stehen fiir das Durchfiihren
einer Messung, Entnahme einer Probe, Durchfithrung einer Erhebung und so weiter.
Wir wollen im Folgenden annehmen, dass so ein zufélliger Versuch unter anndhernd
gleichen Bedingungen sehr haufig durchgefithrt werden kann. Idealisiert man die-
se Bedingungen, so bedeutet dies, dass man annehmen kann, dass ein zufélliger
Versuch unter gleichbleibenden Bedingungen beliebig oft ausgefiihrt werden kann.
Die Ergebnisse, die ein zufélliger Versuch liefert, nennt man zufillige Ereignisse. Es
ist im allgemeinen nicht klar, ob bei der einmaligen Durchfithrung eines zufalligen
Versuches ein bestimmtes zufalliges Ereignis eintritt oder nicht.

Beispiel: Der einfachste zuféllige Versuch ist der Miinzwurf. Es bereitet bestimmt
keine Probleme sich vorzustellen, dass man eine Miinze beliebig oft unter gleichen
Bedingungen werfen kann. Man erkennt sofort zwei zuféllige Ereignisse, ndmlich
Werfen von Zahl beziehungsweise Werfen von Kopf.

Zufallige Ereignisse, wir wollen im Folgenden kurz nur noch Ereignisse sagen, wer-
den mit groflen Buchstaben A, B, - -- bezeichnet und sehr hdufig durch Zahlenmen-
gen charakterisiert.

Beispiel: Betrachtet man die Lebensdauer einer Festplatte aus einer bestimmten
Bauserie, so interessiert das zuféllige Ereignis A, dass diese Festplatte langer als fiinf
Jahre lebt. Bezeichnet T die zufallige Zeitspanne, die die Festplatte funktioniert hat,
so kann das Ereignis A beschrieben werden:

A={T > 5} = (5,00).

Es sei B das Ereignis, dass weniger als vier Speicherchips in Lieferpackungen von
je 100 Stiick defekt sind:

B=1{0, 1,2, 3}.
Um mit Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten von Ereignissen rechnen zu kénnen,

miissen zuerst Rechenregeln fiir den Umgang mit Ereignissen eingefiihrt werden.

DEFINITION 2.1. Gegeben seien zwei Ereignisse A und B. Wir fihren ein Ereignis
ein, das eintritt, wenn entweder A oder B eintritt. Dieses neue zufdllige Ereignis
C wird bezeichnet mit

C =AUB oder AV B.

13
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Man nennt es die Vereinigung von A und B (oder A vereinigt B) oder die Summe
von A und B. Man kann dieses Ereignis auch mit A oder B ansprechen.

Beispiel: Es sei A das Ereignis beim einmaligen Werfen eines Wiirfels eine gerade
Zahl zu erhalten, B sei das Ereignis eine Primzahl p > 1 zu werfen. Dann ist

C=AUB={2,3,4,5,6}.

Anders als in der Umgangssprache (heute ist Montag oder Dienstag) kénnen zwei
durch oder verkniipfte Ereignisse auch gleichzeitig eintreten. So ist im obigen Bei-
spiel die Zahl 2 sowohl eine gerade Zahl als auch eine Primzahl.

Interpretiert man Ereignisse als Punktmengen auf der Ebene, so erhalt man die
Vereinigung dieser Mengen als alle Punkte, die (mindestens)

ABBILDUNG 1. Die Vereinigung A U B zweier Ereignisse

in einer dieser Mengen liegen.

Wir fithren nun die zweite Rechenoperation fiir Ereignisse ein:

DEFINITION 2.2. Gegeben seien die Ereignisse A, B. Das neue Ereignis C tritt
genau dann ein, falls A und gleichzeitig B eintreten. Die Bezeichnung fir dieses
Ereignis ist

ANDB, oder ANB .

Man sagt C ist der Durchschnitt oder das Produkt von A und B beziehungsweise C
ergibt sich aus A geschnitten B, A und B.

Beispiel: Es sei A und B wie im letzten Beispiel definiert, so ist

C=ANB=/{2}.
Die geometrische Interpretation des Durchschnittes ist in Abbildung 2 dargestellt.

Eine weitere Grundoperation fiir Ereignisse ist die Negation:
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ABBILDUNG 2. Der Durchschnitt A N B zweier Ereignisse

DEFINITION 2.3. Gegeben sei ein Ereignis A. Dann bezeichnet A oder A° das Er-
eignis, das eintritt, falls A nicht eintritt. Es wird mit Negation von A oder Kom-
plement von A bezeichnet.

Beispiel: Falls man keine gerade Zahl wiirfelt (Ereignis gerade Zahl: A = {2, 4, 6}),

so wiirfelt man eine ungerade Zahl, das heifit:

A={1,3,5}.

ABBILDUNG 3. Das Komplement A von A.

Bildet man die Negation der Negation eines Ereignisses, so erhélt man das Ereignis
selbst:

A= (A).
Es gibt noch weitere Operationen, die sich aber auf diese Grundoperationen zuriick-
fithren lassen. Ein Beispiel ist die Ereignisdifferenz A \ B (als A minus B ausge-

sprochen) die genau dann eintritt, falls A eintritt, B aber nicht, siche Abbildung
4.

LEMMA 2.4. Fiir beliebige Ereignisse A, B erhdlt man A\ B = AN B.

Man mache sich diese einfache Beziehung klar .

Die folgende Relation kann zwischen zwei Ereignissen eingefiihrt werden:
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ABBILDUNG 4. Die Ereignisdifferenz A\ B.

DEFINITION 2.5. Man sagt: Das Ereignis A zieht das Ereignis B nach sich, falls aus
dem Eintreten von A das Fintreten von B folgt. Fir diese Relation schreibt man

ACB.

Beispiel: Falls A = {2, 3} gewdirfelt wird, dann zieht dieses Ereignis nach sich,
dass auch das Ereignis B, eine Primzahl zu wiirfeln, B = {2, 3, 5} eintritt.

ABBILDUNG 5. ACB

Mit Hilfe der Relation C kann man entscheiden, ob zwei Ereignisse A, B gleich
sind: A und B sind genau dann gleich, falls A C B und B C A gilt.

Sicher hat der Leser schon bemerkt, dass das Rechnen mit Ereignissen dem Rechnen
mit Mengen entspricht. Allgemeiner kann man feststellen, dass die Ereignisopera-
tionen eine Boolesche Algebra bilden. Das bedeutet, dass die folgenden Gesetze
erfiillt sind:

Kommutatives Gesetz:

AUB=BUA, ANnB=BnNA.
Assoziatives Gesetz:

(AUB)UC=AU(BUC), (AnB)NnC=ANn(BNC).
Desweiteren gelten die distributiven Gesetze:



2. HEURISTISCHE EINFUHRUNG DER WAHRSCHEINLICHKEIT 17

(AuUB)NC=(AnC)Uu(BnQC)
(ANB)UC =(AUC)N(BUC).

Ersetzt man in der ersten Zeile in den letzten Formeln U durch + und N durch
-, dann hat dieses Gesetz die gleiche Gestalt, wie das distributive Gesetz fiir das
Rechnen mit reellen Zahlen. Die zweite Zeile wiirde fiir das Rechnen mit Zahlen
keinen Sinn mehr machen.

Ahnlich wie beim Rechnen mit reellen Zahlen, wo die Punktrechnung vor der
Strichrechnung ausgefiihrt wird, gibt es auch eine Klammerregel fiir das Rechnen
mit Ereignissen. Und zwar gilt N vor U. Speziell konnten im ersten distributiven
Gesetz die Klammern auf der rechten Seite und im zweiten auf der linken Seite
weggelassen werden. Der Ubersichtlichkeit halber empfiehlt es sich aber, lieber ein
Klammerpaar mehr als ein Klammerpaar zu wenig zu setzen.

Wir betrachten nun weitere Eigenschaften fiir das Rechnen mit Ereignissen. Speziell
gelten die De Morganschen Regeln:

SATZ 2.6. Fiir beliebige Ereignisse A, B gilt:

AUB=ANB

ANB=AUB.
Man veranschauliche sich diese Beziehungen graphisch. Weiterhin zeige man, dass
aus einer dieser Gleichungen die andere folgt.

Diese Beziehungen bleiben sinngemaf richtig, falls man anstelle von zwei Ereignis-
sen mehr als zwei (also beliebig viele) betrachtet.

Um mit Ereignissen rechnen zu konnen, fiihrt man noch zwei Ereignisse ein. Die-
se Ereignisse sind das sichere Ereignis Q und das unmdgliche Ereignis (), wobei
das sichere Ereignis immer eintritt, das unmogliche Ereignis niemals. Bei der geo-
metrischen Interpretation von Ereignissen als Menge von Punkten entspricht dem
sicheren Ereignis 2 die Menge aller Punkte, das unmogliche Ereignis ist die leere
Menge. Speziell gilt fiir das Rechnen mit diesen Ereignissen, falls A ein beliebiges
Ereignis ist:

ANQ=A AU =0
And=0 Aub=A
Q=0 0=q.
Leicht lasst sich auch die Richtigkeit der folgenden Beziehungen priifen:

ANA=A, AUA=A, AnA=0, AUA=Q.

2. Heuristische Einfithrung der Wahrscheinlichkeit

In diesem und im néchsten Abschnitt werden wir definieren, was die Wahrschein-
lichkeit eines Ereignisses ist. Im téglichen Leben hort man hiufig solche Satze wie:
Es ist ziemlich sicher, dass es heute regnen wird oder Es ist unwahrscheinlich, dass



18 2. ZUFALLIGE EREIGNISSE UND WAHRSCHEINLICHKEITEN

ich eine Gehaltserhéhung bekomme. Solche Aussagen charakterisieren qualitativ die
Wahrscheinlichkeit, dass ein zufélliges Ereignis eintritt oder nicht. Fiir viele An-
wendungen in den Wissenschaften sind solche qualitativen Aussagen zu ungenau.
Man méchte ganz gerne die Wahrscheinlichkeit messen, mit der gewisse Ereignis-
se eintreten oder nicht eintreten. Dieses Mafl wird im folgenden mit P bezeichnet,
denn Wahrscheinlich(keit) heifit im lateinischen probabilis. In diesem Abschnitt wol-
len wir die ersten Mafle beschreiben, die es erlauben, die Wahrscheinlichkeiten des
Eintretens eines Ereignisses zu messen. Diese Methoden sollen dann im néachsten
Abschnitt systematisch ausgebaut werden.

Die Stochastik hat ihren Ursprung in der Analyse von Gliicksspielen. Man woll-
te schon frithzeitig wissen, wie hoch die Gewinnerwartungen bei solchen Spielen
sind. Die Wahrscheinlichkeit, die dafiir verwendet wurde, wird als klassische Wahr-
scheinlichkeit bezeichnet. Sie geht von speziellen Voraussetzungen fiir die zu be-
trachtenden Ereignisse aus. Man bezeichnet ein Ereignis als atomar, wenn es nicht
mehr in echte Teilereignisse zerlegt werden kann. Betrachtet man als Beispiel den
zufilligen Versuch des Werfens mit einem Wiirfel, so sind die atomaren Ereignis-
se gegeben durch das Wiirfeln der Zahlen von Eins bis Sechs. Ein nicht atomares
Ereignis wére eine gerade Zahl zu wiirfeln. Dieses Ereignis enthélt die kleineren
Ereignisse {2}, {4}, {6}. Folgende Voraussetzungen miissen erfiillt sein, damit man
die Definition der klassischen Wahrscheinlichkeit anwenden kann:

e Es gibt nur endlich viele atomare Ereignisse.

e Es gibt keinen Grund zur Annahme, dass eines dieser zufélligen Ereignisse

bevorzugt auftritt. Die atomaren Ereignisse sind also gleichberechtigt.

Das Werfen eines fairen Wiirfels ist ein Beispiel, bei dem die Voraussetzungen fiir
die klassische Wahrscheinlichkeit erfiillt sind. In der Tat gibt es keinen Grund zur
Annahme, dass eine Sechs durchschnittlich hdufiger auftritt als eine Eins.

DEFINITION 2.7. Angenommen, die obigen Voraussetzungen sind erfillt. Dann be-
zeichnen wir als klassische Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A den Quotienten
P(A) — Anzahl der verschiedenen atomaren Ereignisse, die A ausfillen
(4) = Gesamtanzahl der atomaren Ereignisse '

Es ist klar, dass P(A) eine Zahl zwischen Null und Eins ist. Als einfaches Beispiel
betrachten wir das Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel. Sei A das Ereignis, eine gerade
Zahl zu wiirfeln, dann setzt es sich aus drei atomaren Ereignissen zusammen. Insge-
samt gibt es sechs atomare Ereignisse. Damit ist die klassische Wahrscheinlichkeit

von A

3
Dieses Ergebnis spiegelt wider, dass man in 50% der Wiirfe durchschnittlich eine
gerade Zahl erhalten wird.

Wir betrachten zwei weitere Beispiele: Wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit,
beim Lotto 6 aus 49 einen Sechser und einen Vierer zu gewinnen. Ein atomares
Ereignis besteht darin, dass genau eine Kombination von sechs Zahlen gezogen wird.
Also ist die Anzahl aller atomaren Ereignisse gleich K, = (Z) =13983816, wobei
n = 49 und k = 6 ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass genau ein Tippschein die zuféllig
gezogenen sechs richtigen Zahlen enthalt ist gleich
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1
13983816
Um die Wahrscheinlichkeit fiir einen Vierer zu berechnen, miissen wir die Anzahl
der atomaren Ereignisse bestimmen, die den Vierer ausfiillen. Dazu wollen wir ohne
Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass die gezogenen sechs Zahlen die
Zahlen von Eins bis Sechs sind. So kénnte eine Moglichkeit fiir einen Vierer gegeben
sein durch

P(Sechser) = ~7.15-1078.

(1,2,3,4, *, %),
wobei * fiir eine nichtrichtige Zahl, also eine Zahl von 7 bis 49, steht. Die Anzahl
dieser Vierer betragt (423) = 903. Entsprechend wiirde es auch 903 Vierer mit
festgelegten vier Richtigen

(1’ 2’ 3) 57 *7 *)’

und so weiter geben. Da es insgesamt = 15 verschiedene Vierer gibt und die

6
4
Anzahl der verschiedenen Tippmdglichkeiten 13983816 betrégt, erhélt man

. 903 - 15
P(Vierer) = 13983816 — 0.00096.
Ein weiteres Beispiel ist das Werfen zweier unterscheidbarer Wiirfel. Wir nehmen
an, dass der eine Wiirfel rot und der andere Wiirfel blau ist. So wiirde (1,4) das
Ereignis charakterisieren, mit dem roten Wiirfel eine 1 und mit dem blauen Wiirfel
eine 4 zu wiirfeln. Die atomaren Ereignisse sind die geordneten Paare der Zahlen
von 1 bis 6. Die Anzahl der stochastisch gleichberechtigten atomaren Ereignisse ist
36. Das Ereignis A, das die Augenzahl des roten Wiirfels gleich der Augenzahl des

blauen Wiirfels ist, betragt damit

denn es gilt:
A = {(17 ]‘)’ (27 2)7 (3’ 3)7 (47 4)’ (57 5)7 (6’ 6)}7

was bedeutet, das A aus sechs atomaren Ereignissen besteht.

Der eben eingefiihrten Methode, Wahrscheinlichkeiten auf theoretische Weise zu be-
stimmen, soll nun eine Methode gegeniibergestellt werden, die als empirisch ange-
sehen werden kann. Solche Voraussetzungen, wie fiir die Einfithrung der klassischen
Wabhrscheinlichkeit erforderlich sind, miissen jetzt nicht gemacht werden. Dazu be-
trachten wir das Ereignis A, welches das Ergebnis eines zufélligen Versuches sein
kann. Der Versuch werde nun n mal hintereinander ausgefiihrt. Dabei zéhlen wir,
wie haufig A eintritt und berechnen daraus die relative Haufigkeit

o (A) = Anzahl des Auftretens von A bei n Versuchen

n
Wir interessieren uns nun fiir b, (A), falls n gegen unendlich konvergiert. Das Dia-
gramm (2) zeigt die relative Haufigkeit des Ereignis Zahl beim Miinzwurfversuch
in Abhangigkeit von n.
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ABBILDUNG 6. Relative Haufigkeit fiir das Ereignis Zahl in Ab-
hangigheit von n.

Man sieht, dass sich nach Schwankungen des Wertes fiir die relative Haufigkeit, ein
fester Wert fiir einen grofien Wert von n einstellt. Dieses Verhalten von h,,(A) kann
als Konvergenz interpretiert werden.

DEFINITION 2.8. Der Grenzwert von hy,(A) fir n — oo ist die Wahrscheinlichkeit
von A:

nhﬁrr;c) hn(A) =P(A).
Der Grenzwert P(A) idealisiert das Verhalten von h,(A), in dem Sinn, dass sich
fiir h,,(A) fiir einen grofien Wert n ein fester Durchschnittswert einstellt. Fiir das
Ereignis Zahl beim Wiirfeln ist dieser Wert 0.5.
Die so gebildete Wahrscheinlichkeit wird als statistische Wahrscheinlichkeit bezeich-
net.
Die Definition der statistischen Wahrscheinlichkeit kann an folgendem Beispiel ver-
deutlicht werden. Betrachtet man die Hochrechnungen im Verlaufe eines Wahl-
abends, so werden diese mit zunehmender Zahl der ausgewerteten Stimmabgaben
immer genauer. Die Schwankungen gegeniiber der endgiiltigen Stimmenverteilung
flachen im Laufe der Zeit immer mehr ab, was als Konvergenz interpretiert werden
kann.

3. Die axiomatische Definition einer Wahrscheinlichkeit

Die im letzten Abschnitt eingefithrte klassische Wahrscheinlichkeit hat den Nach-
teil, dass sie an sehr spezielle Voraussetzungen gebunden ist. Diese Voraussetzungen
sollen im folgenden fallen gelassen werden. Wir wollen somit eine sehr allgemein an-
wendbare Definition der Wahrscheinlichkeit geben. Bevor wir aber diese Definition
geben kénnen, miissen wir noch Familien von Ereignissen betrachten, fiir die die
Definition der Wahrscheinlichkeit dann Sinn machen wird.

Wir betrachten die elementaren Werte (Elementarereignisse) eines zufélligen Ver-
suches. Darunter verstehen wir die (Zahlen)werte, die das Ergebnis eines zufalligen
Versuches sind. Da es sicher ist, dass bei der Versuchsdurchfiihrung irgendeiner
dieser Werte auftritt, ist die Menge aller moglichen elementaren Versuchsausgénge
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gleich dem sicheren Ereignis 2. Wiirde beispielsweise ein Versuch in der Bestim-
mung der Lebensdauer einer Glithbirne einer bestimmten Produktionsserie beste-
hen, so ware dieser elementare Wert die Zahl, die der Lange der Brenndauer einer
zuféllig ausgewéhlten Gliithbirne aus dieser Serie entspricht. Diese Zeit existiert
zwar, sie kann aber nicht genau aufgrund von Messungenauigkeiten bestimmt wer-
den. Man ist deswegen auch nur in der Lage, gewisse Intervalle anzugeben, in der die
Gliihbirne ausféllt beziehungsweise nicht ausfillt. Vom Standpunkt der Qualitéts-
kontrolle ist man an Ereignissen wie Fine Glihbirne lebt linger als 1000 Stunden in-
teressiert. Diesem Ereignis entspricht das Intervall (1000, co). Diese interessierenden
Ereignisse und weitere Ereignisse, die notwendig fiir die Definition einer Wahr-
scheinlichkeit sind, werden zusammengefasst:

DEFINITION 2.9. Gegeben sei die Menge Q0 aller elementaren Ereignisse eines
zufilligen Versuches. Eine Teilmenge der Potenzmenge' von Q0 heifit Ereignisfeld
E, falls gilt:
e Das sichere Ereignis Q € £.
o Falls A€ &, dann ist auch A € £.
e Falls Ay, As,--- abzdhlbar viele dieser Ereignisse aus & sind, dann ist
auch die Vereiningung
U
i=1

m € enthalten.

In der obigen Definition ist keine Aussage iiber den Durchschnitt und {iber das
unmogliche Ereignis () gemacht worden. Aus diesen Axiomen erhalten wir die Fol-
gerung:

LEMMA 2.10. Falls Ay, As,--- € €, dann ist auch

ﬁAi eé.
=1

Auperdem ist das unmaogliche Ereignis () € £.
BEWEIS. Es gilt nach den De Morganschen Regeln:

i=1 i=1

Da die Komplemente von Ereignissen aus € in & liegen, gehoren die A; zu £. Wei-
terhin ist deren Vereinigung in & enthalten.
Wegen Q € £ ist auch Q=0 € €. O

Beispiel: Wir betrachten eine Anzahl von gleichgroen Kugeln, die in einer nicht-
einsehbaren Kiste liegen. Diese Kugeln sind von 1 beginnend durchnumeriert. Wei-
terhin sind diese Kugeln unterschiedlich gefarbt. Speziell sind in dieser Kiste s
weifle, t schwarze, u rote und v griine Kugeln, wobei die Kugeln mit den Nummern
von Eins bis s die weiflen Kugeln, von s + 1 bis s + ¢ die schwarzen, und so weiter,
sind. Insgesamt sind also n = s + t + v + v Kugeln in der Kiste.

Der zuféllige Versuch besteht in der zufilligen Entnahme einer Kugel, wobei wir

IDie Potenzmenge ist die Menge aller Teilmengen von (2, einschliefllich 2 und der leeren
Menge 0.
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uns die Nummer der entnommenen Kugel notieren. Die Elementarereignisse sind
also die Nummern der gezogenen Kugeln. Das elementare Ereignis des Ziehens der
Kugel ¢ werde mit w; bezeichnet. Die Menge aller Elementarereignisse ist dann
gegeben durch

{wy, wa, -+ ,wpt = Q.
Das Ereignisfeld besteht in diesem Fall aus der Menge aller Teilmengen von 2, also
der Potenzmenge 2. Ein Element dieses Ereignisfeldes ist das Ereignis, eine Kugel
mit ungerader Numerierung zu ziehen. Ein anderes Ereignis ware, die Kugel mit
der Nummer 1 zu ziehen, oder eine rote Kugel zu ziehen.
Wir fiithren den Versuch noch einmal durch, wobei jetzt nicht die Nummer der
gezogenen Kugel, sondern deren Farbe interessiert. Die Ereignisse des Ereignisfeldes
sind jetzt gegeben durch:

A:{wlv"' aws}a

B ={wsy1, - ,Wstt},
C= {ws+t+17 ce 7ws+t+u}7
D= {ws+t+u+1a T 7ws+t+u+v}-

In diesem Fall besteht das Ereignisfeld aus
{0, A,B,C, D, AUB, AUC, AUD, BUC, BUD,CUD
AUBUC, AUBUD, AUCUD, BUCUD,Q}.
(Man tiberpriife diese Aussage.) Speziell zeigt das letzte Beispiel, dass die elemen-

taren Ereignisse nicht unbedingt zum Ereignisfeld gehdren miissen.

Wir sind nun in der Lage, die mathematischen Eigenschaften eines Mafles anzu-
geben, das zur Charakterisierung der durchschnittlichen Haufigkeit des Eintretens
von zufalligen Ereignissen dienen soll.

DEFINITION 2.11. Eine Funktion P, definiert auf einem Ereignisfeld € und einem
Wertevorrat enthalten in [0, 1], heifft Wahrscheinlichkeit, falls

(1) P(Q) = 1.

Es seien Ay, Ao, -+ abzdhlbar unendlich viele paarweise unvereinbare Ereignisse
aus €. Dann ist

[ee] (oo}
(2) ]P)(U 4;) = ZP(Ai)-

i=1 i=1
Dabei bedeutet paarweise unvereinbar, dass fiir A;, A; mit Indices 1 # j die Eigen-
schaft A;NA; =0 gilt.

Wir betrachten einige elementare Folgerungen aus der Definition der Wahrschein-
lichkeit:

FOLGERUNG 2.12. Es gilt P()) = 0.

Man setze A; = Q, Ay = A3 = --- = (). Diese Ereignisse sind paarweise unvereinbar.
Somit gilt nach(1) und(2)
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1=PQ)=PQUAUA3U---)=P(Q) + P(A3) + P(A3) + - -+,
woraus folgt, dass P(As) = 0 ist.

FOLGERUNG 2.13. Die Gleichheit im Aziom (2) ist auch erfillt fir endlich viele
Ereignisse A; falls diese unvereinbar sind:

k k
P(lJ Ai) = _P(A)
i=1 i=1
Man setze Agt1, Agto, --- = 0 und wende P(Ay4;) =0, j=1,2,--- an.

Speziell gilt fiir zwei unvereinbare Ereignisse A, B:

(3) P(AUB) =P(A) +P(B).
FOLGERUNG 2.14. Fiir jedes Ereignis aus & gilt:

(4) P(A)+P(A) =1
BEsgilt AUA =Q, AN A = (). Wegen der letzten Beziehung kann (3) fiir B = A
angewandt werden.

FOLGERUNG 2.15. Fulls fiir zwei Ereignisse A, B aus £ gilt A C B dann ist P(A) <
P(B).

Man benutze B = AU (B \ A), wobei AN (B\ A) = () ist. Dann wende man (3) an.

Die Axiome und die elementaren Folgerungen reflektieren die elementaren Eigen-
schaften des Messens. Misst man beispielsweise die Relativgewichte zweier unter-
schiedlicher Massen eines Systems, so ist die Gesamtmasse gleich der Summe der
Massen der beiden Teilmassen, das heifit es gilt (3).

Wir wollen untersuchen, ob die von uns eingefiihrten Wahrscheinlichkeiten den obi-
gen Axiomen entsprechen. Zuerst betrachten wir die klassische Wahrscheinlichkeit.
Wir nehmen an, dass ein zufélliger Versuch endlich viele gleichberechtigte elemen-
tare Ereignisse besitzt. Dann kénnen wir annehmen, dass die atomaren Ereignisse
durch die elementaren Ereignisse gegeben sind. Als Ereignisfeld wahlen wir die
Potenzmenge der atomaren Ereignisse. Da

_ Angzahl aller atomaren Ereignisse

P(Q2) = =
(@) Anzahl aller atomaren Ereignisse ’

ist das erste Axiom einer Wahrscheinlichkeit erfiillt. Das Additionsaxiom betrach-
ten wir nur fiir zwei Ereignisse. Fiir endlich viele Ereignisse oder fiir abzahlbar
unendlich viele Ereignisse gilt es natiirlich auch. Im letzten Fall miissen dann aber
auBer endlich vielen Ereignissen, unendlich viele Ereignisse als unmdgliches Ereig-
nis angesetzt werden. Fir die Vereinigung von zwei Ereignissen, die unvereinbar
sind, ergibt sich die Anzahl der enthaltenen atomaren Ereignisse als Summe der
atomaren Ereignisse der einzelnen Ereignisse. Das heif3t, falls #A die Anzahl der
atomaren Ereignisse in A bezeichnet:

#(A1 U Ag) = F A, + #As.
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Daraus ergibt sich trivialerweise die Additionsbeziehung fiir Wahrscheinlichkeiten.
Ahnlich fiir die statistische Wahrscheinlichkeit: Da fiir jedes n gilt:

hn(2) =1
gilt auch fiir den Grenzwert

Tim h(Q) = 1 =P(Q).

Weiterhin gilt fiir zwei unvereinbare Ereignisse A, B:

hn(AUB) = hy,(A) + hy(B).
Beim Grenziibergang fiir n — oo bleibt diese Beziehung erhalten. Damit gilt das
Additionsaxiom.

Wir definieren ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf der Menge der reellen Zahlen R. Es
sei f(x) eine Funktion mit nicht negativen Werten und mit Definitionsbereich R.
Der Flacheninhalt unter der Kurve sei Eins:

[ O; Fa)de = 1.

Fiir ein Intervall aus R bilden wir eine Maflzahl wie folgt:

P(I) = Fliche iiber dem Intervall unter der Funktion.

Dann ist P(R) = 1 und der Flicheninhalt {iber zwei disjunkten Teilintervallen ist
gleich der Summe der Flacheninhalte tiber beiden Intervallen.

Wir haben die Frage offen gelassen, ob die Intervalle ein Ereignisfeld bilden. Das ist offen-
bar nicht so, denn die Vereinigung zweier Intervalle ist im Allgemeinen kein Intervall. Als
Ereignisfeld wéhlt man die sogenannte Borel-o-Algebra. Das ist das kleinste Ereignisfeld,
das alle Intervalle enthélt, siehe [2] Seite 165.

Der folgende Satz erlaubt eine Verallgemeinerung von (3), falls die Voraussetzung,
dass A, B unvereinbar sind, nicht erfiillt ist.

SATz 2.16. (Additionssatz) Gegeben seien zwei beliebige Ereignisse A, B aus .
Dann gilt:

(5) P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

BEWEIS. Essei C':= A\ (AN B). Wegen der Definition von C ist der Durch-
schnitt von C' und der Menge B leer (siche Abbildung 7).

Esgilt CU(ANB)=A,CNB=10. Da AN B C B ist auch
CN(ANB)=1
und weiterhin C'U B = AU B. Damit gilt nach (3)

P(A) = P(C' U (AN B)) = P(C) + P(AN B)
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ABBILDUNG 7. C=A\B=A\(ANB)

und somit

Ahnlich erhiilt man

P(AU B) = P(C'UB) = P(C) + P(B)
= P(A) — P(AN B) + P(B).

Man iiberlege, wie der Additionssatz fiir drei oder mehr Ereignisse
P(AUBUC)

hergeleitet werden kann.

Beispiel: Es sei A; das Ereignis, dass eine Person regelméfig ins Kino geht und
As, dass eine Person regelméflig TV schaut. Bei einer statistischen Erhebung wurde
festgestellt, dass eine Person mit Wahrscheinlichkeit von 0.2 regelméafig ins Kino
geht und regelméBig TV sieht (Ereignis Ay N Ag). Mit einer Wahrscheinlichkeit von
0.6 sieht eine Person nicht regelméafig Fernsehen und mit einer Wahrscheinlichkeit
von 0.3 geht sie regelméfig ins Kino. Man berechne die Wahrscheinlichkeit von As,
AN AQ und A; U As.

Es gilt:
P(Az) =1 —P(A3) =1—0.6 = 0.4.
Desweiteren gilt:
(Al n Ag) U (Al n AQ) = Ay, (Al N AQ) N (Al N AQ) = 0.

Damit gilt nach dem Additonsaxiom

P(Ay) = P(4; N Az) + P(A; N Ay),
P(A; N Ag) =P(A;) —P(A; N Ap) =0.3—0.2=0.1.

Nach dem Additionssatz erhalt man
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Es kann auch noch P(A;UA5) ausgerechnet werden. Es gilt nach den De Morgansche
Regeln:

]P)(Al @] /_12) = P(Al N AQ) =1- P(Al N Ag) =1-0.2=0.8.

Spéter benotigen wir auch noch die folgende Definition:

DEFINITION 2.17. Wir nennen eine Folge von Ereignissen (A;)ien monoton fallend,
falls gilt:

A13A23A33"'.
FEine Folge von Ereignissen (A;);en wird monoton wachsend genannt, falls gilt:

A1CA2CA3C~'~.

Die im folgenden Satz formulierte Eigenschaft der Wahrscheinlichkeit heifit Stetig-
keit der Wahrscheinlichkeit.

SATZ 2.18. Gegeben sei eine monoton fallende Folge von Ereignissen (A;)ien. Dann
gilt
P(() Ai) = lim P(4;).
ieN 1—> 00
Sei nun die Folge (A;)ien monoton wachsend, dann ist
P(|JA4i) = lim P(4;).

i€N



KAPITEL 3

Die bedingte Wahrscheinlichkeit

1. Die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit

Haufig werden Wahrscheinlichkeiten benétigt, fiir die gewisse Bedingungen voraus-
gesetzt werden. Spezielle Anwendungen finden sich bei den Lebensversicherungen.
Um die Versicherungsraten errechnen zu koénnen, die ein Versicherter zahlen muss,
miissen aus Statistiken zum Beispiel folgende Wahrscheinlichkeiten ermittelt wer-
den:

Wahrscheinlichkeit, dass ein Mann 70 wird, unter der Bedingung, dass er 30 ge-
worden ist.

Es wird also nicht die Wahrscheinlichkeit ermittelt, dass irgendein Mann 70 wird.
Es interessiert die Wahrscheinlichkeit, dass irgendein Mann, der die Bedingung
erfillt 30 zu sein, 70 wird.

Entsprechendes statistisches Zahlenmaterial ist in den sogenannten Sterbetafeln zu-
sammengefasst, die zum Handwerkszeug jedes Versicherungsmathematikers gehoren.

DEFINITION 3.1. Es sei A € £ ein Ereignis, P(A) > 0. Die bedingte Wahrschein-
lichkeit von B € & ist definiert durch

(6) P(BIA) = PalB) = 5

P(B|A) wird als Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung von A bezeichnet.
Die bedingte Wahrscheinlichkeit bringt eine gewisse Anteiligkeit zum Ausdruck.
Diese Anteiligkeit (Abbildung 1) erlaubt es, eine neue Wahrscheinlichkeit zu definie-
ren. Betrachtet man P(-|A), wobei fiir - ein beliebiges Ereignis aus dem Ereignisfeld
€ eingesetzt werden kann, so definiert der Ausdruck P(-|A) eine Funktion auf den
Ereignissen aus £, die alle Voraussetzungen der Definition 2.11 erfiillt. Es gilt also
das Additionsaxiom (2) und P(Q2]A) = 1. Da aber diese Axiome fiir die bedingte
Wabhrscheinlichkeit erfiillt sind, konnen auch alle anderen allgemeinen Eigenschaften
einer Wahrscheinlichkeit gefolgert werden, wie zum Beispiel der Additionssatz

P(C U B|A) = P(C|A) + P(B|A) — P(C N B|A).

Wir haben bisher nur die Wahrscheinlichkeiten von Vereinigungen untersuchen
konnen. Dazu haben wir den Additionsionssatz oder das Additionsaxiom benutzt.
Aufgrund der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit sind wir in der Lage, die
Wahrscheinlichkeit fiir den Durchschnitt berechnen zu kénnen.

SATZ 3.2. Falls P(A) > 0, so gilt:
(7) P(ANB) =P(B|A) - P(A).

27
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ABBILDUNG 1. Anteil der schwarzen Flache AN B an A

Falls auch noch P(B) > 0 gilt, so ist
(8) P(ANB) =P(A|B) - P(B).

Diese Formeln erhélt man ganz einfach durch Umstellen der obigen Definitionsfor-
mel (6) der bedingten Wahrscheinlichkeit. Satz 3.2 wird Produktsatz genannt.

Wir wollen nun als Verallgemeinerung von Satz 3.2 eine Formel fiir

P(ANBNC)
herleiten. Aufgrund von Satz 3.2 gilt:
(9) P(ANBNC)=P((BNC)NA)=P(BNC|A)-P(A),

falls P(A) > 0. Wir benutzen fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit P(-|A) das Symbol
PA(-). DaP4 alle Eigenschaften einer Wahrscheinlichkeit besitzt, gilt natiirlich auch
der Produktsatz fiir die bedingten Wahrscheinlichkeiten:

PA(BNC) =Pa(B)-Pa(C|B).
Fiir P4(C|B) konnen wir somit schreiben:

PA(CIB) = AT

A C
A pAnBNC)

P(ANB -
<P(A) ) P(AN B)

=P(C|AN B)

falls P(ANB) =. Fassen wir alle Formeln zusammen, so erhalten wir wegen P4 (B) =
P(BJA)
P(ANBNC)=PA)PB|A)P(C|AN B).

Beispiel: Eine Firma baut Computer. Es bezeichne A; das Ereignis, dass ein pro-
duzierter Computer nicht funktionstiichtig ist. Die Wahrscheinlichkeit dafiir sei 0.2.
Diese nicht funktionstiichtigen Computer miissen nachgebessert werden. Es sei A,
das Ereignis, dass ein Computer nach der ersten Nachbesserung nicht betriebsbereit
ist und entsprechend As sei das Ereignis, dass ein Computer nach der ersten und
zweiten Nachbesserung nicht betriebsbereit ist. 12% der einmal nachgebesserten
Computer sind nicht betriebsbereit und 5% der zweimal nachgebesserten Compu-
ter sind nicht betriebsbereit. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als
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zwei Nachbesserungen notwendig sind?
Das dazu gehorige Ereignis kann wie folgt ausgedriickt werden:

AN AyN As.

Die Prozentzahlen in der Aufgabe beziehen sich auf den Anteil, der im vorangehen-
den Produktionsschritt noch defekten Computer. Sie konnen als bedingte Wahr-
scheinlichkeiten P(Az| A1) und P(As|A2 N A;) interpretiert werden. Nach (9) gilt

]P)(Al NAsN Ag) = P(Al) . ]P(A2|A1) . P(A:;‘AQ N Al) =0.0012=0,2-0,12-0,05.

Die folgende Anwendungen koénnen mittels des Produktsatzes hergeleitet werden.

2. Einige Sitze iliber die bedingte Wahrscheinlichkeit

Die im letzten Abschnitt hergeleiteten Eigenschaften fiir die Wahrscheinlichkeit des
Produktes zweier Ereignisse erlauben uns den Satz von der bedingten Wahrschein-
lichkeit zu formulieren. Um den Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit formulieren
zu konnen, benodtigen wir die Definition eines vollstdndigen Systems von Ereignis-
sen:

DEFINITION 3.3. Eine Menge von Ereignissen (A;)i=1,.... wird vollstindiges System
von Ereignissen genannt, falls gilt:

Ua=2 AN A; =0, fallsi# j, P(A;) # 0.
=1

Darauf aufbauend gilt der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

SATZ 3.4. Es sei (A;)i=1,...n ein vollstindiges System von Ereignissen mit einer
Wahrscheinlichkeit P(A;) > 0. Dann gilt fir ein beliebiges Ereignis B:

P(B) = ) P(B|A)P(4)).
i=1

BEWEIS. Da (A;)i=1,.. n ein vollstindiges System von Ereignissen ist, kann B

wie folgt geschrieben werden
B=|J(BNnA), (BNA)N(BNA;)=0firi#j
i=1

Damit gilt nach dem Additionsaxiom (2) und der Definition der bedingten Wahr-
scheinlichkeit

B(B) =S B(BNA) = Y P(BIAB(A).

i=1

O

Beispiel: Bei der Giitekontrolle wird ein Ausschussteil mit Wahrscheinlichkeit von
0.9 erkannt. Ein einwandfreies Teil wird mit Wahrscheinlichkeit von 0.85 als sol-
ches erkannt. Der Ausschussprozentsatz betrdgt 5% (Ereignis As). Wie grof ist
die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig ausgewahltes Teil als fehlerhaft eingestuft
wird? Das Ereignis, dass ein Teil als fehlerhaft eingestuft wird, sei mit B bezeichnet.
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Falls A; das Ereignis kein Ausschuss bezeichnet, so ist (A;);=1,2 ein vollstdndiges
System von Ereignissen. Weiterhin gilt:

P(B|A;) =1—-P(B|A;) =1-0.85=0.15
P(B|As) = 0.9.
Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit folgt somit:
P(B) = P(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(A2) = 0.1875.

Der folgende Satz erlaubt die Berechnung von bedingten Wahrscheinlichkeiten aus
anderen bedingten Wahrscheinlichkeiten, wobei sich Ereignis und Bedingung aus-
tauschen.

Satz 3.5. (Bayes Formel) Es sei (A;)i=1,..n ein vollstindiges System von Ereignis-
sen mit P(A4;) > 0 und B ein Ereignis mit P(B) > 0. Dann gilt:
P(B|A;)P(A;)
251 P(BIA)P(4;)
Dieser Satz erlaubt also P(A;|B) zu berechnen, falls P(B|4,), j =1,--- ,n bekannt

ist. Der Term im Nenner im letzten Satz ist nach dem Satz der totalen Wahrschein-
lichkeit gleich P(B).

P(Ai|B) =

Beispiel: Bezugnehmend auf das letzte Beispiel interessiert die Wahrscheinlichkeit,
dass sich ein einwandfreies Teil unter den als mangelhaft eingeschiatzten Teilen
befindet. Nach der Bayesschen Formel gilt:

P(B|A1)P(A:)

= 0.76.

3. Unabhéangigkeit von Ereignissen

Es seien A, B zwei Ereignisse. Diese Ereignisse werden als stochastisch unabhdngig
bezeichnet, falls das Eintreten von A nicht die Wahrscheinlichkeit des Eintretens
von B beeinflusst. Diese Beziehung kann mittels der Definition der bedingten Wahr-
scheinlichkeit auch wie folgt formuliert werden.

DEFINITION 3.6. Gilt fiir ein Ereignis A die Beziehung P(A) # 0, dann sind A und
B unabhdngig, falls

(10) P(B) = P(B|A).
Durch Anwendung von (7) erhélt man aus (10)
(11) P(AN B) =P(A) - P(B).

Diese Beziehung ist auch richtig, falls P(A), P(B) = 0 sind. Man nennt (10) den
Produktsatz fiir unabhdngige Ereignisse. Da man den Durchschnitt von Ereignissen
auch als Produkt von Ereignissen bezeichnen kann, kann diese Version des (allge-
meinen) Produktsatzes auch wie folgt formuliert werden:

Die Wahrscheinlichkeit des Produktes zweier Ereignisse ist gleich dem Produkt der
Wahrscheinlichkeiten.

In der obigen Formulierung der Beziehung Unabhdngigkeit ist kein Unterschied zwi-
schen A und B zu erkennen, obwohl in der Formel (10) A und B nicht symmetrisch
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auftreten. In der Tat erhédlt man, falls P(B) # 0 gilt, durch Umstellen der in (10)
vorkommenden bedingten Wahrscheinlichkeit nach P(A):

P(AN B)
P(A) = PB) P(A|B).
Somit ist falls B unabhéngig von A auch A unabhéngig von B. Damit ist also die
Sprechweise A und B sind unabhdngig, die die Gleichberechtigung von A und B
beziiglich stochastischen Unabhéngigkeit ausdriickt, gerechtfertigt.
Falls zwei Ereignisse nicht unabhéngig sind, werden sie als abhingig bezeichnet.
Ahnlich wie bei der Unabhingigkeit ist A abhingig von B genau dann, wenn B
abhéngig von A ist. Gewisse Kausalitdten zwischen A und B koénnen nicht durch
diese stochastische Definition der Unabhéngigkeit beschrieben werden.

Die Unabhéngigkeit von mehr als zwei Ereignissen wird wie folgt definiert:

DEFINITION 3.7. Die Ereignisse Aq,--- , A, heiffen unabhdngig voneinander, falls
fir jede aus mindestens zwei Ereignissen bestehende Teilmenge Ay, -+, Ap,, 1 <
j<n,n; €{l,---,n} von Ay,---, A, gilt:

P(Ap, M-~ N Ap,) = P(An) - ... - P(4,,).

Unabhangigkeit spielt beim Verstdndnis vieler Modelle aus Natur- und Ingenieur-
wissenschaften eine wichtige Rolle. Wir betrachten den Weg eines Molekiils. Da
so ein Molekiil stdndig mit anderen Molekiilen zusammenstoft, geht sehr schnell
jede Information iiber die Wegrichtung verloren. Kleine Wegstiickchen sind also
unabhéngig voneinander.

BEMERKUNG 3.8. Sind A, B unabhiingig, so sind auch A, B oder A, B oder A, B
unabhéngig.

Beispiel: Das Ereignis A beim Wurf mit zwei Wiirfeln eine Sechs mit dem ersten
Waiirfel zu erzielen, ist unabhéngig von dem Ereignis B, mit dem zweiten Wiirfel
eine Sechs zu erreichen. Das ist intuitiv klar, kann aber auch mittels der obigen
Definition nachgerechnet werden. Es gilt

Damit ist
P(ANB) = 1
P(BJ|A) = —————= = 36 — 2 — P(B).
P(A) 3%. 6

Eine weitere Anwendung bezieht sich auf die Zuverléssigkeit von komplexen Sy-
stemen. So ein System setzt sich aus einfachen Teilsystemen zusammen. Die Sy-
stemfunktion eines solchen komplexen Systems beschreibt die Funktionstiichtigkeit
des komplexen Systems in Abhéngigkeit der Funktionstiichtigkeit der Teilsysteme.
Die einfachsten Systeme, aus denen man kompliziertere Systeme zusammensetzen
kann, sind das serielle und das parallele System (siehe Abbildung 2, 3).
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|

ABBILDUNG 2. Parallelschaltung

Es bezeichne A; das Ereignis, dass das Teilsystem i funktioniert. Desweiteren neh-
men wir an, dass die Funktionsweise der einzelnen Systeme untereinander un-
abhéangig ist, siehe Definition 3.7. Es sei S das Ereignis, dass das Gesamtsystem
funktioniert. Dann gilt fiir das serielle System:

S=AN---NA, S=4U---UA,.

Fiir das parallele System erhalt man

S=A4U---UA,, S=AnN--NA,.
Somit gilt fiir das serielle System 3)

ABBILDUNG 3. serielle Schaltung

P(S) = [[P(4).
i=1

Fiir das parallele System kénnte P(.S) mittels des Additionssatzes ausgerechnet wer-
den, wobei die dabei auftretenden Wahrscheinlichkeiten von Durchschnitten mittels
Produktsatz gebildet werden kénnen. Schneller geht es wie folgt:

P(S) =1—-P(5) =1—P(A;) ... P(A,)
=1 (1—P(A)) ... (1 —P(A,))).



KAPITEL 4

Zufallsvariable und deren Verteilung

1. Einfithrung von Zufallsvariablen

Ergebnisse eines zufélligen Versuches sind Ereignisse, die mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit auftreten. Im Folgenden wollen wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung
eines zufalligen Versuches beschreiben. Das bedeutet, wir beschreiben, wie sich die
Wahrscheinlichkeitsmasse (die ja Eins ist) auf die einzelnen Ereignisse verteilt.

Es ist im Allgemeinen méglich, die Ergebnisse eines zufélligen Versuches als Zah-
lenwerte zu interpretieren. Liefert der zuféllige Versuch Miinzwurf die beiden Ver-
suchsausgénge Kopf oder Zahl, so kann Kopf als 0 und Zahl als 1 kodiert werden.
Diese zahlenméflige Interpretation eines zufélligen Versuches bezeichnet man als
Zufallsvariable oder Zufallsgrofie. Wir werden im weiteren beschreiben, wie sich die
Wabhrscheinlichkeiten auf den Werten der Zufallsvariablen verteilen. Man spricht
deswegen auch von der Verteilung einer Zufallsvariablen.

In der Praxis stellt man fest, das es Verteilungen fiir Zufallsvariablen gibt, die in den
verschiedensten Situationen immer wieder auftreten. Die bekanntesten dieser Ver-
teilungen sind unter anderem die Normalverteilung (weifles Rauschen, Fehlerrech-
nung), Exponentialverteilung (Zuverlassigkeitstheorie), Weibull-Verteilung (zufalli-
ge Korngrofien von Siebgut, zufillige Ausfallzeiten von Geréten unter Verschleif3),
Poisson-Verteilung (zufillige Linge von Warteschlangen) und die hypergeometri-
sche Verteilung (Qualitétskontrolle).

Als eine Anwendung, bei der die Zuvallsvariablen eine Rolle spielen, sei auch noch
die Simulation erwahnt. Um Simulationen sachgerecht durchfiithren zu kénnen, muss

Wert z von Z atomare Ereignisse P(Z =z)
2 (1,1) 5
3 (1,2),(2,1) =
4 (1,3),(2,2),(3,1) =
5 (1,4),(2,3),(3,2),(4,1) %
6 (1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1) 35
7 (1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1) %
8 (2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2) 36
9 (3,6),(4,5),(5,4),(6,3) =
10 (4,6),(5,5),(6,4) %373
11 (5,6),(6,5) o
12 (6,6) =

TABELLE 1. Der Zwei-Wirfel Versuch
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iber die auftretenden Zufallsvariablen mindestens n&herungsweise deren Wahr-
scheinlichkeitverteilung bekannt sein.
Wir betrachten nun einige einfache Beispiele:
Beispiel: Wir wiirfeln mit zwei Wiirfeln. Die Zufallsvariable Z ist bestimmt durch
die Summe der beiden Augenzahlen. Es sei w;, i = 1,2 das Ergebnis des i-ten
Wurfes, dann gilt Z = Z(w) = wy + we, w = (w1,ws). Der Wertevorrat von Z ist
gegeben durch

{2,3,4,--- ,12}.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung wird nun dadurch bestimmt, wie wahrscheinlich
es ist, dass die verschiedenen Werte von Z angenommen werden:

P(Z=2) firz=2,---,12.

Die Verteilung von Z wird durch die Tabelle 1 charakterisiert.

Eine Moglichkeit der graphischen Beschreibung ist durch das Diagramm in Abbil-
dung 1 gegeben.

Beispiel: Einem Warenposten von 100 Teilen werden zur Qualitétskontrolle 10
Teile entnommen, wobei die entnommenen Teile nicht wieder zuriickgelegt werden.
Falls das i-te entnommene Teil qualitatsgerecht ist, notieren wir w; =0, ¢ = 1, -- - 10.
Anderenfalls setzen wir w; = 1. Die Zufallsvariable Z gibt die Anzahl der defekten
Teile an:

10
Z=7Zw)= Zwi, w=(wi,...,w10)-
i=1

Die zugehorige Verteilung ist die hypergeometrische Verteilung, die im néachsten
Abschnitt beschrieben wird.

Beispiel: Die Zufallsvariable T" sei gegeben durch die zuféllige Lebensdauer einer
Gliihbirne aus einer bestimmten Produktionsserie. Im Unterschied zu den obigen
Beispielen liegen die Werte dieser Zufallsvariablen in einem Kontinuum und sind
nicht durch eine endliche oder abzahlbar unendliche Menge gegeben.

0.16 b
0.14 e o
0.12
0.1
0.08 ° °

0.06 ° °
0.04

2 4 6 8 10 12

ABBILDUNG 1. Einzelwahrscheinlichkeiten der Summe zweier Wiirfel

2. Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Wir wollen im Folgenden verschiedene Moglichkeiten kennenlernen, wie Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen beschrieben werden konnen.
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DEFINITION 4.1. Gegeben sei eine Zufallsvariable Z. Die durch
F(z)=P(Z <2z2)=P((—00,2]), z€R
definierte Funktion F(z) heifit die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen Z.

Der Wert eines Argumentes z ist also die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsva-
riable Z Werte kleiner oder gleich z annimmt. Der Definitionsbereich von F(z)
sind die reellen Zahlen, auch wenn die Zufallsvariable nur Werte in einer kleineren
Menge als R annimmt. Da eine Wahrscheinlichkeit immer Werte im Intervall [0, 1]
annimmt, Gibertrigt sich das auch auf die Verteilungsfunktion:

Db(F) =R,  Wv(F)c[0,1].

Beispiel: Die Verteilungsfunktion fiir das Wiirfelexperiment: Die Werte, die die
Zufallsvariable Z, die durch die gewiirfelten Augen gegeben ist, annimmt sind

{1,2,3,4,5,6}
und P(Z =) = % fir i = 1,...,6. Wir erhalten die Abbildung 2

0.5 —0

o 1 2 3 4 5 6

ABBILDUNG 2. Verteilungsfunktion des Wiirfelversuches

fiir die Verteilungsfunktion F'(z).
Aus der Definition ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufallsvariable
Z in einem Intervall (a,b] liegt

(12) P(Z € (a,b]) = F(b) — F(a).
Jede Verteilungsfunktion besitzt die folgenden Eigenschaften:

SATZ 4.2. Es sei F(z) die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen Z.
(i) F(z) ist monoton wachsend: aus z1 < zz folgt F'(z1) < F(22).

(ii) Es gilt im,_, o F(2) =0 und lim,_,o F(z) = 1.

(111) F(z) ist rechtsseitig stetig. lim, ., F'(z) = F(zo) fiir zo € R.

BEWEIS. (i) Aus z1 < 2 folgt P(Z € (—00,21]) < P(Z € (—o0, 22]), was nach

der Definition der Verteilungsfunktion dquivalent ist zu F(z1) < F(z2).
(ii) Wir beschrénken uns darauf zu zeigen, dass

lim F(z,)=0.

Zp—>—00
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Wir nehmen ohne Einschriankung der Allgemeinheit an, dass (z,) eine monoton
fallende Folge ist. Fir A,, = (—o0, z,] gilt:

Ao
n=1

Speziell ist die Folge von Ereignissen A, monoton fallend, siehe Definition 2.17.
Nun wenden wir den Satz 2.18 an. Wir erhalten
(o)
0="P(0) =P( Ol An) = lim P(4,) = lim F(z,).

(iii) Rechtsseitig stetig heifit, dass eine Verteilungsfunktion Spriinge (hebbare Un-
stetigkeiten) haben kann, dass aber auf der rechten Seite der Unstetigkeitsstelle der
Funktionswert definiert ist.
Fiir eine monoton fallende Folge z, mit Grenzwert zq gilt:

ﬂ (=00, zp] = (—00, 20].

n=1
Wendet man nochmals Satz 2.18 an, so ergibt sich

oo

F(z0) = P(Z € (=00, 20]) = P(() (—00, 2a])
= nh_)rglo P((—o0, 2,]) = nh_)n;o F(zy).

O

Im Folgenden werden wir zwei grofle Klassen von sich qualitativ unterscheidenden
Zufallsvariablen betrachten. Dabei handelt es sich um die diskreten und die stetigen
Zufallsvariablen.

DEFINITION 4.3. Eine Zufallsvariable heifst diskret, wenn sie endlich viele oder
unendlich abzdhlbar viele Werte annimmt. Eine Zufallsvariable heif§it stetig, falls
thre Werte ein Intervall, bestehend aus mehr als einem Punkt, ausfillen.

So definiert der Zufallsversuch des Wiirfelns, als auch der Qualitéatskontrolle von
10 Teilen aus einen Warenposten von 100 Teilen diskrete Zufallsvariable. Im Unter-
schied dazu ist die Lebensdauer einer Gliithbirne eine stetige Zufallsvariable. Denn
als Ausfallszeitpunkt kommt jede positive reelle Zahl in Frage.

Wir wollen nun einige diskrete Zufallsvariable detailliert betrachten. Wir nehmen
an, dass die Zufallsvariable Z die Werte

21y 2, 235 24"

besitzt. Die Wahrscheinlichkeiten, dass diese Werte durch die Zufallsvariable ange-
nommen werden, bezeichnen wir mit p;:

Will man die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass Z Werte in einer Menge A an-
nimmt, so gilt:
P(Z € A)= > pi
z;€EA
Wir betrachten nun einige spezielle Verteilungen, die in den verschiedensten Natur-
und Ingenieurwissenschaften ihre Anwendung finden.
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Wir beginnen mit der Binomialverteilung.

°
0.25

0.2 °
0.15
0.1 [

0.05

ABBILDUNG 3. Wahrscheinlichkeiten der (10, 0.3)-Binomialverteilung

Angenommen, ein zufélliger Versuch wird unter gleichbleibenden Bedingungen n-
mal ausgefiithrt. Die Ausginge der einzelnen Versuche beeinflussen sich nicht ge-
genseitig. Diese Bedingungen werden als Bernoulli Versuch bezeichnet. Bei jedem
dieser n Versuche interessieren nur zwei Ereignisse. Entweder das eine Ereignis A
tritt ein. Falls dieses Ereignis A nicht eintritt, so tritt A, das komplementire Er-
eignis, ein. Falls im i-ten Versuch A beziehungsweise A eintritt, so schreiben wir
dafiir A;, 4;, i =1,---,n. Man kann sich vorstellen, dass aus einem Warenposten n
Teile nacheinander entnommen werden und je nach dem, ob das i-te Teil defekt ist,
oder nicht, A; oder A; eintritt. Nach der Entnahme und Test des i-ten Teiles wird
dieses wieder in den Warenposten zuriickgelegt. Damit wird sichergestellt, dass die
einzelnen Versuche unabhingig voneinander stattfinden und dass die Versuchsbe-
dingungen unveréndert bleiben. Somit tritt A beziehungsweise A in jedem dieser n
Versuche mit gleicher Wahrscheinlichkeit ein. Wir nehmen also an, dass gilt:

P(A;) = p, P(A;) =1—p.
Die Binomialverteilung beschreibt die Wahrscheinlichkeiten, dass bei n Versuchen
k-mal das Ereignis A und n—k mal das Ereignis A auftritt. Diese Ereignisse werden
mit Bj bezeichnet. Wir berechnen im Folgenden die Wahrscheinlichkeiten dieser
Ereignisse.
Fiir By erhalten wir: - - -
Bo=A1NAsnN---NA,.
Aufgrund der Unabhéangigkeit dieser Ereignisse kann die Formel in Definition 3.7
flir unabhéangige Ereignisse angewandt werden. Somit erhalten wir die Wahrschein-
lichkeit
Fiir das Ereignis B; erhalten wir:
Bi=(ANAyn---A)U(A NAyNA3N---N AU
e U(A NN A, NA).

Aufgrund des Additionaxioms 2 (die eingeklammerten Ereignisse sind paarweise
unvereinbar) und des Produktsatzes fiir unabhéngige Ereignisse gilt

P(By) = np(1 —p)" .
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Fiir By gilt:
By=(A1NAyNAzN---NA) UAINANAsNAN---NA)U--- .

Die Anzahl der in Klammeren zusammengefafiten Ereignisse, die vereinigt werden,
kann mittels der Kombinatorik berechnet werden. Die Indizes der nicht iiberstri-
chenen Ereignisse in den einzelnen Klammern kénnen zu Zweierklassen zusammen-
gestellt werden. Dabei konnen in diesen Klassen n verschiedene Elemente stehen.
Da Wiederholungen nicht méglich sind und jedes Element hochstens einmal in einer
Zusammenstellung auftritt, wird die Gesamtheit dieser Klassen durch Kombination
n
2
Damit ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von B unter Beriicksichtigung
des Produktsatzes fiir unabhéngige Ereignisse

() = () 21—

Ahnlich kénnen die Wahrscheinlichkeiten von P(Bg), k = 3,--- ,n berechnet wer-
den

ohne Wiederholung gebildet. Es gibt also < solcher Zweierzusammenstellungen.

DEFINITION 4.4. Eine Zufallsvariable Z mit Werten 0, 1,--- . n heifit (n,p)-bino-
mialverteilt, falls

n —k
P(Z=k) = (k) pk(l -p)" k
firk=20,1,---,n gilt.

Beispiel: Es soll berechnet werden, wie grof§ die Wahrscheinlichkeit ist, beim fiinf-
maligen Werfen einer Miinze dreimal Wappen zu erhalten. Es sei Z die Zufalls-
variable, die zahlt, wie haufig bei fiinf Versuchen Wappen auftritt. Wir kénnen
beim Miinzwurf davon ausgehen, dass die entsprechenden Versuche unabhingig
unter gleichen Bedingungen durchgefiihrt werden, so dass die Voraussetzungen fir
die Binomialverteilung der Zufallsvariablen Z erfillt ist, Die Wahrscheinlichkeiten,
dass Zahl beziehungsweise Wappen auftritt, sind jeweils 0.5. Es ergibt sich:

P(Z=3)= (g) 0.5%0.5% = 0.3125.

Um die geometrische Verteilung zu beschreiben, nehmen wir an, dass ein zufélli-
ger Versuch unter gleichbleibenden Bedingungen beliebig oft wiederholt werden
kann. Dabei kénnen nur die Ereignisse A, A eintreten. Wir kénnen uns also einen
Bernoulli-Versuch vorstellen mit abzahlbar unendlich vielen Teilversuchen. Die
Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von A, A seien p, 1 — p. Die Zufallsvaria-
ble Z gibt an, bei welchem Versuch das erste Mal A eintritt. Es bezeichne B; das
Ereignis, dass A das erste mal beim i-ten Versuch eintritt und A; das Ereignis, dass
beim i-ten Versuch A eintritt. Es gilt:

BizAlﬁ--oﬂAi_lﬂ/L—.

Die Wahrscheinlichkeit fiir B; ergibt sich nach dem Produktsatz fiir unabhéngige
Ereignisse:

P(B;) =P(A1) ... - P(4;_1)P(4;) = p" (1 - p).
Speziell fiir ¢ = 1 erhalten wir die Wahrscheinlichkeit P(By) =1 — p.
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DEFINITION 4.5. Eine Zufallsvariable Z mit Wertevorrat N heifst geometrisch ver-
teilt falls gilt:

P(Z =1i)=p"'(1—p) firieN.

Im Unterschied zu der Binomialverteilung besitzt die geometrische Verteilung einen
abzahlbar unendlichen Wertevorrat.
Notwendig flir die Korrektheit der obigen Definition ist, dass die Summe der Ein-
zelwahrscheinlichkeiten Eins ergibt:

Die rechte Seite ist gleich

1-— =1-p)——=1
(1-p) ;p =P
nach der Formel fiir die geometrische Reihe.
Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit, dass nach dem vierten Miinzwurf das erste mal
Wappen auftritt ist

P(BsUBgU---) = (1—p)p' ' =1 —pp* > p'
i=5 =0
= (1—p)p4i =pt =0.0625
1—p ’ ’

falls wir unter A; die Ereignisse verstehen, beim i-ten Wurf Zahl zu werfen mit der
Wahrscheinlichkeit von 0.5.

Eine Grundverteilung der Qualitdtskontrolle ist die hypergeometrische Verteilung.
Waihrend wir, um die Voraussetzungen des Bernoulli Versuches zu sichern, bei der
Binomialverteilung entnommene Werkstiicke wieder zuriicklegen, werden nun die
getesteten Werkstiicke nicht wieder zuriickgelegt.

Wir leiten die hypergeometrische Verteilung an einem Beispiel ab:

Gegeben sei ein Warenposten mit N Werkstiicken. Davon seien M defekt. Es werden
n Werkstiicke zufillig entnommen. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit berechnen,
dass k der n entnommenen Werkstiicke defekt sind. Die Zufallsvariable Z zéhlt die
defekten Werkstiicke unter den n entnommenen Werkstiicken. Da die Entnahme von
beliebigen Kombinationen von n Teilen gleichberechtigt ist, kann die Definition der
klassischen Wahrscheinlichkeit zur Anwendung kommen. Damit gilt

v ) 0
()

fir kK = 0,--- ,n. Die Herleitung dieser Formel ergibt sich auf die gleiche Weise,
wie die Wahrscheinlichkeit berechnet wird, bei 6 aus 49 zum Beispiel einen Vierer
zu erhalten. Entsprechend versuche man das folgende Schema zu verstehen, falls
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x€{M+1,---, N} Nummern von nichtdefekten Teilen sind.

{1527"'ak7*7*a"'7*} (N_M)
—_—— —— n—k

{M—k+1,--- M, %%, %} (NM)
—_—— n—=k

n—k
Falls in der obigen Formel ein Binomialkoeffizient (Z) mit r < s auftritt, so wird
dieser Null gesetzt.

DEFINITION 4.6. Eine Zufallsvariable Z mit Wertevorrat {0,1,-- ,n} heifit hyper-
geometrisch verteilt, falls fiir Zahlen M, N, n, k € N gilt

o )G
()

firk=0,--- nund M >k,N—M >n—k und ansonsten Null.

Beispiel: In einem Warenposten von N = 100 Ventilen befinden sich M = 5 defekte
Ventile. Es werden 5 Ventile entnommen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass
man Null defekte Teile entnimmt.

Es sei Z die Zufallsvariable, die die defekten Teile zahlt. Wir haben zu berechnen

Mzzoy:GD(?>:aw.
(%)

Falls 7 klein ist, so kann die hypergeometrische Verteilung durch die Binomialver-
teilung ersetzt werden, wobei fiir die Wahrscheinlichkeit p = % gesetzt wird. In der
Tat, wird der Versuchsaufbau wenig gedindert, wenn bei einer groffen Anzahl von
Teilen wenige entfernt werden. Die Abweichung zwischen Binomialverteilung und
hypergeometrischer Verteilung ist in der Regel hinreichend klein, falls 7 < 0.05.

Die Poisson-Verteilung ist wieder eine Verteilung mit Wertevorrat Z*. Sie wird
zum Beispiel dazu genutzt, um zuféallige Anzahlen zu charakterisieren. So kann

zum Beispiel die zufillige Lange von Warteschlangen von Fahrzeugen an Ampeln
oder Jobs an Servern damit modelliert werden.

DEFINITION 4.7. Es sei A eine positive Zahl. Fine Zufallsvariable Z mit Wertevorrat
7 heift Poisson-verteilt, falls gilt
)\k
IED(Z:k):ETe-A firk=0,1,---.

Wir wollen noch die fiir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung notwendige Bedingung

fﬁw:n:1
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iberpriifen. Die Taylorentwicklung der Exponentialfunktion e* mit der Entwick-
lungsstelle Null fir x = A lautet

A M
€ :Zﬁ
k=0

Damit ist die obige Summe gleich Eins.

Die Binomialverteilung kann unter gewissen Bedingungen durch die Poisson-Vertei-
lung ersetzt werden. Die Abweichungen zwischen diesen Verteilungen sind hinrei-
chend klein, falls die Bedingung n > 50, p < 0.1 erfiillt ist. Als Parameter A wéahlt
man dann den Wert np. A entspricht dem durchschnittlichen Wert der Zufallsva-
riablen Z.

Tragt man die Einzelwahrscheinlichkeiten P(Z = i) = p(i) in einem Diagramm ab,
so erhédlt man Abbildung 4.

0.25
0.2 =
0.15
0.1

0.05

ABBILDUNG 4. Vergleich der FEinzelwahrscheinlichkeiten der
(50,0.05)-Binomialverteilung (graues Dreieck) und der 2.5-
Poisson-Verteilung (schwarzes Viereck). Die Dreiecke liegen héufig
iiber den Vierecken.

Wir wenden uns nun den stetigen Zufallsvariablen zu. Zur Erinnerung, eine Zufalls-
variable Z heifit stetig, wenn alle Werte in einem Kontinuum angenommen werden
koénnen. Die Beschreibung der Wahrscheinlichkeitsverteilung durch die Wahrschein-
lichkeiten, dass spezielle Werte von der Zufallsvariablen angenommen werden, ist
nicht sinnvoll. Es gilt namlich
P(Z=2)=0

fiir jedes z aus dem Wertevorrat von Z.

Ein Werkzeug, um solche Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu beschreiben, sind
Dichtefunktionen. Um diese Funktionen einzufiihren, unterteilen wir die Zahlen-
gerade in durchschnittsfremde Intervalle 7¢,, mit Léinge % Eine solche Unterteilung
bezeichnen wir mit II,,. Desweiteren betrachten wir die Wahrscheinlichkeiten, dass
Z Werte in den Intervallen 7!, annimmt:

P(Z em,), =i €ll,.

Wir zeichnen diese Wahrscheinlichkeiten in ein Histogramm fiir fest gewéhltes n
ein.
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0.25 m
0.2
0.15
’ . ‘ 5 HHMHHMS a0

ABBILDUNG 5. Histogramm (fiir sehr kleine Basisldnge) und Konturkurve

Dann verkleinern wir die Intervallingen der Intervalle 7, in dem wir n gegen un-
endlich laufen lassen. Dabei bildet sich iiber den Rechteckflachen eine Konturkurve
heraus, siche Abbildung 5. Diese Konturkurve beschreibt die Dichtefunktion der
Zufallsvariablen Z. Da die Flacheninhalte der Rechtecke, die als Grundseite die
Zerlegungsintervalle besitzen, den Wahrscheinlichkeiten entsprechen, die Zufallsva-
riable Z Werte in so einem Intervall annimmt, ergibt sich die folgende Definition:

DEFINITION 4.8. Die Funktion f(z) heifst Dichtefunktion der Zufallsvariablen Z,
falls fiir alle reellen Zahlen a < b gilt:

b
P(Z € (a,b]) :/ f(z)dz.

Es konnen also Wahrscheinlichkeiten ausgerechnet werden, indem Integrale beziiglich
der Dichtefunktion bestimmt werden. Man erinnere sich daran, dass ein bestimm-
tes Integral als Grenzwert von Summen von Rechteckflaicheninhalten gegeben ist,
wobei die Basisldnge der Rechtecke gegen Null geht.

Aus der Definition der Dichtefunktion ergeben sich die folgenden Eigenschaften:

SATZ 4.9. Es sei f(z) eine Dichtefunktion. Dann gilt:
o f(2) >0 fir zeR.
o [T f(2)dz=1.

o Die Verteilungsfunktion kann bestimmt werden als:
Fiz)=P(Z<2)= / f(z)dx.
Falls die Funktion F(z) differenzierbar in z ist, dann gilt:

F'(z) = f(2).

Umgekehrt gilt, eine Funktion, die die ersten beiden Eigenschaften des obigen Satzes
erfiillt, ist eine Dichtefunktion.
Beispiel: Gegeben sei eine Funktion

%+§ fir —2<2<0
f(z)=¢ 5—% fir 0<z<2
0 sonst

siehe Abbildung 6.
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ABBILDUNG 6.

Es soll nachgewiesen werden, dass f(z) eine Dichtefunktion ist. Desweiteren be-
stimme man P(Z > 1).
Es gilt:

(13) /_ Z F(2)dz = _: F(2)dz + /_ 02 F(2)dz + /0 C e+ /2 ~ f)dz,

wobei wir fiir das zweite Integral auf der rechten Seite erhalten:

0 0 2\ 0
1 =z 1 z 1
d = — —d = — _— :1—7.
[2f(z)z [22+4x (22+8)_2 >

und fiir das dritte Integral
2
1
/ f(z)dz = =.
0 2

Die anderen beiden Integrale in Formel (13) sind Null, da die Funktion f(z) iiber
dem entsprechenden Integrationsbereich (—oo, —2) und (2, 00) Null ist. Damit gilt

/_Z F(2)dz = 1.

Desweiteren ist f(z) > 0 fiir alle z € R. Somit ist nachgewiesen, dass f(z) eine
Dichtefunktion ist. Fiir den zweiten Teil der Aufgabe berechnen wir die Wahr-
scheinlichkeit:

P(Z > 0.5) = /: F(2)dz = /025 F(2)dz + /:o F(2)dz,

wobei das zweite Integral auf der rechten Seite Null ist. Fiir das erste Integral gilt:
2 2 2\ 2
1 =z 1 z 1 1 1 9
fe)z = | —dzz(z—> P U
0.5 052 4 2 8 /o5 2 4 32 32

Im Folgenden wollen wir uns mit speziellen stetigen Verteilungen beschéftigen, die
zur Modellierung von vielen Prozessen in Natur-, Ingenieur- und Wirtschaftswis-
senschaften dienen.

Wir beginnen mit der gleichmafigen Verteilung. Dabei wird davon ausgegangen,
dass ein zufélliger Versuch Werte in einem endlichen Intervall [a,b] annimmt. Wir
fordern weiterhin, dass die Versuchsausgénge in gleichlangen Teilintervallen von
[a, b] mit gleicher Wahrscheinlichkeit liegen.
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T

ABBILDUNG 7. Dichte der (0,1) gleichméfiigen Verteilung

DEFINITION 4.10. Fine Zufallsvariable Z mit Werten in [a,b], a < b heif$t gleich-
mdajsig verteilt, falls sie die Dichte

(14) r={ 7

fir z € [a, b
sonst.

besitzt.

Es ist leicht zu priifen, dass f(z) eine Dichtefunktion ist:

AZf(z)dz:/abbiadle.

Fiir die Verteilungsfunktion ergibt sich:

2 0 fir z<a
F(z) = / f(&d¢ = =2 fiir z¢€la,b]
- 1 fir z>b.

Beispiel: Angenommen die Randpunkte des Intervalls [a,b] seien gegeben durch
a =0, b = 1. Die Wahrscheinlichkeit, dass Z Werte in (1, 2] annimmt, ergibt sich

durch
p(ze(L2\or(2)_p(i)22_1_1
3'3 3 3 3 3 3

(0] T

ABBILDUNG 8. Verteilungsfunktion der (0,1) gleichméfigen Verteilung

Die gleichméflige Verteilung beschreibt ndherungsweise die von einem Computer
bereitgestellten Zufallszahlen.

Die Ezponentialverteilung ist die Grundverteilung der Zuverlédssigkeitstheorie. Sie
beschreibt die Lebensdauer von (einfachen) Bauteilen, bei denen die Alterung ver-
nachléssigt werden kann. Desweiteren kann der radioaktive Zerfall damit modelliert
werden. Weitere Anwendungen bestehen in der Zeitdauer von Instandsetzungsmaf-
nahmen in der Lénge von Warteschlangen.
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DEFINITION 4.11. FEs sei A > 0. Dann heifit eine Zufallsvariable Z exponentialver-
teilt, falls sie die Dichte

_J o0 fir 2<0
(15) ro={ S 50
besitzt.
1
0.8
0. 6
0. 4t
0.2
2 2 4 6

ABBILDUNG 9. Dichte- und Verteilungsfunktion der Exponential-
verteilung fir A = 1.

Die Bedeutung des Parameters \ liegt darin, dass A~! ein mittlerer Wert der Zu-
fallsvariablen Z ist. Fiir die Verteilungsfunktion erhalten wir:

0 fir 2<0
F(Z)_{1—e—*z fir z>0.

Beispiel: Die mittlere Reparaturzeit eines Gerétes betragt zwei Stunden. Wie grof3

ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Reparaturzeit mindestens drei Stunden betragt.

Fiir den Parameter gilt: A\ = 2(% Mittels der Verteilungsfunktion erhalt man:

Z

P(Z>3)=1-P(Z<3)=1-F3)=1-(1-e%3) =0.2231.
Eine Eigenschaft, die die Exponentialverteilung wichtig fiir Anwendungen macht,
wird als Geddchinislosigkeit dieser Verteilung bezeichnet.

SATZ 4.12. Es gilt: Z ist exponentialverteilt genau dann, wenn
(16) P(Z>t1 +t2‘Z>t2) :]P(Z>t1).

Zur Interpretation dieser Gleichung nehmen wir an, dass Z eine zuféllige Lebens-
dauer beschreibt. Die letzte Gleichung besagt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Bauteil élter als t; + to wird, falls es schon élter als to geworden ist, gleich der
Wahrscheinlichkeit ist, alter als ¢; zu werden. Das heifit, die Wahrscheinlichkeit,
ein gewisses Alter zu iliberschreiten, hingt nur von der betrachteten Zeitspanne ab,
nicht aber vom Alter des Bauteiles zu Beginn der Beobachtung. Der Anteil der
Elemente, die ldnger als eine Zeitspanne t; leben, ist unabhéngig von to. Speziell
wird die Uberlebenswahrscheinlichkeit nicht beeinflusst durch Ereignisse vor dem
Zeitpunkt to.
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BEWEIS. 1) Nach der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt fiir eine
Exponentialverteilung:

P((Z > ti +t2) N (Z > t))

IP)(Z >t +t2‘Z > tg) =

P(Z > tg)
CP(Z>ti+t)  1—F(ty+t) e Mhatta)
T OP(Z>ty) 1 —F(ty) e

—e M1 1 _ F(t1) =P(Z > t1).

woraus der erste Teil des Beweises folgt.
2) Wir nehmen an, dass (16) erfiillt ist. Dann ergibt sich aus der Definition der
Verteilungsfunktion und der bedingten Wahrscheinlichkeit

lfF(tl +t2):(17F(t1))(17F(t2)) fir tl,tg 20,

also
h(tl + tQ) = h(tl)h<t2) fir tl, t2 Z 0.
Die einzigen Losungen sind Funktionen 1 — F(t) = h(t) = e . O

Eine der wichtigsten Verteilungen ist die Normalverteilung, die auch als Gauf-
verteilung bezeichnet wird. Sie findet ihre Anwendung in der Statistik, der Zu-
verlédssigkeitstheorie und in der Fehlerrechnung. Desweiteren bestehen Beziehungen
zur Brownschen Molekularbewegung und zu dem Verhalten von Aktienmérkten.
Mit Hilfe der Normalverteilung kénnen zuféllige Abweichungen vom Nennmaf be-
schrieben werden. Der Grund dafiir ist, dass sich solche Abweichungen aus der
Uberlagerung von vielen unabhéngigen EinflussgroBen ergeben. Diese Eigenschaft
steht im Zusammenhang mit der Theorie der Grenzwertséatze, wo die Superposition
von unabhéngigen Zufallsvariablen untersucht wird.

DEFINITION 4.13. Es seien p € R und o > 0 zwei Parameter. Eine Zufallsvariable
Z heifit normalverteilt, falls sie die Dichte

(17) f(2)

besitzt.

Diese Funktion ist symmetrisch, wobei die Symmetrieachse senkrecht den Wert
z = u auf der reellen Achse schneidet. p gibt auch den mittleren Wert der Zufalls-
variablen Z an, siehe Abbildung 10.

Der Parameter ¢ bestimmt die Breite der Dichtefunktion. Ist ¢ grofi, so ist der
Graph der Funktion auseinandergezogen, ist o klein, so ist der Graph der Funk-
tion sehr spitz. o beschreibt, wie die Werte der Zufallsvariablen Z streuen, siehe
Abbildung 11.

Ist Z normalverteilt mit den Parametern p und o, so schreibt man abkiirzend dafiir
N(p,0). Ist 4w = 0 und o = 1, so bezeichnet man die entsprechende Verteilung
als Standardnormalverteilung. Die zugehorige Verteilungsfunktion der Standard-
normalverteilung werde mit ®(z) bezeichnet. Die Verteilungsfunktion einer Nor-
malverteilung ist im Allgemeinen nicht explizit aufschreibbar. Die Werte liegen nur
tabelliert fiir die Standardnormalverteilung vor.
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2 4 6

ABBILDUNG 10. Dichte der Normalverteilung fiir ¢ = 1 und p = 3.

Werden die Werte einer normalverteilten Zufallvariablen linear transformiert, so ist
die transformierte Zufallsvariable ebenfalls normalverteilt. Es gilt:

LEMMA 4.14. FEs seien a, b reelle Zahlen und Z eine N(u, o) normalverteilte Zu-
fallsvariable. Die Zufallsvariable

Z=aZ+b
ist N(fi, &)-verteilt mit
= ap+0b, & = |alo.
Setzt man speziell a = 0~! und b = —po~!, dann ist i = 0, 5 = 1. Z ist somit

standardnormalverteilt. Z ergibt sich in diesem Fall aus Z durch die Transformati-
on:

Z—p
—.

(18) Z=

Um Wahrscheinlichkeiten zu berechnen, dass eine N(u, o)-verteilte Zufallsvariable
Werte in einem gewissen Intervall annimmt, kann theoretisch nach (12) berechnet
werden. Die Verteilungsfunktion einer normalverteilten Zufallsvariablen ist nicht ex-
plizit als Formel aufschreibbar, obwohl sie existiert. Mit anderen Worten bedeutet
das, dass die Stammfunktion zu (17) nicht angegeben werden kann. Es gibt aber die
Moglichkeit, die Integrale iiber diese Dichtefunktion ndherungsweise zu berechnen
und die berechneten Werte zu tabellieren. Allerdings scheint der dazu notwendige
Aufwand sehr grof§ zu sein, denn es miisste ja fiir jedes 1 und o > 0 eine Tabelle be-
reitgestellt werden. Durch eine Transformation wie (18) kann jede N(u, o)-verteilte
Zufallsvariable Z in eine N (0, 1) verteilte Zufallsvariable Z mit Verteilungsfunktion
®(z) transformiert werden. Deswegen enthalten Formelsammlungen nur die Werte
der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit, dass eine N (p, o)-verteilte Zufallsvariable Z
Werte in einem Intervall (a,b] annimmt:

MZEW&DZMa<Z§@:pﬂ;M<Z;MSb;%

P 7 <
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-4 -2 2 a 6

ABBILDUNG 11. Dichte der Normalverteilung fiir o = 1 und o = 3,
wobei p = 1 gewahlt ist.

Die Werte der Verteilungsfunktion ¢ kénnen aus einer Tabelle abgelesen werden,
sofern die Argumente von ® nicht negativ sind. Die Funktionswerte fiir negative
Argumente kénnen durch die einfache Umrechnungsformel

O(z) =1—P(—2), xz <0

berechnet werden. Diese Formel basiert auf der Symmetrie der Dichtefunktion der
Standardnormalverteilung. Speziell gilt nach Abbildung 12

P(2)=P(Z2<2)=D(Z>—-2)=1-P(—2).

2 4

ABBILDUNG 12. Die linke schwarze Fliache ist ®(z), z < 0 und die
rechte 1 — ®(—2). Beide Flichen sind gleichgrof.
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Beispiel: Es sei Z eine N(6,2) normalverteilte Zufallsvariable. Man berechne:
7—6

P(Z<T)=P(Z< —5 ) = ®(0.5) = 0.6914
B
P(Z <3) =P(Z < =) = ®(~1.5) = 1 - 0.93319 = 0.06681
92 _ N _
IP’(62<Z§8):IF’(6 5 6<Z§¥)
= ®(1) — &(0.1) = 0.8413 — 0.5398 = 0.3015
4.6 — -
P(4.6 < Z <7) = P( 62 6 ng%)
=P(-0.7< Z <0.5)
= ®(0.5) — (1 — ®(0.7)) = 0.6914 + 0.7580 — 1 = 0.4494.

Der folgende Satz beinhaltet eine weitere Eigenschaft der Normalverteilung, die im
Folgenden naher erlautert wird. Dabei geht es um die Superposition von normal-
verteilten Zufallsvariablen

SATZ 4.15. Gegeben seien n unabhdngige normalverteilte Zufallsvariablen Z; mit
Verteilung N (p;,0;). Dann ist die Uberlagerung dieser Zufallsvariablen

Z:: Z1+Z2++Zn
wieder normalverteilt mit dem Parameter

o= ju1 A f2 A

und

o:=1/0?+05+ - +02.

Bei der Analyse von Messfehlern findet hiaufig das Fehlerfortpflanzungsgesetz seine
Anwendung.

SATZ 4.16. Es sei g(z) eine stetig differenzierbare Funktion und Z eine N(p,0)-
verteilte Zufallsvariable. Unter der Annahme, dass der Parameter o micht zu grofs
ist, ist die Verteilung der Zufallsvariablen g(Z) naherungsweise normalverteilt mit
Parametern i = g(p) und & = |¢'(1)]o.

BEWEIS. In einer Umgebung um p wird g(z) néherungsweise durch die Linea-
risierung [(z) beschrieben, wobei diese lineare Funktion gegeben ist durch

9(2) = U(z) = g'(0) (2 — 1) + g(p).
Ist o nicht zu grof}, so liegen die meisten zufdlligen Werte der Zufallsvariablen Z

mit groffer Wahrscheinlichkeit in der Néhe von u. Damit ist g(Z) ndherungsweise
gegeben durch

(Z) =g (n)(Z = p) + 9().
I(Z) ergibt sich aus einer linearen Transformation von Z, ist also normalverteilt.
Die Parameter fi, & konnen nach Lemma 4.14 berechnet werden. ]

Als Verallgemeinerung des letzten Satzes erhalten wir
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SATZ 4.17. Es seig(z1,- - , 2zn) eine stetig differenzierbare Funktion mitn Verdnder-
lichen. Desweiteren seien Zy,--- , Z, unabhdngige normalverteilte Zufallsvariablen
mit Verteilung N(ui,0), i =1,--- ,n, wobei die o; als nicht zu groff angenommen
werden. Dann st

9(Zse \ Z)

naherungsweise normalverteilt mit den Parametern i = g(p1, -+, fin) und

5= 89(”17"'7“71)0_
321 !

Zum Abschluss sollen noch weitere wichtige Verteilungsfunktionen genannt werden
und ein paar Anwendungen aufgezeigt werden:

2 2

89(“17' o 7/1'7'7,)0_
Ozn, "

+...+‘

Weibull-Verteilung-Korngroéflen von Siebgut
Erlang-Verteilung-Zuverlassigkeitstheorie
logarithmische Normalverteilung-Zuverléssigkeitstheorie
Student-Verteilung-Statistik

Fischer Verteilung-Statistik

x? Verteilung-Statistik

3. Parameter von Zufallsvariablen

Die Kenntnis der Verteilung einer Zufallsvariablen bedeutet, dass die Gesamtheit
der stochastischen Information beziiglich dieser Zufallsvariablen bekannt ist. Au-
Berdem ist man nun in der Lage, eine Zufallsvariable durch spezielle Parameter
teilweise zu beschreiben. Manchmal reicht auch schon die Kenntnis von wenigen
speziellen Parametern aus, die Verteilung der Zufallsvariablen vollstdndig zu cha-
rakterisieren. Das ist zum Beispiel bei der Normalverteilung der Fall, wobei die
Kenntnis von p und ¢ hinreichend fiir die Kenntnis der gesamten Verteilung ist.

Wir beginnen mit der Beschreibung des Parameters Frwartungswert, der auch
manchmal als Mittelwert bezeichnet wird. Thm entspricht der durchschnittliche
Wert aller Werte, die durch den zufélligen Versuch, den die Zufallsvariable Z be-
schreibt, angenommen werden kann. Eine andere Interpretation erlaubt diesen Wert
als Schwerpunkt der Wahrscheinlichkeitsverteilung zu charakterisieren, siehe Abbil-
dung 13.

©c o0 oo
N Ao @R

-2 + 2 4 6
-0. 2t

ABBILDUNG 13. Schwerpunkt der Exponentialverteilung mit Pa-
rameter A =1



3. PARAMETER VON ZUFALLSVARIABLEN 51

DEFINITION 4.18. Der Erwartungswert oder Mittelwert einer Zufallvariablen Z ist
definiert:

o 7 sei eine diskrete Zufallsvariable:
EZ = Z Zi Di-

Dabei sind z; die Werte einer Zufallsvariablen Z und p; = P(Z = z;).
o 7 sei eine stetige Zufallsvariable

oo
EZ = / zf(z)dz,
—00
wobei f(z) die Dichtefunktion von Z ist.
Es sei erwahnt, dass es Verteilungen gibt, fiir die der Erwartungswert nicht definiert
ist.
Der Erwartungswert besitzt die folgenden Eigenschaften:

SATZ 4.19. FEs sei Z;, 1 =1,--- ,n eine Menge von Zufallsvariablen. Dann gilt:
E(Zi1+Zs+--+Z,)=BEZy +EZy + --- + EZ,.
Weiterhin gilt fir eine reelle Zahl \:
E(AZ) = AEZ.

Beispiel: Es sei Z eine (n, p)-binomialverteilte Zufallsvariable. Dann gilt nach De-

finition 4.4
LA n—i
EZ:ZZ(p)p(l—p) .
i=0

Eine Berechnung dieses Ausdruckes ist moglich, mittels der Eigenschaften des Bi-
nomialkoeffizientens. Wir wollen aber einen anderen Weg wéhlen, der auf Satz 4.19
basiert. Die Zufallsvariable Z zahlt, wie haufig ein Ereignis A bei der Durchfiihrung
von n unabhéngigen Versuchen eintritt. Das Ereignis A tritt bei jedem der Versuche
mit Wahrscheinlichkeit p ein. Wir kénnen Z wie folgt definieren:

Z=Z1+ 2o+ + Zp,

wobei die Zufallsvariablen Z; nur die Werte 0, 1 annehmen kénnen. Z; besitzt den
Wert 1 genau denn, wenn beim i-ten Versuch A eintritt. Das geschieht mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit von p. Z; besitzt den Wert 0 genau dann, wenn beim i-ten
Versuch das Ereignis A eintritt. Das geschieht mit Wahrscheinlichkeit 1—p. Der Er-
wartungswert der Zufallsvariablen Z; kann nach Definition 4.18 wie folgt berechnet
werden:
EZ; =1p+0(1 —p) = p.
Nach Satz 4.19 ist dann der Erwartungswert von Z:
EZZEZl +]EZ2+"'+EZn =np.

Beispiel: Es sei Z eine Poisson-verteilte Zufallsvariable mit einem Parameter A > 0.
Die Einzelwahrscheinlichkeiten sind definiert durch:

P(Z =i)=—e firi=0,1,---,
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siehe Definition 4.7. Die folgende Berechnung beruht wieder auf der Taylor-Entwicklung
der e-Funktion:

EZ:Si%;fAzfiwﬁzA+O
1=0 : =1
o0 AZ _ (oo} )\i—l B B fo'e) A’L
zgju—nfA:AE:Q—UFA:AeAz;E:A

Beispiel: Wir berechnen den Erwartungswert der gleichméfligen Verteilung, welche
die Dichtefunktion (14) besitzt. Die Integration nach Definition 4.18 ergibt:

e’} b 2
z 1 =z
/ zf(z)dz-/a b—adz_beQ

(19) -

1 b? — a? 1 b

~25-a 20t
Der Erwartungswert ist also gerade der Mittelpunkt des Intervalls, auf dem die
gleichverteilte Zufallsvariable Z konzentriert ist.
Beispiel: Der Erwartungswert einer exponentiell verteilten Zufallsvariablen Z kann
durch partielle Integration berechnet werden.

b

a

o0

> -1
EZ = / 2de Mdz = z— e M
0 A

0

R > 1
—/0 ATe_)‘Zdz:(H—/O e_’\zdz:x.

SATZ 4.20. Es sei Z eine N(u,o)-verteilte Zufallsvariable, dann gilt EZ = p.

Der Beweis wird spater mittels der momenterzeugenden Funktionen erbracht.
AbschlieBend soll noch der Erwartungswert einer durch eine Funktion g(z) trans-
formierten Zufallsvariablen beschrieben werden. Es sei Z eine Zufallsvariable. Dann
ist auch g(Z) eine Zufallsvariable.

SATZ 4.21. Der Frwartungswert von g(Z) ist gegeben durch

> 9(z)pi Z diskret

(20) Eg(2) = { ffooo 9(2)f(2)dz Z stetig mit Dichte f(2).

Die Varianz ist ein Parameter, der beschreibt, ob die Ausgéinge des zufilligen Ver-
suches im Mittel einen grofien oder kleinen Abstand vom Erwartungswert besitzen.
Speziell betrachtet man den quadratischen Abstand vom Erwartungswert EZ. Der
quadratische Abstand eines Punktes x vom Erwartungswert ist gegeben durch

g() = (x —EZ)%.

Berechnet man den mittleren quadratischen Abstand der Zufallsvariablen Z von
E Z, so ergibt sich aus Satz 4.21

E(Z —-EZ)%
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DEFINITION 4.22. Die Varianz, manchmal auch als Streuung bezeichnet, einer Zu-
fallsvariablen ist gegeben durch

D?*Z =E(Z —EZ)>.
Die Quadratwurzel vV D2Z der Varianz bezeichnet man als Standardabweichung.

Manchmal kann man den Rechenaufwand vermindern, wenn man die Varianz nach
der folgenden Formel berechnet:

SATZ 4.23. Es gilt:
D?7Z = E(Z%) — (EZ)2.

BEwEIS. Nach der binomischen Formel erhalten wir
D?7Z =E(Z -EZ)? =E(Z% - 2ZEZ + (EZ)?)
=EZ? - 2EZEZ + E(EZ)?
=RZ? - 2(EZ)* + (EZ)* =EZ? — (EZ)>.

Bei der Berechnung haben wir genutzt, dass der Erwartungswert einer Konstanten
die Konstante selbst ist. ]

ABBILDUNG 14. Oben: Punkte mit kleiner Streuung um den Mit-
telwert 0 herum, unten grofie Streuung

Aufgrund von Satz 4.21 ist es nun mdoglich, Formeln fiir die Berechnung der Varianz
anzugeben:

SATZ 4.24. Fir eine diskrete Zufallsvariable Z ergibt sich die Varianz:
D*Z =Y (2 —EZ)’pi = > _ zpi — (BZ)%.

Fir eine stetige Zufallsvariable Z mit Dichte f(z) erhalten wir fir die Varianz

D*Z = / (z—EZ)*f(2)dz = / 22f(2)dz — (EZ)%
Es sei Z eine Zufallsvariable, die durch Superposition von Zufallsvariablen Z; ent-
steht:

Z=7Z1+ -+ Zy.
Leider ergibt sich im Allgemeinen die Varianz von Z nicht als Summe der Varianzen
von Z;. Diese Eigenschaft ist nur unter speziellen Voraussetzungen richtig:
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SATZ 4.25. Die Zufallsvariablen Z;, i =,1,--- ,n seien untereinander vollstindig
unabhéngig' Dann gilt:

D?*Z=D*2,+.--4+ D?*Z,.

Desweiteren gilt:
D?*(aZ +b) = |a]*D?*Z.

Die letzte Eigenschaft bedeutet, dass sich die Varianz nicht bei der Verschiebung
von Zufallsvariablen andert.

Beispiel: Wir berechnen die Varianz fiir die Gleichverteilung, wobei die Dichte in
(14) definiert ist. Der Erwartunswert ist nach (19) gegeben durch

a+b
EZ = 5
Somit ist
2 b 22 2 2 (bta)?
DZ:/ab_ada:—(IEZ) :3(b—a)‘“_ 1
b —ad® (b+a)? bP+ab+a®  b*42ab+a®
T 3(b—a) 4 3 a 4
_4b* + 4ab + 4a® — 3b* — 6ab — 3a®>  b® —2ab+a®  (b—a)?
B 12 B 12 12
wobei wir benutzt haben, dass
v —a =b? 4 ab + a*
b—a
ist.

Aus dieser Formel geht hervor, dass wenn die Randpunkte a, b des Intervalls, auf
dem sich die Werte der gleichméfligen Verteilung konzentrieren, nahe beieinander
liegen, dass dann auch die Varianz klein ist und umgekehrt.

Wir wollen nun die Methode der momenterzeugenden Funktion anwenden, um ge-
meinsam den Erwartungswert und die Varianz einer normalverteilten Zufallsvaria-
blen Z ~ N(u,0) zu berechnen. Wir definieren eine Funktion

m(t) = Ee'? = e Ee! 1),
Aufgrund von Satz 4.21 mit g(x) = e**~#) kann dafiir geschrieben werden

tu oo 1
eMEetZ1) = eTm/ exp (—202 ((z— p)* = 20%t(z — u))) dz.

Der Ausdruck im Exponenten innerhalb des Integrals kann wie folgt durch eine
quadratische Ergédnzung umgeformt werden:

(z—p)? —20%(z — p) = ((z — p) — %)% — 2.
Somit gilt:

2,2 0 _ 2 2
m(t) = ent+ 3= ! / exp <_(Z('“+Ut))) dz.
210 J_ o 202

IDie Unabhdngigkeit von Zufallsvariablen ist hier noch nicht in aller Strenge definiert. Das
geschieht erst in Abschnitt 2. Bis dahin stelle man sich unter der Unabhéngigkeit von Zufalls-
variablen vor, dass sich die den Zufallsvariablen zugrunde liegenden zufilligen Versuche nicht
gegenseitig beeinflussen.
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Der vorletzte und letzte Faktor zusammen ergeben das Integral iiber eine Dichte
einer N (u+o?t, o)-verteilten Zufallsvariablen, so dass das Produkt dieser Ausdriicke
Eins ist. Damit erhalten wir

m(t) — e,ut+ 022t2

Die Taylor-Entwicklung dieser Funktion mit der Entwicklungsstelle Null ergibt:

2,2 > (ut + ﬁ)l
=ttt =N 2 2/
m(t) = ¢ ; Z.!
2t2 2t2

t2
=Lt pt+ 5 (1 +0%) + O().

Andererseits erhalten wir

X yigi © g _
_ tZ __ _ 7
m(t) =Ee'” =E) =2 EZ
(22) 1=0 1=0
t2
=1+tEZ + 51&322 +O(t3).
Aus einem Koeffizientenvergleich zwischen (21) und (22) folgt:
ut =tEZ also uy =EZ
,U/2 + 0_2 —_ EZ2
D?Z =EZ* — (EZ)* = y® + 0% — i = o2
Wir haben also bewiesen, dass eine N(u,o) normalverteilte Zufallsvariable den
Erwartungswert p und die Varianz o2 besitzt. Das heifit, der Parameter o entspricht
der Standardabweichung.
Abschlieflend sei noch erwahnt, dass die Varianz einer exponentialverteilten Zufalls-
variable mit Parameter A gleich A~2 und die einer Poisson-verteilten Zufallsvaria-
blen mit Parameter A\ gleich A ist.
Mit der Varianz verwandt sind die sogenannten Momente.

DEFINITION 4.26. FEs sei k € N. Die Grife
M(Z) = EZ*
wird als Moment k-ter Ordnung bezeichnet. Die Grofie
ME(Z) = E|2)*
wird als absolutes Moment k-ter Ordnung bezeichnet. Die Grofle
M{(Z) =E(Z —EZ)*
wird als zentrales Moment k-ter Ordnung bezeichnet.

Speziell ist das zentrale Moment der zweiten Ordnung die Varianz. Die k—ten Mo-
mente konnen durch die momenterzeugende Funktion berechnet werden, falls diese
existieren. Speziell gilt:

dk
]EZk = ﬁm(t”t:o, k S N
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Wir betrachten nun die sogenannten Quantile. Mittels der Quantile ist es moglich
Bereiche festzulegen, in denen die Zufallsvariable mit einer gewissen vorgegebenen
Wahrscheinlichkeit « liegt.

DEFINITION 4.27. Es sei o eine Zahl aus dem Intervall (0,1). Dann ist fir eine
Zufallsvariable Z mit der Verteilungsfunktion F(z) das a-Quantil z,, gegeben durch:

F(zo) > a unda>F(z) firz<z,.
Das 0.5-Quantil wird als Median bezeichnet.

Falls die Verteilungsfunktion streng monoton wachsend in einer Umgebung ist, in
der das a-Quantil liegt, dann kann das a-Quantil durch die Losung der folgenden
Gleichung bestimmt werden:

a=F(z,),
wobei die rechte Seite nach der Definition 4.1 gleich P(Z < z,) ist. Das bedeutet,
dass die Werte der Zufallsvariablen Z mit Wahrscheinlichkeit o links von z,, liegen.
Der Median teilt also die reelle Zahlengerade in zwei Bereiche, die durch die stetige
Zufallsvariable Z mit Wahrscheinlichkeit 0.5 belegt werden.
Die Bestimmung des Quantils kann als inverse Fragestellung zur Bestimmung einer
Wabhrscheinlichkeit interpretiert werden. In der Tat haben wir zu einem vorgegebe-
nen Zahlenwert die Wahrscheinlichkeit ermittelt, dass die Zufallsvariable Z kleiner
oder gleich diesem Wert ist. Nun ermitteln wir zu einer gegebenen Wahrscheinlich-
keit o einen Zahlenwert z,, so dass die Zufallsvariable Z mit Wahrscheinlichkeit o
kleiner oder gleich diesem Zahlenwert ist.
Fiir spezielle Verteilungen, wie zum Beispiel fiir die Student-,x?- oder F-Verteilung,
sind die Quantile in Tabellen abgelegt. Um ein Quantil fir die Normalverteilung zu
bestimmen, kénnen wir die Tabelle der Verteilungsfunktion benutzen. Dazu nehmen
wir an, dass a € [0.5,1) liegt. Man bestimme einen Wert in der Ndhe von « im
Inneren der Tabelle und suche dazu den entsprechenden Randwert heraus. Dieser
ist ndherungsweise das a-Quantil.
Zum Abschluss wollen wir noch eine Ungleichung kennenlernen, die es erlaubt ab-
zuschétzen, dass die Wahrscheinlichkeit in gewissen Bereichen liegt.

SATZ 4.28. Es gilt fir k > 0:

M Z —a)
P(|Z - a] >b) < = —
Fira €R, b>0, k € N. Setzt man speziell fir a =EZ und k = 2, so erhdlt man

D2z

F(Z -EZ|>b) < <

Diese Formeln werden als Tschebyschev-Ungleichungen bezeichnet.



KAPITEL 5

Die Erzeugung von Zufallszahlen

1. Die Simulation

Bei der Analyse von komplexen Systemen tritt hdufig die Schwierigkeit auf, dass die
Anfangs- und Randbedingungen nicht genau bekannt sind. Soll man zum Beispiel
gewisse Aussagen iiber die Lange von Fahrzeugschlangen machen, die sich an Am-
peln bilden, so weil man im allgemeinen nicht, wann welches Fahrzeug die Ampel
erreicht. Ein anderes Beispiel ist der Vergleich der Arbeitsweise des englischen und
deutschen Schaltersystems, siehe [14]. Wéhrend es beim englischen System nur ei-
ne Warteschlange gibt, von der aus sich die Kunden auf die verschiedenen Schalter
aufteilen, hat beim deutschen System jeder Schalter seine eigene Warteschlange.
Entsprechende Unterschiede bei der Abfertigung sind zum Beispiel auf Flughéfen
zu finden.

Um nun Aussagen iiber die Effektivitit beider Abfertigungssysteme zu machen, wer-
den die Ankunftzeiten und Bedienzeiten der einzelnen Kunden durch Zufallszahlen
simuliert. Mit diesen zufalligen Ankunfts- und Bedienzeiten kénnen durchschnitt-
liche Werte fiir die Anzahl der abgefertigten Kunden je Stunde gemacht werden.
Methoden, um gewisse Aussagen iiber die Verteilung der zufilligen Ankunfts- und
Bedienzeiten zu gewinnen, stellt die Statistik bereit. Es miissen also Zufallszahlen
erzeugt werden, die einer vorgeschriebenen Verteilung gentigen. Wie solche Zufalls-
zahlen erzeugt werden, lernen wir im folgende kennen.

2. Die Erzeugung gleichverteilter Zufallszahlen

Die grundlegenden Zufallszahlen sind gleichverteilte Zufallszahlen, das heifit Zu-
fallszahlen, die zumindestens ndherungsweise einer gleichverteilten Zufallsvariablen
entsprechen. Solche Zufallszahlen werden von modernen Programmiersprachen wie
C++ bereitgestellt. Andererseits konnen aus gleichverteilten Zufallszahlen mit an-
derer Verteilung gebildet werden. Wir beginnen deshalb mit der Beschreibung dieser
Zufallszahlen.

Bei einer gleichverteilten Zufallsvariablen iiber dem Intervall (0, 1) hing die Wahr-
scheinlichkeit, dass diese Zufallsvariable Werte in einem Teilintervall T C [0, 1] hat,
nur von der Lange, nicht aber von der Lage des Intervalls ab. Wiirde sich nun in
einer Box zehn Kugeln mit den Ziffern 0, --- ;9 befinden und wiirde man nun die-
se Kugeln zufallig und unendlich oft aus der Box entnehmen, notieren und wieder
zurlicklegen, so wiirde man eine Folge von Zahlen

L1, 12, "yl

erhalten. Diese Folge bestimmt die zuféllige Zahl 0.i9i5 - - - i, - - - aus dem Intervall
[0, 1]. Diese theoretisch gebildeten Zahlen beschreiben gleichverteilte Zufallszahlen

57



58 5. DIE ERZEUGUNG VON ZUFALLSZAHLEN

aus dem Intervall [0,1]. Bei der praktischen Bestimmung dieser Zahlen wiirden al-
lerdings uniiberwindliche Schwierigkeiten auftreten. So wéare man nicht in der Lage,
eine unendliche Folge dieser Ziffern zu bestimmen. Man konnte also nur durch die
n-malige Entnahme von Kugeln Zufallszahlen, die eine diskrete Gleichverteilung
besitzen, bestimmen. Bei dieser diskreten Gleichverteilung wiirde jede Dezimalzahl
zwischen Null und Eins mit n Stellen nach dem Komma mit der gleichen Wahr-
scheinlichkeit angenommen werden. So eine diskrete Verteilung ist eine Approxi-
mation der stetigen Gleichverteilung, wenn n hinreichend grof§ gewahlt wird.

Eine weitere Schwierigkeit, die bei der Realisierung dieser Zufallszahlen auf einem
Computer auftreten wiirden ist, dass ein Initialzufall benotigt wiirde, um die zufalli-
ge Entnahme der zehn Kugeln aus der Box zu realisieren.

All diese Probleme fithren dazu, dass man andere Methoden anwendet, um durch
einen Algorithmus auf einem Computer gleichverteilte zuféllige Zahlen zu erzeu-
gen. Die erste Methode ist die lineare Kongruenzmethode. Dabei werden durch eine
Iterationsformel zuféllige Zahlen erzeugt.

Es seien m, a, b natiirliche Zahlen und zy € ZT, 29 < m. Man erhilt eine Folge von
Zahlen wie folgt:

Zj+1 =azj +b(modm). j=0,1,---.
Dann werden die Glieder der Folge z; = % als gleichverteilte Zufallszahlen inter-
pretiert. mod m ist dabei der Rest, der bei der Division durch m entsteht. So ergibt
sich zum Beispiel:
46 (mod7) =4, denn46=6-7+4.

Setzt man zum Beispiel m = 100, a = 31, b = 47 und zo = 73, so erhélt man:

Z1 =31-73+47=2310, 2z =2310(mod 100) = 10

Zo =31-10+447 =357, 2z = 357(mod 100) = 57

Z3 =31-57+47=1814, z3 = 1814(mod 100) =14

Damit interpretiert man die Folge
x1 =0.1, xo = 0.57, z3 = 0.14, - - -

als Folge von gleichverteilten Zufallsvariablen.
Bei einer giinstigen Wahl der Parameter a, b, m erhélt man unregelmafig verteil-
te Zahlen im Intervall [0, 1], die den Anschein erwecken, zuféllig zu sein. Schaut
man allerdings etwas genauer auf die Eigenschaften dieser Folge, so erkennt man
Eigenschaften, die einer Zufélligkeit widersprechen. Die Folge x1, o, - - ist durch
den Startwert 2o vollstindig bestimmt. Das bedeutet, startet man mit dem gleichen
Startwert, so erhdlt man immer wieder die gleiche Folge. Das widerspricht natiirlich
der UnregelméaBigkeit, der dem wahren Zufall innewohnen sollte. Eine weitere Ei-
genschaft, die dem Zufall widerspricht, ist die Periodizitat dieser Folge, wobei die
maximale Periode m ist. Aufgrund dieser vom reinen' Zufall abweichenden Eigen-
schaften nennt man diese Zahlen Pseudozufallszahlen.
Weitere Probleme konnen auftreten, bei einer gewissen Wahl der Parameter a, b
und m. Wie man in der ersten Reihe der Abbildung 1 erkennt, treten bei den
Parametern

m =500, a=41, b=343, zy=251

Lyas immer das ist
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Muster auf, siehe [7] Seite 160. Dabei ist im ersten Bild die durch die lineare Kon-
gruenzmethode erzeugte Folge 1, - - - x1900 von Zufallszahlen dargestellt, wahrend
das zweite Bild Paare (1, x2), (3,24),--- enthélt. Bei der Wahl von

m = 1000000, a =411111, b =1823543, zo=499777

treten solche Muster nicht auf, siehe zweite Reihe der Abbildung 1.
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ABBILDUNG 1. lineare Kongruenzmethode zur Erzeugung von Zufallszahlen

Um eine sehr grofle Periodenlénge durch die Wahl von a, b, m zu erhalten, sollte
man folgendes Kriterium berticksichtigen:

e b und m sind teilerfremd.
e Jede Primzahl die m teilt, teilt auch a — 1.
e Ist m durch Vier teilbar, so ist auch a — 1 durch 4 teilbar,

siehe [7] Seite 159 oder [10] Seite 16.
FEine andere Methode um gleichverteilte Zufallszahlen zu erzeugen, ist die Quadrat-

mittelmethode. Dabei wird eine natiirliche Zahl quadriert und dann der mittlere
Teil der Ziffernfolge dieser Zahl zur Bildung einer Zufallszahl herangezogen: Wahlt
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man als Startwert die 2n stellige Zahl zy = 5371 fiir n = 2, so ist
28 = 28847641, 2 = 8476
22 = 71690089, 29 = 6900
z2 = 47610000, 23 = 6100.

Falls die entstandene Zahl weniger als 2n Stellen besitzt, werden vorne Nullen
erganzt. Die Folge der gleichverteilten Zufallszahlen wére dann gegeben durch z; =
0.8476, x2 = 0.69, x3 = 0.61,---.

Um die Qualitat von Zufallszahlen zu tiberpriifen, werden verschiedene statistische
Tests angewandst.

3. Erzeugung von Zufallszahlen mittels der Verteilungsfunktion

Es kann vorkommen, dass zur Durchfithrung von bestimmten Simulationen ande-
re Verteilungen benétigt werden als die Gleichverteilung. Wir wollen Zufallszahlen
mit einer Verteilung Fx(z) durch Transformation einer [0, 1]-gleichverteilten Zu-
fallsvariablen Z erzeugen. Z entspricht also den Zufallszahlen, die zum Beispiel mit
der linearen Kongruenzmethode im letzten Abschnitt erzeugt wurden. Wir erinnern
auch daran, dass die Verteilungsfunktion von Z gegeben ist durch

0 : z2<0
Fz(z)=4¢ z : z€(0,1]
1 : z>1

Wir wollen zuerst auch annehmen, dass x — Fx () invertierbar ist, das heifit, dass
Fx(x) streng monoton wachsend ist, so dass die Umkehrfunktion F' ;1 existiert.

SATZ 5.1. Wir definieren die Zufallsvariable X durch
(23) X = Fy'(2),
wobei Z eine [0, 1]-gleichverteilte Zufallsvariable ist. Dann besitzt X die Vertei-
lungsfunktion Fx(x).
BEWEIS. Wir berechnen die Verteilungsfunktion von X:
P(X <) =P(F5'(2) < ).

Aufgrund der Existenz der Umkehrfunktion, ist die rechte Seite gleich P(Z <
Fx(z)). Nun erinnern wir uns an die Definition der Verteilungsfunktion von Z
und erhalten:

P(Fx'(2) <) = P(Z < Fx(v)) = Fz(Fx(z)) = Fx(a).

Hat man nun eine Folge von [0,1]-gleichverteilten (Pseudo)zufallszahlen zq, z3, - - -,
so besteht die Folge
vy = Fy'(21), 22 = Fx'(22), -+

aus (Pseudo)zufallszahlen mit der Verteilung von X.

Viele Verteilungsfunktionen besitzen nicht die Eigenschaft, streng monoton zu sein.
Speziell sind die Verteilungsfunktionen aller diskreten Verteilungen nicht streng
monoton. Um trotzdem mit der Transformationsformel arbeiten zu kénnen (23),
benétigen wir die verallgemeinerte Inverse. Man erinnere sich noch einmal an den
Begriff des Infimums einer Menge von reellen Zahlen (Bezeichnung: inf), das durch
die grofite untere Schranke dieser Menge gegeben ist.
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DEFINITION 5.2. Fiir eine Verteilungsfunktion F(x), definiert auf R und mit einem
Wertebereich enthalten in R bezeichnen wir

Fl(y):=inf{z €R : F(z) >y}
als verallgemeinerte Inverse von F(x), wobei folgende Konventionen gelten:

inf R = —o0, inf () = oo.

Die verallgemeinerte Inverse wird mit der gleichen Symbolik bezeichnet wie die
Umkehrfunktion. Falls F'(z) eine Umkehrfunktion besitzt, so ist diese gleich der
verallgemeinerten Inversen. inf ist das Infimum einer Zahlenmenge, das heifit die
grofite untere Schranke dieser Menge.

Beispiel: Es sei F(z) die Funktion:

0 z2<0
F(z) = % z€[0,1)
1 z>1

Dann gilt fiir die verallgemeinerte Inverse
Fﬁl( )=inf{x € R, F(z)>0}=inf R=—-00

10.25) =inf{z € R, F(z)>0.25}=0
5} =
x) > 0.75} =

(z) =0
(z) >0
~1(0.5) =inf{z € R, F(x)>0.
10.75) = inf{z € R, F(z) >0

1) =inf{z e R, F(z)>1

SATZ 5.3. Angenommen, es gelten die Voraussetzungen von Satz 5.1, wobei F)}l
die verallgemeinerte Inverse der Verteilungsfunktion von Fx ist. Dann besitzt die
durch (23) generierte Zufallsvariable die Verteilungsfunktion Fx(x).

BEWEIS. Die verallgemeinerte Inverse besitzt die Eigenschaft

(24) Fi'(y) <2 dann und nur dann, wenn y < Fy(z).

Damit bleibt die Gleichungskette aus dem Beweis des Satzes 5.1 richtig. Wir be-
weisen (24). Dazu benutzen wir die Monotonie und rechtseitige Stetigkeit von Fx.
=) 1

Fi'(y) =inf{u: Fx(u) >y} = ujpny <

nach Definition der verallgemeinerten Inverse von Fx. Da Fx als Verteilungsfunk-
tion rechtsseitig stetig ist gilt: F'x (tins) > y und wegen der Monotonie Fx (z) > y.

(<) Falls Fx(z) > y fir ein z, dann gilt wegen der Infimumbildung und der Mo-
notonie
Fil'(y) = inf{u: Fx(u) >y} < z.

Beispiel: Es sei
0 <0
FX(J:)_{ l—e™® : >0
die Verteilungsfunktion fiir eine exponentialverteilte Zufallsvariable X mit Parame-
ter A > 0. Die verallgemeinerte Inverse ist gegeben durch

1
Fit(y) = fxln(l —y) fiiry € (0,1).
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Ist also z1, 2o, - eine Folge von gleichverteilten Zufallszahlen, dann ist

1 1
x = —Xln(l —21), Ty = —Xln(l —29), -

eine Folge exponentialverteilter Zufallszahlen. Es sei noch bemerkt, dass eine [0, 1]-
gleichverteilte Zufallsvariable Z die beiden Randwerte 0, 1 nur mit Wahrscheinlich-
keit Null, also praktisch nie annimmt.

2 4 6 8 10

ABBILDUNG 2. Vergleich der empirischen Verteilungsfunktion
(Punkte) von durch die Transformationsmethode erzeugte Zufalls-
zahlen mit der tatsdchlichen Verteilungsfunktion

Beispiel: Wir betrachten Zufallszahlen nach der geometrischen Verteilung mit Pa-
rameter p € (0,1). Eine geometrisch verteilte Zufallsvariable besitzt eine diskrete
Verteilung mit der in Abbildung dargestellten Verteilungsfunktion. Um die Vertei-
lungsfunktion durch eine Formel beschreiben zu koénnen, fiihren wir den Abrun-
dungsoperator |-] und Aufrundungsoperator [-] ein. Speziell gilt:

125] =2,  [25]=3.

Mit Hilfe des Abrundungsoperators kann nun die Verteilungsfunktion der geome-
trischen Verteilung dargestellt werden. Es gilt:
L] =]

Fx(@) =P(X <z)=> (1-pp* 't =(1-p ) p'=1-pl
k=1 k=1

Durch Umstellen erhélt man

5] = ln(ﬁl;z).

Am Graphen der Funktion f(x) = |«] kann man sich leicht klar machen, dass die
verallgemeinerte Inverse von |-] gerade [-] ist. Also gilt

Fil(z) =inf{z € R: Fx(z) > 2} =inf{z cR: 1 —plrl > 21

log(1 — 2)
W <|z]}

:inf{xeR: {bgl(olg;ﬂ Sx}: Fn(l;;ﬂ

=inf{z eR:1—z>p} =inf{z eR:
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gilt. Somit ist fiir z1, 29, - eine Folge von gleichverteilten Zufallszahlen
o = In(1 —2) gy = In(1 — 25) ’
In p Inp

eine Folge geometrisch verteilter Zufallszahlen.

4. Normalverteilte Zufallsvariablen und zentraler Grenzwertsatz

Die Erzeugung von Zufallszahlen nach der im letzten Abschnitt beschriebenen Me-
thode stofit auf Schwierigkeiten, denn ein expliziter Ausdruck fiir die Verteilungs-
funktion der Standardnormalverteilung ®(z) ist unbekannt. Damit kann aus ®(x)
nicht deren inverse Funktion angegeben werden.

Andererseits treten normalverteilte Zufallsvariablen bei vielen Anwendungen in
Natur-, Ingenieur- und Wirtschaftswissenschaften auf. So zum Beispiel kann die
Bahn eines kleinen Partikels in einer Fliissigkeit durch eine normalverteilte Zufalls-
variable beschrieben werden. Speziell ist zu beobachten, dass so ein Partikel nicht
im Ruhezustand verharrt, sondern eine Zickzackbewegung vollfithrt, siehe [11] Seite
45.

Die Erzeugung von normalverteilten Zufallsvariablen wird auf der Uberlagerung
von anderen Zufallsvariablen mit speziellen mathematischen Eigenschaften beru-
hen. Dies erklart, warum Messfehler haufig (ndherungsweise) normalverteilt sind,
ergeben sie sich doch als Uberlagerung vieler Storeinfliisse.

Die mathematische Formulierung dieses Uberlagerungsprinzips ist der zentrale
Grenzwertsatz.

SATZ 5.4. FEs sei (X,)nen eine Folge von unabhdangigen Zufallsvariablen mit gleicher
Verteilung. Weiterhin gilt fur n € N

D?X,, =: 0% < o0, EX, =: p.
Wir definieren eine Folge von Zufallsvariablen (Sy)nen durch
Sn=X14+- -+ X,.
Dann gilt fir a <b
. Sp—pun
lim Pla< —L—<b]|=®() -
Jim P (o< TR <)~ 00) - a(a)

. Snfﬂn
lm P ——— <b) = ®(b).
Jim ( = —> ®)

Dieser Satz sagt aus, dass die Zufallsvariablen S,, ndherungsweise normalverteilt
sind, falls n hinreichend grof} ist. Die transformierten Zufallsvariablen

(25)

Sn—un
26 y, =2rn—E"
(26) o

sind naherungsweise standardnormalverteilt.

Beispiel: Frither wurde die Zwélferregel benutzt, um ndherungsweise normalver-
teilte Zufallsvariablen zu erzeugen. Dabei ergibt sich S5 als eine Summe von zwolf
[0, 1]-gleichverteilten und unabhéngigen Zufallsvariablen X7, --- , X2, sieche Abbil-
dung 3.
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ABBILDUNG 3. Approximation der Normalverteilung durch Sis
und S1000

Aufgrund
1
EX; = 0.5, D*X = 5
ist nach Satz 5.4 S12 — 6 nidherungsweise standardnormalverteilt. Wegen n = 12 ist
der Nenner in (26) immer 1.
Ein Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes ist der Satz von de Moivre-Laplace.
Dabei wird vorausgesetzt, dass die unabhangigen Zufallsvariablen X, nur die Werte

Null und Eins annehmen.

X { 1 mit Wahrscheinlichkeit p

(27) 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p

Setzt man noch voraus, dass X; = 1 genau dann, wenn ein Ereignis A eintritt und

X; = 0 genau dann, wenn ein Ereignis A eintritt fiir ¢ = 1,--- ,n, so beschreiben
die Zufallsvariablen X7, -, X,, ein Bernoulli-Experiment. Speziell gibt die Zufalls-
variable

an, wie oft bei n Versuchen das Ereignis A eintritt. .S, ist also (n, p)-binomialverteilt.
Die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten dieser Verteilung kann sehr aufwendig
flir grofle n sein, da in den auftretenden Binomialkoeffizienten Fakultdten von sehr
groflen Zahlen enthalten sind. Naherungsweise konnen diese Wahrscheinlichkeiten
dann mit dem Satz von de Moivre-Laplace berechnet werden.

SATZ 5.5. Es sei Sy, eine Folge von (n,p)-binomialverteilter Zufallsvariablen, wobei
p € (0,1) fest gewdhlt ist. Dann gilt:

S, —pn
np(l—p)

lim P (S”p” < b) = 3(b).

n—o0o np(l_p)

n—oo

lim P (a < < b) = B(b) — B(a)

Die Zufallsvariablen S, sind also wieder ndherungsweise normalverteilt.
BEWEIS. Fiir die in (27) eingefiihrten Zufallsvariablen gilt:
EX;=1-p+0-(1-p)=p=p
D*X; =(1—-p)*p+ (0 —p)*(1 —p) =p(1 —p) = 0°.
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Es ergibt sich fiir den Erwartungswert von S, als Summe von n Zufallsvariablen
nach Satz 4.19 ES,, = np und fiir die Varianz dieser Summe von n Zufallsvariablen
nach Satz 4.25 D2S,, = n(1—p)p. Die Aussage folgt nun direkt durch die Anwendung
des zentralen Grenzwertsatzes 5.4. [

Beispiel: Mit Wahrscheinlichkeit 0.8 gehort ein produzierter Computerchip zur
Qualitatsklasse Fins. Die Tagesproduktion betragt 2000 Stiick. Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 1600 an einem Tage produzierte Chips zur Qua-
litatsklasse Eins gehoren, wenn die Voraussetzungen des Bernoulli-Experimentes
erfillt sind?
Die Zufallsvariable, die die Anzahl der qualitatsgerechten Chips angibt sei Saqo-
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist dann gegeben durch
2000

(28) P(S2000 > 1600) = Y (2090> 0.870.22000-7

j=1601
eine zugegeben verausgabende Tétigkeit, all die auftretenden Binomialkoeffizienten
zu berechnen. Mit dem Satz von de Moivre-Laplace erhalten wir

P(Sgooo > 1600) =1- P(SQOOO < 1600)

=0
—Y
-2 -0. 1 -2 -0.
__p S2000 — 2000 08< 600 — 2000 - 0.8 ~1—3(0) = 0.5,

v/2000-0.8-0.2 — +/2000-0.8-0.2

Zum Abschlufi seien noch die Stirlingsche Formel erwahnt, die es erlaubt, Fakultéten
n! durch einfacher zu berechnende Ausdriicke zu ersetzen, falls n sehr grof3 ist.

SATZ 5.6. Es gilt
n"e "V2mn

lim — =1.
n— 00 n!

Das bedeutet fiir grofie n kann n! durch n™e="+/2mn ersetzt werden.

Mit dieser Formel erhalt man

P(S,, = 1600) = (2000) 0.816000,2100 ~ = 0.0223,

1600

wobei die Potenzen durch Kiirzen wegfallen.

V21320






KAPITEL 6

Mehrdimensionale
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

1. Allgemeine Eigenschaften von mehrdimensionalen Verteilungen

Im Folgenden wollen wir annehmen, dass bei einem zufélligen Versuch zwei (oder
mehrere) zuféllige Groflen auftreten. Diese beiden zufélligen Parameter werden
durch Zufallsvariable charakterisiert. Als Beispiel stelle man sich vor, dass in ver-
schiedenen Proben einer chemischen Substanz einerseits der Anteil X eines Zu-
schlagsstoffes, zum anderen die Warmeleitfahigkeit Y gemessen werde.

Es interessiert, ob es Zusammenhénge zwischen den Werten der beiden Zufallsva-
riablen (X,Y") gibt. Speziell soll der Grad der Abhéngigkeit/Unabhéngigkeit dieser
beiden Zufallsvariablen gemessen werden. Bevor wir aber Mafizahlen einfithren, die
erlauben Aussagen iiber den Grad der Abhéngigkeit/Unabhéngigkeit zu machen,
wollen wir zuerst die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Paares (X,Y") beschreiben.
Wir betrachten einen zufilligen Versuch, durch den zwei Zufallsvariable X, Y be-
obachtet werden. Es konnte zum Beispiel die Wahrscheinlichkeit interessieren, ob
das Paar (X,Y) Werte in einem Rechteck

R={(z,y):a<z<b c<y<d} a<b c<d

annimmt: P((X,Y) € R). Um solche Wahrscheinlichkeiten zu berechnen, wird der
Begriff der Verteilungsfunktion des Paares von Zufallsvariablen (X,Y") eingefiihrt.

DEFINITION 6.1. Fine Funktion mit dem Definitionsbereich R?, definiert durch
Flz,y) =P(X <z AY <y)
heifst Verteilungsfunktion des zufdlligen Paares (Vektors) X, Y.

Aus der Definition folgt sofort, dass F'(x,y) Werte zwischen Null und Eins annimmt.
Speziell ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Rechteck R gegeben durch

P(X,Y) € R) = F(b,d) — F(b,c) — F(a,d) + F(a,c).

Es ist nun nicht schwer eine Verallgemeinerung der Definition 6.1 fiir r-Tupel von
Zufallsvariablen (X7, -+, X,.) vorzunehmen.

Beispiel: Eine diskrete mehrdimensionale Verteilung ist die Multinomialvertei-
lung. Dazu betrachten wir einen Versuch mit r € N verschiedenen Ausgingen
Ay, Ag, -+ A,.. Der Versuch werde nun n-mal unabhéngig voneinander und unter
gleichen Bedingungen ausgefiihrt.

Aj tritt 3 mal auf mit P(4;) = py

A, tritt 2, mal auf mit P(4,) = p,

67



68 6. MEHRDIMENSIONALE WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN

wobei 1 + - -+ + x, = n gilt. Es seien nun X; die Zufallsvariablen, die zéhlen, wie
haufig A; fir i = 1,--- ,r auftreten. Dann ist:
n!

P(Xlzzl,,XT:Ir):mpflpfr

ks
z,=1,---,n, g T; =n.
i=1

Falls r = 2 gesetzt wird, erhalten wir die wohlbekannte Binomialverteilung.
Nehmen wir nun an, das Paar (X,Y’) bestehe aus zwei stetigen Zufallsvariablen.
Dann kann die Wahrscheinlichkeitsverteilung dieses Paares wieder durch eine Dich-
tefunktion f(z,y) beschrieben werden. Diese Dichtefunktion hat nun als Definiti-
onsbereich den R?, in dem die Werte der Paare (X,Y) liegen. Speziell gilt fiir die
Wahrscheinlichkeitsverteilung

]P(ng/\ng):F(x,y):/y /91 f(u,v)dudv.

Als Beispiel sei die zweidimensionale Normalverteilung angefithrt. Diese besitzt die
Dichte

- 1 [
10 = e (~3 (- TS E- )

2
o T ~ nx 0x OXy

29 = s = s E:

(29) : (y) : (/‘Y> (UXY 032/>

1 o? —0
_ -1 _ Y Xy
A = det(X), ¥ =— ( oxy o2 > .

Die Gréflen py, py entsprechen den Erwartungswerten von X, Y. 0%, o2 sind die
Varianzen von X, Y. Die Grofle ox y ist die Kovarianz zwischen X und Y, die
die Richtung der Abhéngigkeit von X und Y beschreibt. Sie wird im {ibernéchsten
Abschnitt eingefiihrt. Ist speziell ux = py = oxy = 0 und 0% + 0% = 1, so spricht
man von einer zweidimensionalen Standardnormalverteilung. In Abbildung 1 sind
die Niveaulinien fiir

10 1 07
Z1_(0 1) und 22_(—0.7 1)

dargestellt.

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

ABBILDUNG 1. Mehrdimensionale Normalverteilung fiir zwei Ma-
trizen 1, Yo
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Um die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, dass das Paar (X,Y) Werte in einem
zweidimensionalen Bereich annimmt, wird wie folgt vorgegangen:

Falls X, Y diskrete Zufallsvariablen mit den Werten z;, y; sind und die Wahrschein-
lichkeiten P(X; = x; A Y; = y;) mit p;; bezeichnet werden, dann ist

P(X,Y)eG) = > pi
(wi,y;)€CG
Falls X, Y stetige Zufallsvariablen sind, so muss das Bereichsintegral beziiglich der
Dichte von (X,Y") berechnet werden:

P((X,Y)EG)://Gf(x,y)dydx.

2. Randverteilungen und Unabhéangigkeit

Gegeben sei die Verteilungsfunktion des zufilligen Vektors (X,Y). Wir fragen, ob
es eine Moglichkeit gibt, aus der Verteilungsfunktion F'(z,y) die Verteilungen von
X und Y zu generieren. Diese Verteilungen werden auch als Randverteilungen von
(X,Y) bezeichnet. Im Falle von stetigen Zufallsvariablen X, Y gilt fiir die Vertei-
lungsfunktion von X

(30) Fyx(z)=P(X <a)=P(X <zAY cR) = [ /jo F(u, v)dvdu,

Damit hat X die Dichte
fx@ = [ favd,

die auch als Randdichte von (X, Y") bezeichnet wird. Analog kann auch Fy (y), fy(y)
berechnet werden.

Um Fx(x), also P(X < z) auszurechnen, werden an die Zufallsvariable Y keine
Einschrankungen beziiglich des Bereiches gemacht, in dem die Werte von Y liegen,
das heifit Y € (—o0, 00). Damit gilt

Fx(z)=P(X <z)=PX <zAY € (—00,00)).

Daraus resultiert das innere Integral in Formel (30) von —oo bis co. Warum man
diese Verteilungen gerade Randverteilungen nennt, erklart das folgende Beispiel ei-
nes Paares von diskreten Zufallsvariablen (X, Y"). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
diese Paares ist durch die Tabelle 1 gegeben.

XY v | y2| ys | ya
T 0.05 ] 0.1 | 0.05|0.05 | 0.25
To 0.15]0.2| 0.1 |0.05] 0.5
T3 0.1 0.1 0 0.05 || 0.25

y [ 03]04]015]015] 1 |

TABELLE 1. Verteilung einer diskreten zweidimensionalen Zufallsvariablen
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So ist zum Beispiel die Wahrscheinlichkeit
P(X =21 AY =y3) = 0.05.
Die Wahrscheinlichkeit, dass X = zq ist, kann berechnet werden als
P(X =23) =P(X =22 AY =) + P(X =22 AY = 1o) + P(X =22 AY = y3)
+P(X =22 AY =yy).

Diese Wahrscheinlichkeit ergibt sich aus der Summation der Wahrscheinlichkeiten
in der entsprechenden Zeile und kann am Rand abgelesen werden.

Wir wollen jetzt die Unabhéngigkeit von zwei Zufallsvariablen X und Y untersu-
chen. Da den Zufallsvariablen zuféllige Versuche entsprechen, kann man heuristisch
sagen, dass wenn sich die Versuche X und Y nicht beeinflussen Unabhéngigkeit
zwischen X und Y gegeben ist. Wir hatten schon einmal die Unabhéngigkeit zwi-
schen Ereignissen A und B untersucht, siehe Kapitel 3. Zwei Ereignisse A und B
heiflen unabhéngig falls
P(AN B)=P(A) -P(B).

Wir wollen nun die Unabhéngigkeit von zwei Zufallsvariablen auf die Unabhéngig-
keit von Ereignissen zuriickfithren.

DEFINITION 6.2. Zwei Zufallsvariablen X und Y heiflen unabhdngig, falls alle durch
X generierten Ereignisse von den durch'Y generierten Ereignissen unabhdngig sind.

Dabei versteht man unter den Ereignissen, die durch X generiert werden, die ele-
mentaren Ausginge des zufélligen Versuches X, die in einem gewissen Intervall
liegen
Axap=(a < X <) fira<b

und &hnlich fir Y. Unabhéngigkeit heifit damit

P(Axap N Ay,ea) =P(Ax.ap) - P(Ay,c.a)-
Speziell gilt dies auch fiir die Ereignisse {X < x}, {Y <y}, also

PX <zAY <y)=PX <z)-PY <y).
Aufgrund der Definition 6.1 der Verteilungsfunktion entspricht dieser Gleichung;:

F(z,y) = Fx(z) - Fy (y).

Dabei ist F'(x,y) die Verteilungsfunktion des Paares (X,Y). Falls X und Y stetige
Zufallsvariablen sind, gilt nach Differentation der Verteilungsfunktionen

(31) f(z,y) = fx(@) - fy ().
Die Umkehrung gilt auch:
SATZ 6.3. Fulls fiir das Paar (X,Y) gilt:

F(x,y) = Fx(z) - Fy (y),
dann sind X und Y unabhdngig.

Fiir unabhéngige Zufallsvariable lasst sich besonders einfach der Erwartungswert
des Produktes berechnen. Dieser sei definiert durch

E(XY) = /: /_o; zyf(z,y)dyda.
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SATZ 6.4. Falls X und Y unabhdngig sind, gilt:
E(XY)=EX -EY.
BEWEIS. Der Beweis wird nur fiir stetige Zufallsvariable betrachtet. Nach (31)
gilt:

B(xy) - | O; / O:O suf(e.iyds = [ O; / O:O 2y fx (2) fy () dyde

— [ atx@is [ ufrtay=EX Y.
O

Im Satz 4.25 wurde festgestellt, dass die Summe der Varianzen von unabhéngigen
Zufallsvariablen gleich der Varianz der Summe ist. Der Beweis kann nun durch
Anwendung des Satzes 6.4 erbracht werden.

D)X +Y)=EX+Y)?— (E(X +Y))?
=EX? +2EXEY + EY? — (EX)? - 2EX -EY — (EY)?
=EX? - (EX)? + EY? — (EY)? = D*X + D?Y.

3. Mafle fiir die Abhangigkeit von zwei Zufallsvariablen.

Es ist nicht schwer sich vorzustellen, dass zwei Zufallsvariable vollig unabhéangig
sein konnen. Das ist der Fall, falls X und Y die gewiirfelte Augenzahl zweier un-
terschiedlicher Wiirfel bezeichnen. Andererseits konnen zwei Zufallsvariable auch
vollig abhéngig sei. Man berechne zum Beispiel Y als eine lineare Transformation
von X:

Y =aX +0b.

Es gibt weiterhin Situationen, in denen eine gewisse Abhéngigkeit vorhanden ist.
Diese ist dann allerdings nicht so stark ausgeprigt, wie die soeben geschilderte
funktionale Abhéngigkeit. Als Beispiel ware der Zusammenhang zwischen Alter
und Blutdruck zu nennen. Wir wollen zwei Mafle kennenlernen, die die Tendenz
beziehungsweise Stiarke der Abhingigkeit beschreiben.

DEFINITION 6.5. FEs seien X und Y zwei Zufallsvariable mit endlichem Erwar-
tungswert. Dann ist die Kovarianz definiert durch

cov(X,Y)=E(X —EX)(Y —EY).
Speziell gilt, falls X =Y vorausgesetzt wird:
cov(X, X) = D*X.

Die Kovarianz beschreibt das tendenzielle Verhalten der Paare von Versuchsausgan-
gen. Die Kovarianz cov(X,Y) ist grofler Null, falls bei Vergréfierung der Versuchs-
ausgange der Zufallsvariablen X, auch die Versuchsausginge des zu Y gehorigen
Versuches tendenziell groffer werden. In diesem Fall sind ndmlich die meisten Pro-
dukte (z — EX)(y — EY') positiv siche Abbildung 2.
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1
HEX, EYL

ABBILDUNG 2. positive Kovarianz: die meisten Produkte (z —
EX)(y — EY) sind positiv.

Umgekehrt, die Kovarianz cov(X,Y’) ist kleiner Null, falls bei Vergro8erung der
Versuchsausgénge der Zufallsvariable X dann auch die Versuchsausginge des zu Y
gehorigen Versuches tendenziell kleiner werden.

Falls X und Y unabhéngig sind, ist die Kovarianz Null. Die Umkehrung gilt im
allgemeinen nicht. Allerdings gibt es Félle, wo die Umkehrung richtig ist. Besitzt
zum Beispiel das Paar (X,Y) eine zweidimensionale Normalverteilung, so folgt die
Unabhangigkeit von X und Y aus dem Verschwinden der Kovarianz.

In der Definition der Dichte der zweidimensionalen Normalverteilung (29) ist das
Element oxy in der Matrix ¥ die Kovarianz von X und Y. Die Niveaulinien der
Dichtefunktion sind Ellipsen, siche Abbildung 1. Falls nun oxy # 0, dann sind die
Hauptachsen dieser Ellipsen nicht parallel zu den Koordinatenachsen. Darin spie-
gelt sich der Fakt wider, dass eine tendenzielle Abhéngigkeit zwischen X und Y
vorliegt. Ist oxy = 0, dann liegen die Halbachsen parallel zu den Koordinatenach-
sen. Speziell sind die Zufallsvariablen X und Y unabhéngig.

Der Nachteil der Kovarianz ist, dass nur etwas iiber die Richtung der Abhéngigkeit,
nichts aber {iber die Stéirke der Abhéngigkeit ausgesagt werden kann. Speziell fithren
auch (lineare) MaBstabsinderungen zu einer Anderung der Kovarianz.

Dieser Nachteil wird beseitigt durch die Einfithrung des Korrelationskoeflizienten:

DEFINITION 6.6. Fs seien X und Y zwei Zufallsvariable mit endlichem Erwar-
tungswert. Dann ist der Korrelationskoeffizient definiert durch:
cov(X,Y)
VD2X - D?Y’
Der Korrelationskoeffizient ist immer im Intervall [—1,1] enthalten. Ist speziell

p(X,Y) = —1, dann sind X und Y durch eine lineare funktionale Beziehung ge-
koppelt:

p(X,Y) =

Y =aX +0,
wobei der Anstieg a negativ ist. X und Y sind vollsténdig abhéngig, falls p(X,Y) =
+1 wobei a > 0 gilt. Fiir p(X,Y) € (—1,1) liegt eine schwichere Abhéngigkeit vor,
wobei das Vorzeichen die Tendenz der Abhéngigkeit beschreibt, siche Abbildung 3.

Falls X und Y unabhéngig sind, so ist der Korrelationskoeffizient Null. Die Um-
kehrung gilt allerdings nicht. Speziell kann es passieren, falls X und Y durch einen
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ABBILDUNG 3. Punktwolken mit Korrelationskoeffizient
p(X,Y)=—-0.95und p(X,Y)=0.8

nichtlinearen Zusammenhang gekoppelt sind, dass der Korrelationskoeffizient Null
ist.

-2 N
/ : Wb e e

’
: -3 -3

ABBILDUNG 4. Vollstandige lineare Abhéngigkeit (p(X,Y) = 1)
und Unabhéngigkeit (p(X,Y) = 0) der normalverteilten Zufallsva-
riablen (X,Y)






KAPITEL 7

Markov-Ketten

1. Grundlegende Definitionen

In diesem Kapitel sollen Systeme untersucht werden, die durch den zufélligen Uber-
gang zwischen verschiedenen Zustanden charakterisiert sind. Mathematische Mo-
delle, die solche Zustande beschreiben, bezeichnet man als zufdllige Prozesse. Das
Folgende basiert auf einer Darstellung von Osaki [17].

DEFINITION 7.1. Gegeben sei eine Menge T, zum Beispiel T = Z+ oder T = RT.
(Diese Menge werde als Zeitmenge interpretiert.) Eine Familie von Zufallsvariablen
X = (X(t))ter heifit zufdlliger (stochastischer) Prozess.

Zufallige Prozesse charakterisieren also die zeitliche Entwicklung von zufélligen Er-
scheinungen.

Ein Beispiel ist der sogenannte Wiener Prozess, der die Brownsche Bewegung, also
die zuféllige Bewegung eines Molekiils in einer Fliissigkeit, beschreibt. Die zickzack-
artige Bahnkurve ergibt sich durch die zufalligen Kollisionen mit anderen Molekiilen
in der Fliissigkeit. Siehe Abbildung 1.

Uns werden hier nur Prozesse interessieren, die eine gewisse Bedeutung fir die
Informatik besitzen, die Markov-Ketten.

DEFINITION 7.2. Ein zufdlliger Prozess mit Zeitmenge T = Z+t X = (X(t))sez+,
wobei der Wertevorrat eine endliche oder abzdhlbar unendliche Menge ist, (wir
bezeichnen diesen Wertevorrat mit {0,1,--- , N} oder Z% ) heifit Markov-Kette, falls

P(X(n+1) = §1X(0) = ig, X(1) = i1, -+, X(n) = i)

32
( ) zP(X(n+1):]|X(n):zn) = Pij, ik EWU(X),

falls P(X(0) = i9, X(1) = i1, -+, X(n) = i,) # 0 ist. p;; wird als Ubergangswahr-
scheinlichkeit vom Zustand © zum Zustand j bezeichnet.

BEMERKUNG 7.3. Markov-Ketten oder allgemeiner Markov-Prozesse werden auch
als Prozesse ohne Geddchinis bezeichnet. Speziell hingt die Wahrscheinlichkeit des
Fintretens des Zustandes j zur Zeit n + 1 nur vom Zustand i,, zur Zeit n ab. Der
FEinfluss der weiter zurickliegenden Zustinde X (n — 1) = ip_1,--- spielt fir die
Wahrscheinlichkeit des Eintretens von j zur Zeit n+1 keine Rolle. Diese Zustinde
werden sozusagen vergessen.

FEs gilt:
N/oco

pij = 0, Zpijzl'
=0

75
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Es ist also sicher, von i zu irgendeinem Zustand zu gelangen. Die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten konnen zu einer (unter Umstdnden unendlichen) Matriz

P = (pi;)
zusammengefasst werden. Die obige Gleichung zeigt, dass die Summe der Elemente

in jeder Zeile Eins ist. Eine Matriz mit dieser Figenschaft und mit p;; > 0 wird als
stochastische Matriz bezeichnet.

Beispiel: Es seien a, b € [0,1]. Dann beschreibt die Ubergangsmatrix

0 (poo po1 \_[(1l-a a
1 \ po pu1 b 1-b )

die durch das folgende Diagramm beschriebenen zufélligen Ubergéinge.

b
\/ 1_b
a
ABBILDUNG 1. Ubergangsdiagramm

Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit fiir einen Pfad durch die Zustédnde des Sy-
stems. Speziell gilt nach der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit:

P(X(0) = io, X(1) =i, , X (n) = in)

P(X (n) = in|X(0) = i, , X(n—1) = in_1)x
« P(X(0) = ig, X(1) = i1, , X(n—1) = in_1)
= Pin_11, P(X(0) =g, -+, X(n = 1) =in_1)

= Dip 1inPin_sin_1 " Pioin P(X(0) = io).

Mit m;,(0) bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass zur Zeit ¢ = 0 der Zustand
ip angenommen wird:

i, (0) :=P(X(0) = ip).
Falls wir davon ausgehen, dass der Anfangszustand ig sicher angenommen wird, so
setzen wir die Wahrscheinlichkeit 7;(0) = 1. Speziell ist die Verteilung des zufélligen
Anfangszustandes gegeben durch

N/oo

m(0) = (m0(0), m1(0), -+ ), Z 7;(0) = 1.

=0
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Wir fithren die n-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeiten ein:

Py = P(X(n+m) = j1X(m) = i)

flir n € N. Speziell definieren wir fiir n = 0:
0 : i#yj
1 i=j

Diese n-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeiten kénnen zu der Matrix
Pt = (py)

zusammengefasst werden.
Der folgende Satz ist fiir das Verstandnis der Markov-Ketten von grofier Bedeutung:

SATZ 7.4. Es seien r, n ganze Zahlen mit 0 < r < n. Dann gilt:
N/oo

n o __ r o, n—r
Pi; = § PikPy; -
k=0

Den Beweis des Satzes kann man sich mittels der Abbildung 2 klarmachen. Die
Wahrscheinlichkeit in n

ABBILDUNG 2. Chapman-Kolmogorov-Gleichung

Zeitschritten von i nach j tiberzugehen, ist gleich der Summe der Wahrscheinlich-
keiten von ¢ nach j in n Schritten tiberzugehen und dabei zur Zeit r irgendeinen
der Zustande zu durchlaufen.

Diese Gleichung heifit Chapman-Kolmogorov-Gleichung. Sie kann in Matrixform wie
folgt geschrieben werden:

p — p() pn—r)
Speziell gilt:
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P = pptn=1) — ppp(n=2) — ... — pn
wobei die rechte Seite die n-te Potenz der Matrix P ist.
Es bezeichne

m(n) = (mo(n), mi(n),---),  mi(n) =P(X(n) =)
die Verteilung des Systems zur Zeit n. Dann gilt:

N/oco
mj(n) =P(X(n) = j) = Z P(X (n) = j|X(0) = )P(X(0) = 4)
N/oco -
= Y w0

Das bedeutet, man kann die Wahrscheinlichkeitsverteilung zur Zeit n durch ei-
ne Matrixmultiplikation der n-Schritt Ubergangsmatrix und der Anfangsverteilung
7(0) berechnen:

m(n) = w(0)P™.
Beispiel: Wir betrachten die Ubergangsmatrix

1—a a
b 1-b /-

Dann erhalt man durch das Multiplizieren der Matrix P mit sich selbst

9 9 (1—a)?+ab (I1-a)a+(1—-Db)a
P():P:<(1ab+(1b)b ab+ (1 — b)>2 >

1 b a l1-a-=0"( a -a
P =pr= _—_ - :
a+b<b a>+ a+b (—b b)

Speziell gilt:

b _a_
lim P™ = ( afb atb )
2. Klassifikation der Zustande einer Markov-Kette

Im Folgenden wollen wir sehen, dass die Werte, die eine Markov-Kette annehmen
kann, sich in zwei verschiedene Klassen einteilen lassen. Die eine Klasse besteht aus
Zustanden, die unendlich oft mit Wahrscheinlichkeit 1 erreicht werden, wahrend die
Zustande der anderen Klasse nur endlich oft durch die Markov-Kette X erreicht
werden.

Wir sagen, der Zustand j ist vom Zustand i aus erreichbar (schreibweise i — j),
falls es ein n € Z™ gibt mit pi; > 0. Dies bedeutet, dass wir von ¢ nach j nach n
Zeitschritten mit positiver Wahrscheinlichkeit gelangen.

Wir sagen, die Zustéande 4, j kommunizieren miteinander (i <> j), falls es nattirliche
Zahlen m, n gibt mit pi7 > 0, p%; > 0. Wir gelangen also von ¢ nach j, aber auch
von j nach ¢ in m beziehungsweise n Zeitschritten mit positiver Wahrscheinlichkeit.
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SATZ 7.5. < bildet eine Aquivalenzrelation, das heift es gilt:
(i) i1
(ii) fallsi<>j dannj < i
(iii) fallsi<j undj+ k danni< k.

BEWEIS. (i) und (ii) folgt direkt aus der Definition von <. Um (iii) einzusehen,
konnen wir nach der direkten Definition von <> annehmen, dass es m, n gibt mit

Dann gilt nach der Chapman-Kolmogorov-Gleichung
N/oco
Pt =" poh, = Pl > 0,
1=0
also i — k. Die umgekehrte Beziehung erfolgt analog. O

Beispiel: Wir betrachten eine Markov-Kette mit Ubergangswahrscheinlichkeit

0 1 0 O
1 o 1 1

1 17
2 \3 3 3

zwischen den Zustanden 0, 1, 2. Dann gilt:
12, 2 —0, 04 2.
Es gibt also genau zwei Aquivalenzklassen {0} und {1,2}.
DEFINITION 7.6. FEine Markov-Kette X heiffit irreduzibel, falls © <> j fur alle
Zustdnde i, j der Markov-Kette gilt.
Es sei d(i) der grifite gemeinsame Teiler aller n > 1 mit pl. > 0. Der Zustand i

heifit aperiodisch, falls d(i) =1 gilt. i heifit periodisch, falls d(i) > 1 € N.

Die Markov-Kette aus dem letzten Beispiel ist nicht irreduzibel, denn es ist nur mit
Wahrscheinlichkeit Null moglich, von 0 nach 2 zu gelangen.

Die Periodizitdt einer Markov-Kette bringt eine gewisse Regelmafigkeit beziiglich
n zum Ausdruck in der Abfolge der Ubergangswahrscheinlichkeiten mit pi > 0.

Beispiel: Wir betrachten die Ubergangsmatrix

dann gilt:
0—+1—=2-—=0,

also ist diese Markov-Kette irreduzibel. Weiterhin erhalten wir
Pio = Poo = 1
und flir n, die nicht durch drei teilbar sind pg, = 0. Damit ist der Zustand 0
periodisch mit d(0) = 3.
Es sei f;; die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang von i nach j in genau n Schritten:

n = P(X(n) = j, X(r) # .7 = 1,2,....n — 1/X(0) = d).

ij
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Dabei gilt fiir ¢ # j die Gleichung Z-Oj = 0 und f}j = p;j. Die Wahrscheinlichkeit,
dass ¢ irgendwann nach j iibergeht ist gerade

oo
fiy =D Fl
n=1

DEFINITION 7.7. Ein Zustand i heifit rekurrent, falls f;; = 1; @ heifst transient, falls
fi < L.

Rekurrente Zusténde zeichnen sich also dadurch aus, dass die Markov-Kette zu
diesem Zustand mit Wahrscheinlichkeit 1 zuriickkehrt. Bei transienten Zustédnden
ist dies nicht der Fall.

Ohne Beweis fiihren wir den folgenden Satz an, der ein tieferes Verstédndnis von
Rekurrenz und Transienz erlaubt.

SATZ 7.8. Ein Zustand i ist genau dann rekurrent, falls

o0

n o__
E Py = 0.
n=1

FEin Zustand © ist genau dann transient, wenn

o0
Zpﬁ < 0.
n=1

Aufgrund der Konvergenz der zweiten Reihe folgt, dass fiir k — oo die Partialsum-
men »_ -, p < oo der n-Schrittiibergangswahrscheinlichkeiten gegen Null konver-
gieren. Transiente Zustdnde werden also durch die Markov-Kette nur endlich oft
mit Wahrscheinlichkeit 1 aufgesucht. Genauso folgt, dass eine Markov-Kette einen
rekurrenten Zustand unendlich oft aufsucht mit Wahrscheinlichkeit 1 eintritt. Das
kann wie folgt motiviert werden. Es sei T die erste Zeit, dass der Zustand ¢ wieder
erreicht wird. Dann ist aufgrund der Rekurrenz diese Zeit endlich mit Wahrschein-
lichkeit 1. Startet man die Markov-Kette wieder in dieser zufalligen Zeit, dann wird
der Zustand ¢ wieder erreicht, und zwar mit Wahrscheinlichkeit 1, und so weiter.

Eine Folgerung aus dem letzten Satz ist, dass ein Zustand, der nicht rekurrent ist,
transient ist und umgekehrt.

Beispiel: Wir betrachten die Markov-Kette X mit der Ubergangswahrscheinlich—

keit
( L )
1 1 :
2 2

Durch Multiplikation dieser Matrix n — 1 mal mit sich selbst erh&lt man

. 1 0
P():<2n1 1),
2n 2n

Der Zustand 0 ist rekurrent, da >~ ; pfly = co und 1 ist transient wegen

Sl e
n:1p11_2 173 - '

SATZ 7.9. Angenommen der Zustand i ist rekurrent. Weiterhin kommuniziert i mit
j. Dann ist j auch rekurrent.



3. STATIONARES VERHALTEN DER MARKOV-KETTE 81

BEWEIS. Da i, j kommunizieren, gibt es m, n mit p;; > 0, p%; > 0. Weiterhin
gilt die Ungleichung

+s+
Py > plipiipi;-

Die linke Seite beschreibt die Wahrscheinlichkeit von j nach j in m+s-+n Zeitschrit-
ten iiberzugehen, wahrend die rechte Seite die Wahrscheinlichkeit des speziellen
Ereignisses beschreibt, bei so einem I"Jbergang zuerst von j nach ¢ in vorgegebenen
m Schritten, dann in s Schritten von ¢ nach i zu gehen und dann erst wieder j in
genau n Schritten aufzusuchen. Damit ergibt sich

o0 o0

m-+s+n m, n s __
ijj 2 DjiPij Zpii = 09,
s=1 s=1

da 7 als rekurrent vorausgesetzt ist.

BEMERKUNG 7.10. FEine irreduzible Markov-Kette besteht nur aus transienten oder
rekurrenten Zustinden.

Beispiel:(Random walk) Es sei X eine Markov-Kette mit Zustandsmenge Z. Die
Ubergénge erfolgen von i nach i41 mit Wahrscheinlichkeit p € (0, 1) und von 4 nach
1 — 1 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p =: q. Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit in
n Schritten von einem Zustand, sagen wir 0 zu diesem Zustand zuriickzukommen.
Da dazu eine gerade Anzahl von Ubergiingen notwendig ist, gilt p(z)g+1 = 0. Durch
Anwendung der Binomialverteilung erhalten wir,

Po6 = ( 2: )p"(l —p) = %(pq)”

_ V2m2n(2n)*e " o (4pg)"

= 27n(nn)2e—nen P v
wobei fiir die letzte Zeile die Stirlingsche Formel benutzt wurde. Damit gilt

ipnwi(4PQ)n_{<oo D p#q
00 ~ [~ . — ’
n=1 n=1 nm e - P=a

da fiir p # ¢ die Beziehung 4pg < 1 und damit die geometrische Reihe eine konver-
gente Majorante fiir die obige Reihe darstellt. Fiir p = ¢ gilt: 4pg = 1. Die dabei
vorgenommene Approximation der Koeffizienten besitzt keinen Einfluss auf Kon-
vergenz/Divergenz der Reihe. Also ist die harmonische Reihe fiir diese Parameter
eine divergente Minorante.

Damit ist die Markov-Kette fiir p = ¢ rekurrent, und ansonsten transient.

3. Stationires Verhalten der Markov-Kette

In diesem Abschnitt sind wir an einem gewissen typischen Verhalten interessiert,
das sich nach einer gewissen Zeit einstellt. Speziell bedeutet typisches Verhalten,
dass sich die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Zustéinde beim Ubergang von der
Zeit n zur Zeit n + 1 fiir n € Z* nicht mehr dndern. Man kann also von einem
zufélligen Gleichgewicht sprechen. Da man mittels der Ubergangsmatrix P den
Ubergang der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zustinde von der Zeit n zu einer
spateren Zeit beschreiben kann, gilt:
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(33) 7r*:77*P:77*P(2):...:W*p(n)7

wobei wir mit 7* die Verteilung zu diesem zufalligen Gleichgewicht bezeichnen.
Dieses wird auch stationdre Verteilung der Markov-Kette X genannt.

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass sich bei einem zufélligen Gleichge-
wicht die Zustédnde des Systems &ndern (was bei einem iiblichen Gleichgewicht
nicht der Fall wéare), wiahrend die Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser Zustande
konstant bleibt. Wir wollen nun die Frage beantworten, wie diese stationire Ver-
teilung strukturiert ist.

Dazu sei T; der erste zufallige Zeitpunkt, zu dem, falls in i gestartet wird, der
Zustand i wieder angenommen wird. Dabei gilt T; < oo, falls ¢ rekurrent ist. Der
Erwartungswert von T; errechnet sich fiir rekurrentes ¢ durch

o0
ET; = Z Tno=: ;.
n=1

Dabei ist es moglich, dass pu; = oo gilt.
Wir unterteilen also die rekurrenten Zustéande i noch einmal in null-rekurrente
Zustdinde, falls p; = oo und in positiv-rekurrente Zustinde, falls p; < oo.

Mittels der positiv-rekurrenten Zustande kann nun die stationére Verteilung der
Markov-Kette X beschrieben werden.

SATZ 7.11. Gegeben sei eine irreduzible Markov-Kette. Dann sind folgende Aussa-
gen dquivalent.
(i) Es existiert eine stationdre Verteilung m*.

(ii) Alle Zustiande sind positiv rekurrent.

Weiterhin gilt, dass " die einzige stationdre Verteilung ist, die durch

. 1

7Ti - —

Hi
gegeben ist. Falls alle diese Zustinde aperiodisch sind, dann gilt:
lm gl =w,  lim [B(X(n) =) — 75| = 0.

Beispiel: Gegeben sei eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix

0.8 0.2

0.3 0.7 /-
Zur Bestimmung von 7* kann (33) herangezogen werden: 7* = 7* P. Damit kénnen
die Komponenten des Vektors 7* durch die Losung des linearen Gleichungssystems
bestimmt werden:

my = 0.8m; +0.377 - —02m5 + 0377 =0
= 0.2m; +0.77; +0275 — 03m;y =0~

Die Koeffizientenmatix dieses linearen homogenen Gleichungssystems hat den Rang
1 und somit unendlich viele Losungen. Da die Losung eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung sein soll, muss zusétzlich 7§ +7; = 1 gelten. Damit ergibt sich als stationére
Verteilung von X:

7o = 0.6, w7 =0.4.
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Die stationdre Verteilung kann mit den Werkzeugen der linearen Algebra (Eigen-
vektoren) ausgerechnet werden. Damit kénnen dann die mittleren Rekurrenzzeiten
1; bestimmt werden.

4. Markov-Ketten mit endlich vielen Zustanden

Wir nehmen an, dass die Menge der Werte, die eine Markov-Kette annehmen kann,
gegeben ist durch {0,1,--- , N}. Fiir Markov-Ketten mit endlich vielen Zustédnden
gilt der folgende Satz, den wir ohne Beweis formulieren.

SATZ 7.12. Gegeben sei eine Markov-Kette X mit endlich vielen Zustinden. Dann
gilt:

(i) Es gibt keine Null-rekurrenten Zustande.

(ii) Nicht alle Zustinde sind transient.

Gegeben sei eine Markov-Kette X mit endlich vielen Zusténden. Dann kénnen
diese in transiente und positiv-rekurrente Zustande unterteilt werden. Diese wie-
derum konnen in untereinander kommunizierende Zusténde eingeteilt werden. Wir
bezeichnen die Aquivalenzklassen (siehe Satz 7.5) mit C1, - - -, C;. Damit besitzt die
Ubergangsmatrix die folgende Struktur:

P 0 0 0
0 P 0 0

o

Cy
Cs

o

0 0 0 P O C

Ry Ry -+ R Q T

T bezeichne die transienten Zustéinde. Die Matrix P, ist die Ubergangsmatrix fiir
eine Aquivalenzklasse, also von Zustinden, die untereinander kommunizieren. In
der letzten Zeile bezeichnen die Matrizen R, die Wahrscheinlichkeit des Uberganges
der transienten Zustdnde in die entsprechende Klasse von rekurrenten Zustanden.
In diese Klassen kommt man zwar hinein, aber nicht wieder heraus. Die Matrix
@ beschreibt die Wahrscheinlichkeit des Verbleibens der transienten Zusténde in
diesen bei einem Zeitschritt. Wir betrachten die folgende Ubergangsmatrix

0 /00001 00
1100 % 0 0 3
200 5 00 % 0
310001000
4120003 00
5100 2 00 %0
6 \o 2 00 3% 00

Nach Umordnung der Zeilen entsprechend der Aquivalenzklasse gilt:

3 /10000 00
510 % % 00 00
210 5 5 00 00
4o o003 1 00
00 o0o01 000
6 {0003 00 3
1\ 0%+ 00 1 0
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1 3/4 V2 v
U4 l 1
/\@
12 12
3
13
13 12
12

ABBILDUNG 3. Ubergangsdiagramm

Auf der Hauptdiagonale findet man die Ubergangsmatrizen Py (nur ein Element),
Py, P53 zu den Aquivalenzklassen C, Ca, Cs. Die letzten beiden Zeilen beschreiben
die transienten Zustdnde und deren Ubergange.

Mittels dieser Darstellung koénnen nun die Wahrscheinlichkeiten des Uberganges
eines transienten Zustandes von i nach j € C) ausgerechnet werden. Diese Wahr-
scheinlichkeiten wurden mit f;; bezeichnet.

SATZ 7.13. Fiir die Wahrscheinlichkeit des Uberganges von © € T nach Cy, gilt:
fii=>_ pu+Y_ pafi
LeCy leT

Oder in Matrizschreibweise:
(fij) =Rl +Q(fi3),  (fij)=(E—Q) 'Ry - 1.

1 ist dabei eine Spaltenmatrix, die nur aus Einsen besteht. Dabei beschreibt Ry1
den Term ch Dil.-

Der Beweis ist nicht schwer. Der erste Term auf der rechten Seite der obigen Formel
beschreibt die Wahrscheinlichkeit des direkten Uberganges von i nach j € Cj, oder,
was gleich dazu ist, von 7 nach [ € C. Der zweite Term beschreibt die Wahrschein-
lichkeit des Uberganges von T nach Cj, mit Zwischenstation in 7.

Beispiel: Wir betrachten die oben beschriebene Markov-Kette. Dann gilt:

o=y §) wae( 1)

Damit ergibt sich fiir den Ubergang nach Cj
1
1

0
0
. j=52.

1
ijZga fij =

(SN[
o w

(E—Q) 'Ry 1= (
Wir erhalten

SIS
ullowtwe
W= O

I
/N
(SIS
N—

(S0 V)
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In der Tat ist diese Wahrscheinlichkeit unabhéngig von den Ubergéngen in Cj, denn
innerhalb einer Aquivalenzklasse erreicht ein Zustand jeden anderen mit Wahr-
scheinlichkeit 1 aufgrund der Rekurrenz.






KAPITEL 8

Schlielende Statistik

1. Grundgesamtheit und Stichprobe

In diesem Abschnitt wollen wir das Grundmodell der Schlieffenden Statistik betrach-
ten. Dabei geht man von einer groflen Menge von Objekten aus, die ein gewisses
Merkmal X tragen. Beziiglich der verschiedenen Objekte variieren die Werte des
Merkmals. Zum Beispiel stelle man sich einen Automaten vor, der Mehl in Tiiten
verpackt. Das Merkmal dieser Objekte ist das Gewicht des abgepackten Mehls.
Wiirde man nun von jeder einzelnen Tiite das Gewicht messen, so wiirde man fest-
stellen, dass die Gewichte der Tiiten variieren, das heifit unterschiedliche Tiiten
haben ein unterschiedliches Gewicht. So kénnten zum Beispiel bei den ersten zehn
gewogenen Tiiten die folgenden Gewichte ermittelt werden:

501, 503, 497, 500, 501, 499, 502, 500, 498, 501[g].

Wiirde man zuféllig eine Tiite aus der Gesamtproduktion entnehmen, so wiirde
man einen zufélligen Wert fiir das Gewicht erhalten. Die verschiedenen Werte des
Merkmals X interpretieren eine Zufallsvariable, die wir auch mit X bezeichnen.
Diese Zufallsvariable wird auch als Grundgesamtheit bezeichnet. Eine Zufallsvaria-
ble wird charakterisiert durch ihre Verteilung beziechungsweise ihre Parameter, wie
Erwartungswert oder Varianz. Der Erwartungswert beziehungsweise die Varianz der
Gewichte sind wichtige Groflen, die die Produktion der Mehltiiten beschreiben. Es
wére aber zu kostspielig, jede Tiite zu wiegen und dann als arithmetisches Mittel
den Mittelwert der Grundgesamtheit zu bestimmen.

Das Anliegen der SchlieBenden Statistik ist es nun, mittels einer kleinen Menge von
Daten (Stichprobe), Aussagen liber die Grundgesamtheit zu treffen. So sollen gewis-
se Parameter der Grundgesamtheit durch die Stichprobe ndherungsweise ermittelt
werden, oder wie man in der Statistik sagt, diese Parameter sollen mittels einer
Stichprobe geschatzt werden. Desweiteren geht es darum, gewisse Annahmen iiber
die Parameter oder die Verteilung der Grundgesamtheit zu priifen, was man auch
als Testen von Hypothesen liber die Grundgesamtheit bezeichnet.

Ein anderes Beispiel ist die Wahlvorhersage, bei der aus Befragungen von relativ
wenigen Wahlern, vorausschauend Aussagen iiber den Ausgang einer Wahl gemacht
werden.

Es ist klar, dass bei der Gewinnung von Informationen tiber die Grundgesamtheit
mittels einer Stichprobe Fehler auftreten konnen, denn es steht ja nur eine relativ
kleine Datenmenge zur Analyse der Grundgesamtheit zur Verfiigung. Aufgabe der
Schlielenden Statistik ist es somit auch, gewisse Aussagen iiber die Wahrscheinlich-
keit von auftretenden Fehlaussagen oder fehlerhaften Abweichungen zu machen.
Grundlage der Schliefenden Statistik ist die Wahrscheinlichkeitstheorie, die im er-
sten Teil behandelt wurde. Auf der Wahrscheinlichkeitsrechnung basiert auch das
Grundmodell der SchlieBenden Statistik.

87
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DEFINITION 8.1. Gegeben sei eine Zufallsvariable (Grundgesamtheit) X. Als ma-
thematische Stichprobe vom Umfang n dieser Grundgesamtheit bezeichnet man eine
Menge von n Zuvallsvariablen

Xla X27 aXn
mit folgenden Figenschaften:

o Die Zufallsvariablen X; besitzen die gleiche Wahrscheinlichkeitsverteilung
wie X.
e Die Zufallsvariablen X; sind vollstindig untereinander unabhdngig.

Ermittelt man n konkrete Zahlenwerte x1, xs, - -+ , x, aus einer groflen Menge der
merkmaltragenden Objekte, so bezeichnet man diese n Zahlen als konkrete Stich-
probe.

Wir werden nun nachpriifen, inwiefern es sinnvoll ist, Definition 8.1 als Modell fir
die Stichprobenentnahme zu wéhlen. Es ist klar, dass ein Element einer Stichprobe
immer unabhéngig von den anderen Elementen einer Stichprobe entnommen werden
muss, um eine Unregelméfigkeit beziehungsweise Gleichberechtigung der einzelnen
Elemente zu garantieren. Diese Unabhéngigkeit spiegelt sich in der in der Definition
gemachten Voraussetzung der mathematischen Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen
Xy, , X, wider.

Wir stellen uns vor, dass wir eine grofle Anzahl (k Stiick) von konkreten Stichproben
vom Umfang n generieren:

1,1 .1 1
Tyy Loy T3yttt Ty
2 2 .2 2
.%‘171‘2,31‘3,-'- 7.’1;,”
k .k ok k
Ty, Tg, T3y 3Ty
Betrachten wir aus jeder dieser Stichproben das i-te Element, ¢ € {1,...,n}
1.2 k
(Ei7 :L'Z s ... 7$Z

so erhilt man k Elemente, die aus der Gesamtheit der merkmaltragenden Objekte
gewonnen wurden. Sie reflektieren damit die Verteilung der Werte des Merkmals
X, weswegen man annehmen kann, dass die Verteilung des mathematischen Stich-
probenelementes X; gleich der Verteilung der Grundgesamtheit X ist.

Die Bestimmung von Parametern der Grundgesamtheit erfolgt mittels mathemati-
scher Stichprobenfunktionen, die auch Schdtzung genannt werden.

DEFINITION 8.2. Gegeben sei eine mathematische Stichprobe X1, -+, X,, und eine
Funktion'

T(zy, -, 2n)
mit Wertevorrat in R. Dann nennt man die Zufallsvariable T(X1,---,X,,) eine

mathematische Stichprobenfunktion oder Schditzung.

Setzt man als Argumente in die Funktion 7' die Zahlenwerte einer konkreten Stich-
probe ein, so erhilt man konkrete Schatzwerte fiir den Parameter einer Grundge-
samtheit. Es ist natiirlich nicht sinnvoll, jede beliebige Funktion 7' zur Definition

Lmit speziellen technischen Eigenschaften, die hier nicht genannt werden sollen
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einer mathematischen Stichprobenfunktion heranzuziehen. Weitere Kriterien, die
so eine Funktion T noch erfiillen sollte, werden im Folgenden eingefiihrt.

Beispiel: Die bekannteste mathematische Stichprobenfunktion ist das arithmeti-
sche Mittel

_ 1 &
34 X =T(X;, - ,X,)=~ X;,
(34) (X =23

welches eine Schatzung des Erwartungswertes der Grundgesamtheit X reprasen-
tiert. Desweiteren sind als Schétzungen fiir die Varianz zu erwahnen

- 1 <& _
S =T(X1, -, Xn :*E X; — X)?
(17 ) ) ni:1( L )
1

— > (X - X)%

i=1

Eine Schétzung fiir die Wahrscheinlichkeit P(A), dass die Grundgesamtheit Werte
in einer Menge A annimmt, ist die relative Haufigkeit:

52 :T(le 7Xn) =

Ha(4) = 5 3" xa(X0)
i=1

wobei
() = 1 : z€A
XAT=90 : z¢A

Eine weitere Schatzung fiir den Mittelwert der Grundgesamtheit ist der Stichpro-
benmedian. Wir nehmen dazu an, dass X{,---, X} aus Xj,---,X,, gebildet wird,
indem wir diese Werte der Grofle nach ordnen. Der Stichprobenmedian ist definiert
durch

X : fallsn  ungerade
Xos o

%(X; —I—X%H) : falls n  gerade
(Man beachte den Unterschied zum Median einer Zufallsvariablen, siche Definition
4.27.)

Wir hatten schon erwahnt, dass bei der Bestimmung von Parametern einer Grund-
gesamtheit mittels einer Stichprobe Abweichungen des Schiatzwertes vom Parameter
mit gewissen Wahrscheinlichkeiten auftreten. Diese Wahrscheinlichkeiten kénnen
mittels der Verteilungen der mathematischen Stichprobenfunktionen ermittelt be-
ziehungsweise abgeschitzt werden.

Wir wollen uns im Folgenden mit der Interpretation von Schitzungen und deren
Genauigkeit beschéaftigen.

Wir werden den Erwartungswertwert einer Grundgesamtheit schétzen und entneh-
men dazu eine Stichprobe vom Umfang n. Dann berechnen wir als Schatzwert das
arithmetische Mittel:

1 n
1 1 1 1 =1 E 1
x17x2,x3,"'7l‘on —E .TZ'.
i=1
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Wiirden wir nun aus der Grundgesamtheit eine zweite Stichprobe entnehmen und
daraus das arithmetische Mittel bilden, so wiirden wir erhalten:

1
2 .2 2 2 =2 2
Ti, Ty, T3, , Ty > T :ﬁg 5.

Dabei wiirden wir (meistens) feststellen, dass #! # z? ist. Mindestens einer der
beiden Werte kann nicht dem Erwartungswert von X entsprechen. Wir haben also
einen Fehler gemacht. Inwiefern ist es trotzdem sinnvoll, dass arithmetische Mit-
tel als Schétzung fiir den Mittelwert von X zu bestimmen? Dazu betrachten wir
wieder k verschiedene Stichprobenentnahmen. Wir berechnen fiir jede dieser Stich-
proben das arithmetische Mittel und bilden aus allen diesen arithmetischen Mitteln
noch einmal das arithmetische Mittel. Falls k eine sehr grofle Zahl ist, beziehungs-
weise gegen oo konvergiert, dann sollte diese Zahl gleich dem Erwartungswert der
Grundgesamtheit sein:

1

1 1 1

Ty, Ty Tz, Ty > T

2 2 2 2 72

x7, 25, 25, ,Th — T 1k
EXsz 7.2

k 4

Jj=1

k .k .k k —k
$1,$2,$3,-~-,$n'—>$€

Das bedeutet, dass man nur weif3, dass im Mittel die aus den Stichproben berechne-

ten arithmetischen Mittel, den Erwartungswert der Grundgesamtheit wiedergeben.
Denn Z§:1 77 ist ein arithmetisches Mittel, also ein Mittelwert. Bildet man den
Erwartungswert des arithmetischen Mittels, so kann das auch nachgerechnet wer-
den. Dazu wenden wir Satz 4.19 an:

B 1 n 1 n 1 n
(35) ]EXfEn;len;Elen;EXfEX.
Dabei folgt aus der Definition 8.1, da X; und X die gleiche Verteilung haben,
dass auch die Erwartungswerte von X; und X gleich sind. Andererseits kénnen
die arithmetischen Mittel von einzelnen Stichproben sehr weit vom Mittelwert der
Grundgesamtheit entfernt sein.
Wir wollen nun iiberlegen, inwiefern eine Schitzung des Erwartungswertes der
Grundgesamtheit besser wird, falls wir den Stichprobenumfang, also n, vergrofiern.
Dazu berechnen wir die Varianz der Stichprobenfunktion X. Um Satz 4.25 anwen-
den zu konnen, nutzen wir, dass die Zufallsvariablen X; unabhéngig sind, siehe
Definition 8.1:

2% 21l ¢ 1= e Lo
(36) DX7D(n;X1)7n2;DXﬁnDX.
Dabei haben wir wieder angewendet, dass X und X, die gleichen Verteilungen
besitzen. Wir haben ausgerechnet, dass die Varianz von X kleiner wird, falls der
Umfang der Stichprobe n grofler wird. Das heifit, die aus den verschiedenen Stich-
proben berechneten arithmetischen Mittel streuen weniger um den Erwartungswert
EX herum, der nach (35) gleich dem Erwartungswert der Grundgesamtheit ist.

2Die Konvergenz dieses Ausdrucks fiir £ gegen unendlich ist durch das Gesetz der groflen
Zahlen richtig, siche Bauer [1].
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Dieses Resultat kann als Vergroflerung der Genauigkeit der Schétzung interpretiert
werden.

Quantitativ 1asst sich die Wahrscheinlichkeit fiir groe Abweichungen auch mittels
der Tschebyshev-Ungleichung (siehe Satz 4.28) beschreiben. Dazu bezeichnen wir
mit X,, das arithmetische Mittel, das aus n Stichprobenelementen gebildet wird:

D?X,, D?X
< =

- 2

(37) (X, ~EX| > ¢) = P( X, —EXy| > ¢) < =

ne?’
Der Ausdruck unter der Wahrscheinlichkeit beschreibt, dass die Abweichung zwi-

schen X,, und EX groBer als ¢ ist. Die rechte Seite konvergiert gegen Null fiir
n — oo, falls wir D?>X < oo annehmen.

2. Eigenschaften von Punktschiatzungen

Im letzten Abschnitt haben wir Schétzungen kennengelernt, die dazu dienen, Aus-
sagen iiber die unbekannten Parameter einer Grundgesamtheit zu machen. Sol-
che Schatzungen werden auch Punktschdtzungen genannt, da das Ergebnis so einer
Schétzung eine Zahl, also ein Punkt auf der Zahlengeraden ist. Wir haben auch
gesehen, dass eine Funktion mit Definitionsbereich R™ als Schétzung dienen kann.
Wir wollen nun Kriterien kennenlernen, die sichern, dass so eine Schitzung sinnvoll
fiir die statistische Analyse ist.

DEFINITION 8.3. Fs sei X1,---, X, eine mathematische Stichprobe fir die Grund-
gesamtheit X. Eine Schdtzung T(Xq,- -+, X,) heifft erwartungstreu fir den Para-
meter p der Grundgesamtheit X, falls gilt:

ET(X17 e 7XTL) =D
T(Xy,- -, X,) wird asymptotisch erwartungstreu genannt, falls

lim ET(Xy,---,X,) =p.

n—roo
Die Erwartungstreue einer Schatzung bedeutet, dass falls viele konkrete Stichproben
parallel gezogen werden, im Mittel der durch diese Stichproben berechnete Schéatz-
wert dem unbekannten Parameter p entspricht. Bei asymptotisch erwartungstreuen
Schéatzungen stellt sich der unbekannte Parameter p im Mittel dann ein, falls der
Umfang der Stichprobe gegen unendlich geht. Falls eine Schétzung erwartungstreu
ist, dann ist sie natiirlich auch asymptotisch erwartungstreu.
Im letzten Abschnitt hatten wir das arithmetische Mittel als Schatzung fiir den
Parameter Erwartungswert kennengelernt. Formel (35) zeigt, dass diese Schétzung
erwartungstreu ist.
Desweiteren haben wir im letzten Abschnitt gesehen, dass es zwei Schéatzungen fir
den Parameter Varianz (D?X) der Grundgesamtheit gibt. Wir wollen zuerst priifen,
ob die Schiitzung S? erwartungstreu ist, das heiit, ob gilt:

ES? = D?X.

Wir erhalten wegen

y (X; —EX))
j=1

X;— X =(X;—EX)— (X —EX) = (X; - EX) — (

S|
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nach der binomischen Formel
n

(38) E(X; — X)) =E(X; —EX)? + E(X —EX)? — %IE Z(Xj —EX)(X; — EX).
j=1
Wir betrachten die Erwartungswerte der Summanden der obigen Summe:
(39) E(X; -EX)(X; -EX) =EX,; X, -EX;EX — EXEX, + EXEX.
Aufgrund von Definition 8.1 sind die Zufallsvariablen X;, X; fiir j # ¢ unabhéangig.
Nach Satz 6.4 folgt daraus, dass
E(X;X,) =EX;EX; = EXEX

wegen EX; = EX, da X; und X die gleiche Verteilung besitzen. Damit ist fiir j # ¢
der Ausdruck in (39) gleich Null. In der Summe von (38) ist nur ein Summand von
Null verschieden, und zwar fiir ¢ = j. Weiterhin gilt

E(X; -EX)? =E(X - EX)? = DX,
_ _ _ 1
E(X -EX)? =E(X —-EX)? = —D?X.
n

Dabei haben wir benutzt, dass aufgrund der Definition (8.1) EX; = EX = EX gilt.
Fiir die letzte Formel haben wir (36) angewendet. Fassen wir diese Rechnungen
zusammen, dann erhalten wir

n=lpey

_ 1 2
E(X; —EX)?=D?X + —D?X — “D*X =
n n

Nach Summation iiber ¢ und Division durch n und Erwartungswertbildung ergibt
sich daraus:

1
"TIp2x £ p2X.
n

(40) ES? = %ZE(XZ- - X)t=
i=1

Wir haben nachgepriift, dass die Schétzung S2 fiir die Varianz der Grundgesamtheit

nicht erwartungstreu ist. Multipliziert man S2 mit — 50 erhélt man S2. Speziell
erlaubt (40) die Formulierung des folgenden Satzes.
SATZ 8.4. Die Stichprobenfunktion

1 < _
52 = n_IZ(X,-fX)Q
1=1

ist eine erwartungstreue Schdtzung fir die Varianz der Grundgesamtheit.

Aus den obigen Betrachtungen folgt unmittelbar, dass S2 nur asymptotisch erwar-

tungstreu ist, da "5 fiir n — oo gegen Eins konvergiert.

52 reprisentiert das arithmetische Mittel der quadratischen Abweichung der Stich-
probenelemente vom Mittelwert. Diese Grofe findet ihre Anwendung in der Be-
schreibenden Statistik. Fiir die folgenden Anwendungen werden wir in diesem Ka-
pitel immer S? benutzen, da vom Standpunkt der SchlieBenden Statistik die Eigen-
schaften von S? vorteilhafter fiir die Beschreibung der Varianz der Grundgesamtheit
X sind als die von S2. Es sei auch noch darauf hingewiesen, dass auf einem Ta-
schenrechner im Allgemeinen zwei verschiedene Varianzen/Standardabweichungen
implementiert sind. Eine dieser Varianzen bezieht sich auf S2, die andere auf S2.
Im Allgemeinen ist der Stichprobenmedian nur eine asymptotisch erwartungstreue
Schitzung fiir den Erwartungswert der Grundgesamtheit.
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DEFINITION 8.5. Es sei T(X1,---,X,,) eine Schatzung fir einen Parameter p der
Grundgesamtheit X . Diese Schatzung wird konsistent genannt, falls fir jedes € > 0

gilt.

Die Interpretation der Ungleichung (41) ist die Folgende: Angenommen wir zie-
hen verschiedene Stichproben und berechnen daraus verschiedene Werte fiir die
Schétzung T'. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese Werte weiter als £ vom
(unbekannten) Parameter der Grundgesamtheit entfernt sind klein, falls der Um-
fang der Stichprobe n grofl gewahlt wird. Die Konsistenz des arithmetischen Mittels
X als Schiitzung fiir den unbekannten Parameter p = EX folgt aus (37).

Die folgende Definition erlaubt zwei Schétzungen untereinander zu vergleichen.

DEFINITION 8.6. Gegeben seien zwei asymptotisch erwartungstreue Schatzungen
T ( Xy, -+, Xp) und To(Xq, - -+, X,,) fir den Parameter p der Grundgesamtheit X .
T1 wird als effizienter als Ty bezeichnet, falls

D?*Ty < DT,
gilt.

Da die Varianz die mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert ist, kann
sie als Maf fiir die Abweichung interpretiert werden. Falls T effizienter ist als 15, so
bedeutet dies, dass im Mittel die aus konkreten Stichproben errechneten Werte vom
Erwartungswert weniger abweichen, als die Werte, die mit 75 errechnet wurden.
Das arithmetische Mittel und der Stichprobenmedian sind asymptotisch erwar-
tungstreue Schitzungen fiir den Erwartungswert der Grundgesamtheit EX = p.
Es lésst sich zeigen, dass das arithmetische Mittel unter gewissen Annahmen effizi-
enter ist, als der Stichprobenmedian.

3. Intervallschatzungen

Wir hatten im letzten Abschnitt erwéhnt, dass die Differenz zwischen einem Schétz-
wert und dem entsprechenden unbekannten Parameter der Grundgesamtheit grofl
sein kann. Dabei ist unbekannt, wie grof} diese Differenz ist. Falls die Schitzung
konsistent ist, so weifl man lediglich, dass bei einem hinreichend grofien Stichpro-
benumfang die Wahrscheinlichkeit fiir grofle Abweichungen vom Parameter klein
ist.

Solche Fehler sind prinzipiell nicht zu vermeiden, beruhen sie doch auf der relativ
kleinen Information tiber die Grundgesamtheit, die in der Stichprobe gespeichert
ist.

Eine Methode, die zwar nicht diese Fehler vermeidet, sie aber trotzdem quanti-
tativ mit in die Rechnung einbezieht, sind sogenannte Intervallschdatzungen. Ziel
dieser Methode ist es, ein Intervall anzugeben, das den interessierenden Parame-
ter der Grundgesamtheit enthalt. Die Grenzen des Intervalls werden mittels einer
Stichprobe berechnet. Da diese Stichprobe wieder nur wenig Information iiber die
Grundgesamtheit enthélt, kann es zu Fehlern kommen. Einen Fehler zu machen
bedeutet nun, dass man ein Intervall aus der Rechnung erhalt, welches den inter-
essierenden Parameter nicht enthélt. Solche Fehler sind objektiv gegeben und auch
durch sehr genaues Arbeiten nicht vermeidbar. Die Wahrscheinlichkeit fiir so einen
Fehler, die man sich vorgibt, wird mit in die Rechnung aufgenommen.
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FEine Intervallschdtzung liefert ein Intervall, welches den Parameter der Grundge-
samtheit mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit enthdlt beziehungsweise nicht enthdlt.
Die vorgegebene Wahrscheinlichkeit o € (0,1), dass der Parameter im Intervall
nicht enthalten ist, wird als Irrtumswahrscheinlichkeit bezeichnet. Man irrt sich also
mit Wahrscheinlichkeit «, wenn man annimmt, dass das berechnete Intervall den
unbekannten Parameter enthélt. Komplementéar dazu wird mit 1 —« die statistische
Sicherheit bezeichnet, dass das Intervall den Parameter enthélt. Die so berechneten
Intervalle werden auch als Konfidenzintervalle bezeichnet.

DEFINITION 8.7. Es sei X1,--- , X, eine mathematische Stichprobe aus der Grund-
gesamtheit X. Dann ist das (mathematische) zweiseitige Konfidenzintervall fir
den Parameter p der Grundgesamtheit X (G¥(X1,---,Xn),GY (X1, -+, Xp)) in
Abhdangigkeit von der Irrtumswahrscheinlichkeit o definiert durch

P(p € (G(X1, -, Xn), GX(X1, -+, Xn))) =1 — a.

Ein einseitiges Konfidenzintervall (GE(Xq, -+, X,),00) oder (—oo, GS (X1, -+ , X))
ist gegeben durch
P(p € (Gg(Xh e 7XTL)7 OO)) =l-a
beziehungsweise
Pp € (—00,G5( X1, , X)) =1—a.

Ein mathematisches Konfidenzintervall ist ein zufélliges Intervall, also eine inter-
vallwertige Zufallsvariable. Realisierungen dieses zufélligen Intervalls, die durch ei-
ne konkrete Stichprobe berechnet werden, werden mit g% = ¢%(z1,- - ,x,) bezie-
hungsweise g3 = g%(z1,- - , Tn) bezeichnet. Wenn man durch verschiedene konkre-
te Stichproben verschiedene konkrete Konfidenzintervalle berechnet, so enthalten
manche dieser Intervalle den Parameter, manche nicht. Die Wahrscheinlichkeit, dass
der Parameter enthalten ist, ist 1 — «; die Wahrscheinlichkeit, dass der Parameter
nicht enthalten ist, ist «, siehe Abbildung 1.

1ns L L ot )
‘ ‘ ,l‘ Hid &l0 8l@ ‘ il[eYe)
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ABBILDUNG 1. Von 100 berechneten Konfidenzintervallen, bein-
halten die meisten den Parameter 0 (waagerechte Linie), einige
aber nicht.

Bei praktischen Untersuchungen werden iiblicherweise fiir die Irrtumswahrschein-
lichkeit « folgende Werte betrachtet:

o = 0.001, 0.005, 0.01, 0.05.

Bei der Wahl von « tritt folgendes Dilemma auf:
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a klein grofe Sicherheit, Das Intervall ist grof3,
(o =0.001, 0.005) | dass das Intervall das heifit ungenaue
den Parameter enthélt | Eingrenzung des Parameters
« grof kleine Sicherheit, Das Intervall ist klein, das heift,
(e =0.01, 0.05) dass das Intervall den | genaue Eingrenzung
Parameter enthalt des Parameters

Im Folgenden werden wir noch sehen, dass die Genauigkeit der Eingrenzung durch
den Umfang n der Stichprobe gesteuert werden kann.

Wir wollen im Folgenden Intervallschatzungen fiir verschiedene Parameter der
Grundgesamtheit kennenlernen:

Intervall fiir den Mittelwert einer normalverteilten Grundgesamtheit bei
bekannter Varianz

Wir nehmen an, dass die Grundgesamtheit X eine Normalverteilung N(u, o) be-
sitzt, wobei der unbekannte Parameter EX = p durch ein Intervall eingeschlossen
werden soll und die Varianz o2 als bekannt vorausgesetzt wird.

Mittelpunkt dieses Intervalls soll das arithmetische Mittel X sein. Diese Wahl ist
sinnvoll, denn das arithmetische Mittel ist eine erwartungstreue Schéatzung fiir den
Erwartungswert. Nach Definition 8.1 besteht also die mathematische Stichprobe

X1,--+, X, aus n unabhéngigen normalverteilten Zufallsvariablen. Wir bestimmen
als erstes die Verteilung von X. Nach Satz 4.15 wissen wir, dass
X; 4+ X,

eine N (npu, /no) normalverteilte Zufallsvariable ist. Falls diese Summe noch durch
n dividiert wird, erhalten wir X. Nach Satz 4.19 und Satz 4.25 ergibt sich

_ o
XNN(:u’vin)'

vn

Wir bestimmen jetzt den Wert fiir g, so dass das Intervall (X — g, X + g) den
unbekannten Erwartungswert p mit Wahrscheinlichkeit 1 — o enthalt:

Ppe(X -9, X+g)=1-a
oder was aquivalent dazu ist
(42) P(IX —pl<g)=P(-g<X-p<g)=1-a.

Um die Grenze g zu berechnen, transformieren wir X in eine standardnormalverteilte
Zufallsvariable

X - X -
(43) y=2"Fo T“\FN N(0,1).

T
Damit gilt, falls die Ungleichungen in (42) noch durch o/y/n dividiert werden

]P’(—g<X—u<g):]P’<_ag\/ﬁ<Y<g\/ﬁ>
o (208) o (247 -2 () 11
o(27) 13
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Damit ist

gxf =Yi-2
das 1 — §-Quantil y;—o der Standardnormalverteilung, siche Definition 4.27. Fiir
die Grenzen des konkreten Konfidenzintervalls erhalten wir:

o
9= yl—%%

g

_ _ o B 1 &
ﬂe(x—yy%\/ﬁ,ﬂylf%%), x=5zx¢-
i=1

Der Erwartungswert der Grundgesamtheit liegt also in diesem Intervall mit der
Wahrscheinlichkeit 1 — a.

Es sei noch bemerkt, dass \/n im Nenner von g auftritt. Damit wird das Intervall
kleiner, falls n grofler wird. Je grofler also n desto kleiner ist die Eingrenzung von
u durch das Konfidenzintervall.

Beispiel: Es soll ein Intervall berechnet werden, dass die mittlere Reif3festigkeit von
Bremsseilen mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.95 enthélt. Wir nehmen an, dass die
Reififestigkeit durch eine normalverteilte Zufallsvariable mit Standardabweichung
von 10 N/mm? beschrieben werden kann. Es werden mit 20 Seilen Reifiversuche
durchgefiihrt. Daraus ergeben sich folgende Messdaten:

95.5, 79.1, 79.4, 84.1, 57.2, 84.7, 82.9, 73.0, 83.3, 85.6, 76.9, 66.1, 74.9,
(44 91.6, 82.0, 86.2, 78.4, 83.1, 90.0, 77.8[N/mm?].
Als arithmetisches Mittel ergibt sich
T = 80.59[N/mm?].

Desweiteren erhalten wir fiir das Quantil Yi—2 = Yo.975 = 1.96 (siehe Tabelle in
[19]) und o = 10[N/mm?] nach Voraussetzung. Damit ist der Erwartungswert u
mit Wahrscheinlichkeit 0.95 in dem Intervall

1
(45) (80.59 — 1.96 0 ,80.59 — 1.96—0) = (76.2,84.97)

1

V20 V20

enthalten.

Vom Standpunkt eines Qualitatskontrolleurs stelle man sich vor, dass er diese
Bremsseile akzeptieren wiirde, falls 95 % der Seile eine Reififestigkeit grofier als
75[N/mm?] besitzen. Allerdings scheint eine Begrenzung der ReiBfestigkeit nach
oben, so wie durch das Intervall (45) gegeben, fiir die Qualitéit der Bremsseile uner-
heblich. Deswegen macht es mehr Sinn, ein einseitiges Konfidenzintervall (g, co) fiir
den Erwartungswert zu berechnen. Unter der Voraussetzung der Normalverteiltheit
von X, wobei die Varianz bekannt ist, erhalten wir:

P(pe (X -g00)=Pg<X—p)=1-a
FEine Transformation auf die Standardnormalverteilung ergibt, dass
€@ )
T—Y1_q——,0
I Y1 NG

mit Wahrscheinlichkeit 1 — a.
Beispiel: Wir berechnen das einseitige Konfidenzintervall fir die Daten aus (44)
mit o = 0.01. Das 0.99-Quantil yy.99 = 2.326, woraus wir das Intervall

(75.39, 00)
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erhalten. (Man beachte den Unterschied zwischen den Quantilen der zweiseitigen
und einseitigen Konfidenzintervalle.)

Ein einseitiges Konfidenzintervall, das in die andere Richtung gedffnet ist, ist gege-
ben durch

B o
€ (=00, Z + yl—a%)'

mit Wahrscheinlichkeit 1 — «.

Intervall fiir den Mittelwert einer normalverteilten Grundgesamtheit bei
unbekannter Varianz

Die fiir die Berechnung der Konfidenzintervalle gerade gemachte Voraussetzung,
dass die Varianz der normalverteilten Grundgesamtheit bekannt ist, ist in der Pra-
xis selten anzutreffen. Wenn keine Informationen iiber die Varianz vorliegen, muss
sie aus der gezogenen Stichprobe geschétzt werden. Dazu benutzen wir die erwar-
tungstreue Schatzung fiir die Varianz

1 _
S2 = — Z(Xi - X)%

i=1

Die in (43) durchgefiihrte Transformation in eine Standardnormalverteilung ist nun
zu ersetzen durch

X S = f =:Ty—1,

wobei im Nenner jetzt die Zufallsvariable S = V52 erscheint. Dadurch ist dieser
Ausdruck nicht standardnormalverteilt, sondern besitzt eine Student- Verteilung,
auch als T-Verteilung bezeichnet. Diese Verteilung hangt vom Umfang der Stich-
probe Xy, .-+, X, ab. Diese Abhéngigkeit wird durch den Index n — 1 beschrieben.
Man sagt, dass T;,—1 eine Studentverteilte Zufallsvariable mit n — 1 Freiheitsgraden
ist.

Die Student-Verteilung beschreibt die Wahrscheinlichkeit einer stetigen Zufallsva-
riablen. Thr Graph sieht so ahnlich aus, wie der der Dichte einer standardnormalver-
teilten Zufallsvariablen, siehe Abbildung 2. Die Unterschiede zwischen der Vertei-
lung einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen und einer Student-verteilten
Zufallsvariablen sind sehr gering, falls die Anzahl der Freiheitsgrade n grofier als 60
ist. In diesem Fall konnen die Quantile der Student-Verteilung durch die Quantile
der Normalverteilung ersetzt werden.

(46)

Die Formel fiir die Konfidenzintervalle ergeben sich nun analog aus den obigen
Berechnungen. Dabei ist o durch den aus der konkreten Stichprobe berechneten
Wert

zu ersetzen. Wir erhalten, dass

_ s s
peE (T — tl—%,n—l%ax + tl—%,n—l%)

mit Wahrscheinlichkeit 1 —a gilt. {1_g ,,—1 sind die Quantile der Studentverteilung
mit n — 1 Freiheitsgrade. Diese konnen aus der Tabelle in [19] entnommen werden.
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0.5

302 -1 1 2 3

ABBILDUNG 2. Die Dichtefunktionen der Standardnormalvertei-
lung und der Studentverteilung mit 10 Freiheitsgraden iibereinan-
dergelegt.

Ahnlich kénnen einseitige Intervalle berechnet werden:

_ S
ne (il' - tlfa,nflﬁa OO)

beziehungsweise
_ s
ne (—OO, T+ tl—a,n—li)

vn
mit Wahrscheinlichkeit 1 — a.
Beispiel: Um die Qualitdt einer Abfiillanlage zu beschreiben, soll ein Intervall an-
gegeben werden, das mit Wahrscheinlichkeit 0.95(= 1 — a) den Erwartungswert der
Grundgesamtheit enthalt. Es wird davon ausgegangen, dass die Fiillmenge normal-
verteilt ist. Folgende Stichprobe wurde ermittelt:

549, 547, 549, 549, 545, 550, 550, 545, 550, 544, 543, 549, 548 [g]
Wir berechnen aus der Stichprobe
T = b47.54, s =247
Da o2 durch s? geschiitzt wurde, miissen wir die Quantile der Studentverteilung
mit n — 1 = 12 berechnen:
t1—g,n—1 = to.975,12 = 2.179.

Damit erhalten wir fiir das Intervall, das den Erwartungswert g mit Wahrschein-
lichkeit von 0.95 enthalt:

(546.05,549.03).
Zum Abschluf} diese Kapitels wollen wir noch einige Intervallschdtzungen fiir Para-
meter der Grundgesamtheit erwdahnen, ohne auf die Herleitung der entsprechenden
Formel einzugehen.

Intervallschatzung fiir die Varianz einer normalverteilten Grundgesamt-

heit
(n—1)s* (n—1)s?
X%—g n—l7 X%,n—l

PRI

Zweiseitiges Intervall:

Xi-an-1> X% 1 bezeichnet die Quantile der x*-Verteilung mit n — 1 Freiheits-
graden.
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Einseitige Intervalle:

(n—1)s? (n—1)s?
T oo ) _m7 -9 M
Xifoz,nfl X?x,nfl

Intervallschétzung fiir die Wahrscheinlichkeit P(A) der Grundgesamtheit

Es sei hy,(A) die (konkrete) relative Haufigkeit des Auftretens von A der konkre-
ten Stichprobe x1,--- ,x,. Die mathematische relative Haufigkeit H, (A) ist eine
erwartungstreue Schatzung fiir P(A). Wir setzen voraus, dass der Stichprobenum-
fang nicht zu klein ist. Ndherungsweise erhalten wir die folgende Formel:
Zweiseitiges Intervall:

(hn(A) _ya\/hn(A)(l — h"(A)),hn(A) +y3\/h”(‘4)(1 - hn(A))> |

2 n n

Eine Ubersicht iiber weitere Intervallschiitzungen findet man in Beichelt [3].

Bestimmung von statistischen Anteilsbereichen

Die Bestimmung von statistischen Anteilsbereichen ist verwandt mit der Bestim-
mung von Konfidenzintervallen. Dabei geht es darum, ein Intervall (G, G,) zu be-
stimmen, das mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit 8 mindestens den Anteil
v der Grundgesamtheit X enthélt. Speziell heifit das, dass die Wahrscheinlichkeit

P(G, < X < Gp) >~

gleich 3 ist. Unter der Voraussetzung, dass X normalverteilt ist, kénnen aus einer
Stichprobe x1,--- ,x, konkrete Werte fiir die Grenzen G,, G,, geschétzt werden.
Entsprechende Formeln findet man in Storm [20].

4. Maximum Likelihood-Schitzung

In diesem Abschnitt soll es darum gehen, gewisse Parameter einer Gundgesamtheit
zu schatzen. Wir konnen zum Beispiel annehmen, dass zwar der Typ der Verteilung
bekannt ist, gewisse Parameter dieser Verteilung aber unbekannt sind und somit
geschétzt werden miissen. Wir kennen also die Modellklasse, aus der nun durch
die Maximum Likelihood-Schatzung das passende Modell bestimmt werden muss.
Speziell soll es darum gehen, das passende Modell so zu bestimmen, dass es am Be-
sten zur konkreten Stichprobe passt. Oder mit anderen Worten: Wir bestimmen das
passende Modell so, dass die konkrete Stichprobe mit gréfit moglicher Wahrschein-
lichkeit auftritt. Da im Englischen Likelihood auch Wahrscheinlichkeit bedeutet,
wird somit der Name der Methode klar.

Wir betrachten ein Beispiel. Zur Qualitatskontrolle werden aus einer Packung von
Ventilen n = 10 Ventile entnommen und wieder zuriickgelegt. Unter der Annahme,
dass S,, = k € {0, 1,--- ,n} defekte Teile auftreten, konnen wir diesen Qualitétstest
durch ein Bernoulli-Experiment beschreiben. Die entsprechende Modellklasse be-
steht aus den (n, p)-Binomialverteilungen, wobei der Parameter n = 10 schon be-
kannt ist. Durch die Maximum Likelihood-Schétzung soll also der Parameter p der
Verteilung so bestimmt werden, dass er am Besten mit der Information der konkre-
ten Stichprobe, k defekte Ventile unter n Ventilen, tibereinstimmt.

Zu diesem k wird nun die zugehorige Maximum Likelihood—Funktion formuliert:
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. 10 _
Lu(p) = Bin10.p)(S0 = 1) = () pH1 =0

L (p) is also eine Funktion mit Argument p € [0, 1], wobei k durch das Ergebnis
der konkreten Stichprobe, also Anzahl der defekten Teile unter n = 10, gegeben ist.
Der Schatzwert p* ist dann gegeben durch

Lip(p*) = Jmax, Li(p).

Da L (p) die Wahrscheinlichkeit von dem Ereignis {S,, = k} unter der Annahme,
dass bei einer Entnahme mit Wahrscheinlichkeit p ein defektes Teil auftritt, be-
stimmen wir mit der obigen Extremwertaufgabe p so, dass es am Besten zu dem
Beobachtungsergebnis der konkreten Stichprobe {S,, = k} passt.

Wir 16sen die obige Extremwertaufgabe. Falls £ = 0 beobachtet wurde, so lautet
die Maximum Likelihood-Funktion

Li(p) = Lo(p) = (1 —p)".
Damit erhalt man p* = 0 als Maximalstelle. Ahnlich fiir K = n mit der Maximal-
stelle p* = 1. Fiir 0 < p < 1 tiberpriifen wir die notwendige Bedingung fiir einen
Extremwert:

i) = ()= R )~ 0 ) =

Da ein Produkt Null ist genau dann, falls einer der Faktoren Null ist, und 0 < p < 1
gilt, kann die extremwertverdachtige Stelle aus

(k(1=p) = (n—k)p) =0
bestimmt werden. Die Losung dieser Gleichung ist p* = k/n. Es ist nicht schwer
d

zu sehen, dass chLk (p) fur p < p* positiv und fiir p > p* negativ ist. Somit ist das

berechnete p* die Maximum Likelihood—Schétzung fiir p.

Zusammenfassend sei also noch einmal bemerkt, dass man um eine Maximum
Likelihood—Schétzung durchzufithren, zwei Schrittenotwendig sind:

o Aufstellung einer zur Modellklasse gehérende Maximum Likelihood—Funk-
tion.
e Maximierung dieser Funktion.

Abschlielend betrachten wir ein weiteres Beispiel.

Wir nehmen an, dass die Lebensdauer von n Speicherchips durch eine konkrete
Stichprobe z1, - - - x,, bestimmt wurde. Unter der Annahme, dass die Grundgesamt-
heit exponentialverteilt ist (Modellklasse X ~ Exp(A), A > 0), soll der Parameter
mittlere Lebensdauer EX = 1/A durch die Maximum Likelihood—Schétzung be-
stimmt werden. Die Dichte der Exponentialverteilung ist gegeben durch (15). Wir
bestimmen den Parameter der Dichte nun so, dass er am Besten zu den Werten der
konkreten Stichprobe passt. Somit erhalten wir als Maximum Likelihood—Funktion
zu einer konkreten Stichprobe zy,--- , z,
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Ligy e oyN) = frlar, - zn) = Ate A Zim 2,
Speziell beschreibt Dichtefunktion f,(x1, -+ ,z,) auch die Verteilung der mathema-
tischen Stichprobe (X1, -, X, ). In manchen Féllen vereinfacht sich die Rechnung,
wenn man die Maximum Likelihood-Funktion logarithmiert. Da die Logarithmus
Funktion streng wachsend ist, besitzen beide Funktionen (die originale und die
logarithmierte lA/(mh... 2,)) das gleiche Maximum. Es gilt

ﬁ(wh,,‘ an)(A) = 10g(L(g, ... 2,)(A)) =nlog X — )\in
i=1

d - n -
aL(m,...’wn)()\) = X - ;xl = 0,

woraus fir das Maximum \* = n/> ", z; folgt. Also ergibt die Schitzung fiir
die mittlere Lebensdauer gerade das Reziproke des arithmetischen Mittels & der
konkreten Stichprobe. Die Maximum Likelihood—-Schatzung liefert also in diesem
Fall die erwartungstreue Schétzung fiir den Erwartungswert einer Grundgesamtheit.






KAPITEL 9

Statistische Tests

1. Die Grundidee eines Tests

Statistische Tests (statistische Priifverfahren) dienen zur Uberpriifung von Hypo-
thesen. Diese Hypothesen beziehen sich auf die Grundgesamtheit. So kann zum Bei-
spiel die Hypothese aufgestellt werden, dass die Grundgesamtheit einen bestimmten
Erwartungswert besitzt. Die Entscheidung, ob die Hypothese verworfen oder nicht
verworfen wird, wird anhand einer Stichprobe geféllt. Da diese Stichprobe wieder
nur eine kleine Information beziiglich der Grundgesamtheit enthélt, konnen durch-
aus Fehlentscheidungen iiber die Ablehnung beziehungsweise Nichtablehnung der
Hypothese auftreten.

Die bei einem Test zu liberpriifende Hypothese wird als Nullhypothese Hy bezeich-
net. Parallel zur Nullhypothese wird eine Alternativhypothese H, formuliert, die
automatisch angenommen wird, falls das Testverfahren ergibt, dass Hy abgelehnt
werden muss. Beispiele fiir Hypothesen sind:

Der Mittelwert der vom Abfiillautomaten abgepackten Mehltiiten betréagt 500g:
Hy : EX = 5009
Fiir die zugehorige Alternativhypothese gibt es verschiedene Moglichkeiten:
H,:EX #5009 oder H,:EX <5009 oder H,:EX > 500g.

Welche dieser Alternativhypothesen gew#hlt wird, hingt zum Beispiel davon ab,
ob man sich dafiir interessiert, ob der Erwartungswert von 500¢ abweicht, oder
ob nur Abweichungen nach unten beziehungsweise nach oben interessieren. Das zu
wahlende Testverfahren kann von der Alternativhypothese abhangen.

Zwei Produktionsstddten produzieren das gleiche Produkt (zum Beispiel Glithbir-
nen). Die Hypothese besteht darin, dass man annimmt, dass die mittlere Lebens-
dauer des in Betrieb 1 produzierten Produktes gleich der mittleren Lebensdauer
des in Betrieb 2 produzierten Produktes ist:

HO : ETl = ETQ

und als Alternativhypothese
Ha : ETl 7é ETQ

In Abschnitt 3 des Kapitels 8 haben wir Intervallschdtzungen betrachtet. Dabei
haben wir vorausgesetzt, dass die Grundgesamtheit normalverteilt ist. Diese An-
nahme sollte natiirlich durch einen statistischen Test unterlegt werden. Man wiirde
als Nullhypothese formulieren:

Hy: X ~ N(u,o0), H,: X # N(u,o0).

103
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In den folgenden Kapiteln werden wir noch weitere Tests kennenlernen, die sich auf
spezielle Problemstellungen der Statistik beziehen.

Wir beschreiben nun das Vorgehen, das iiber die Ablehnung, Nichtablehnung einer
Hypothese entscheidet. Nehmen wir an, dass die Hypothese tiber den Erwartungs-
wert der Grundgesamtheit X

EX = po
getestet werden soll. Die Information iiber die Grundgesamtheit liegt neben gewis-

sen Voraussetzungen iiber die Verteilung (auf die erst spéter eingegangen wird) als
konkrete Stichprobe

T1, T2, ,Tn
vor. Da das arithmetische Mittel

x=-1%"x,

S|

Il
-

K2

eine erwartungstreve Schitzung fiir den Erwartungswert der Grundgesamtheit ist
(siche Kapitel 8), sollte das konkrete arithmetische Mittel

T = xX;

S|

i=1

naherungsweise EX wiedergeben. Die Entscheidung iiber die Hypothese Hy wird
nun wie folgt getroffen: Falls die Abweichung zwischen Z und dem hypothetischen
Wert g grofs ist, so wird die Hypothese Hy abgelehnt. Den Bereich, in dem Z liegen
muss, damit Hy abgelehnt wird, bezeichnet man als kritischen Bereich. Wenn also
das arithmetische Mittel Z einen groflen Abstand von g hat, so geht man davon
aus, dass die erwartungstreue Schatzung nicht den Erwartungswert pg besitzt. Es
ist unwahrscheinlich, dass T einen grofien Abstand von dem in der Nullhypothese
formulierten Wert hat, obwohl Hy gilt. X ist eine erwartungstreue Schitzung, und
somit,

Z~EX =EX # po,

das heifit, Hy wird verworfen und H, wird akzeptiert. Mit anderen Worten: Die
Abweichung zwischen T und pug ist signifikant, um H, abzulehnen.

Da die Elemente der Stichprobe x1,--- ,x, zufillige Werte sind, ist auch im Falle,
dass EX = pg ist, das arithmetische Mittel  im Allgemeinen ungleich dem Er-
wartungswert der Grundgesamtheit. In diesem Fall geht man davon aus, dass die
Abweichung zwischen Z und o nur auf der Zufélligkeit der Stichprobe beruht, die
nicht zur Ablehnung von Hj fiihrt.

Da wieder wenig Information iiber die Grundgesamtheit vorliegt, konnen fehlerhaf-
te Schlussfolgerungen tiber die Grundgesamtheit gezogen werden. Dabei sind zwei
qualitativ unterschiedliche Arten von Fehlern moglich. Einerseits kann der soge-
nannte a-Fehler oder auch als Fehler 1. Art bezeichnet auftreten, was bedeutet,
dass Hy abgelehnt wird, obwohl Hy zutrifft. Das tritt dann auf, wenn die Zufallig-
keit der Stichprobenelemente einen Schatzwert ergeben, der sehr weit von dem in
Hy formulierten Wert entfernt ist. Es ist unwahrscheinlich, dass T einen groflen
Abstand von dem in der Nullhypothese formulierten Wert hat, obwohl Hy gilt; es
ist aber nicht unmdglich.
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Andererseits kann wieder die Zufélligkeit der Stichprobenelemente einen Schatzwert
liefern, der in der Néhe des in Hy formulierten Wertes ist, obwohl die Grundgesamt-
heit einen ganz anderen Parameter besitzt. Dieser Fehler heifit 3-Fehler oder Fehler
2. Art.

Die Situation ist mit einem Gerichtsverfahren vergleichbar. Ist Hy die vor der Ver-
handlung bestehende Hypothese, dass der Angeklagte unschuldig ist, dann sind
folgende Entscheidungen moglich:

Wahrheit

unschuldig | schuldig
Urteil | schuldig a-Fehler
unschuldig [B-Fehler

TABELLE 1. a- und S-Fehler bei Gerichtsverhandlung

Bevor wir beginnen, ein Testverfahren zu beschreiben, sei auf folgende wichtige In-
terpretation hingewiesen. Speziell ist dem Leser vielleicht aufgefallen, dass wir die
Formulierung Die Hypothese wird angenommen vermieden haben. Wird eine Hy-
pothese angenommen, also nicht abgelehnt, so bedeutet das nur, dass wir
nicht hinreichend viel Information aus der Stichprobe erhalten haben,
um die Hypothese abzulehnen.

2. Test des Mittelwertes

Wir werden nun ein Testverfahren fiir die Null- beziehungsweise Alternativhypo-
these

Hy : EX = po, H, : EX # uo

herleiten. Wir nehmen fiir die Grundgesamtheit an, dass sie normalverteilt ist mit
bekannter Varianz D?X = o2:

X ~ N(u,0).

Falls die Nullhypothese gilt, ist EX = u = pg. Eine erwartungstreue Schétzung fir
den Erwartungswert p ist das arithmetische Mittel.

Wir werden nun festlegen, wann der Abstand zwischen p und Z als hinreichend
grof} eingeschétzt wird, damit die Hypothese Hj abgelehnt wird, oder in anderen
Worten, was der kritische Bereich fiir diesen Test ist. Ausgangspunkt fiir diesen Test
ist der vorgegebene Fehler 1. Art, der mit « bezeichnet wurde. Dabei ist o der Wert
fiir eine Wahrscheinlichkeit. Diese Wahrscheinlichkeit beschreibt das Ereignis, dass
Hy aufgrund der Zufilligkeit von X abgelehnt wird, obwohl Hy gilt. Der a-Fehler
tritt auf, falls man unter der Annahme, dass die Grundgesamtheit N (po, o)-verteilt
ist, Stichprobenelemente x1,- - - , x, zufillig ermittelt, die Werte besitzen, so dass
die Abweichung des arithmetischen Mittels Z dieser Stichprobe von g grof ist.
Der kritische Bereich wird so konstruiert, dass groffe Absténde des arithmetischen
Mittels von 9 mit Wahrscheinlichkeit o auftreten. Gibt man sich fiir einen Test die
Wahrscheinlichkeit « vor, so wéhlt man ein Risiko einen Fehler 1. Art zu begehen.
Es sei der kritische Bereich das Komplement des Intervalles (ug — g, o + g). g wird
in Abhéngigkeit von a, ¢ und dem Stichprobenumfang n so bestimmt, dass gilt:

P(X € (ko — 9,0+ 9) =1—a,
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oder was zu dieser Gleichung dquivalent ist:

P(—g<X-po<g)=1-a
Bei der Annahme des Vorliegens eines a-Fehlers, gehen wir davon aus, dass die
Grundgesamtheit X die Hypothese Hy erfiillt, also N(uo,o)-verteilt ist. Aufgrund

der Erwartungstreue von X und aufgrund von (36) und Satz 4.15 ist die Verteilung

von X gegeben durch
o

N —).
(:U’07 \/ﬁ)
Damit ist _
X —
y=2"H0,
o
standardnormalverteilt: Y ~ N (0, 1),

vn vn

P(—g—n <Y <g—
g g

Andererseits gilt nach Definition der 1 — §-Quantile der Standardnormalverteilung:

)=1-qa.

P(—yl_% <Y < yl_%) =1-oa.
Daraus ergibt sich fiir g:

Vo B o
9= =~ V-5 9—3/1—%\/5.

Bei einem vorgegebenenen Fehler 1. Art «, wird Hy abgelehnt, falls Z im kritischen
Bereich liegt, das heifit:

g g
47 T —Yl—o—— _a——|.
(47) $¢(M0 Yiog oo+ 2\/ﬁ>

Oder etwas anders formuliert: Unter der Annahme von Hj ist

T — o
y= 20

o
die Realisierung einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen. Der kritische Be-
reich ist gegeben durch
Iyl > y1-a.

Beispiel: Es soll die Hypothese iiberpriift werden, dass ein Abfiillautomat norm-
gerecht arbeitet, das heifit, dass das mittlere Gewicht der abgepackten Tiiten 500g
betrigt. Die Gewichte werden als normalverteilt angenommen. Es wurde aus den
in einer Stunde produzierten Mehltiiten die folgende Stichprobe ermittelt:

499, 500, 498, 500, 498, 498, 498, 498, 495,499, 500, 496, 499, 497, 500 in g.
Die Hypothese lautet:
Hy : EX = 500g, H,: EX # 500g.

Das Signifikanzniveau sei @ = 0.01. Fiir die Standardabweichung werde ¢ = 1.5
angenommen. Aus der gegebenen Stichprobe errechnet man fiir z = 498.3. Fiir das
Quantil der Standardnormalverteilung erhélt man

@
o = 001, 5 = 0995, yl_% = Y0.995 = 2.58.
Damit ergibt sich fiir den nichtkritischen Bereich das Intervall

1.5 1.5
(500 — 2.58 5. 500 + 2585 <) = (499, 501).



2. TEST DES MITTELWERTES 107

Der Wert 7 liegt im kritischen Bereich, das heif3t die Nullhypothese wird abgelehnt
und es wird davon ausgegangen, dass die alternative Hypothese H, : EX # 500¢g
zutrifft.

Der betrachtete Test basierte auf der Ablehnung der Nullhypothese, falls T weit
genug von g in beiden Richtungen entfernt ist. Manchmal bedingt die Alternativ-
hypothese, dass nur Abweichungen in einer Richtung zur Ablehnung von Hy fithren.
Wir nehmen wieder an, dass eine Grundgesamtheit vorliegt, die normalverteilt ist
und von der die Varianz bekannt ist. Zur Nullhypothese EX = pg formulieren wir
die Alternativhypothese

(48) H,: EX = g < po, oder EX = pa > po-

Nehmen wir das Signifikanzniveau « als gegeben an, dann ergibt sich ein einseitiger
kritischer Bereich als

x g (:LLO - ylfa%()o>

oder

T — Mo
U< ~Yi—as y= UM Vvn

falls die Alternativhypothese einen kleineren Erwartungswert als pg beschreibt. Um-
gekehrt, falls der in der Alternativhypothese beschriebene Erwartungswert grofler
als po angenommen wird:

T ¢ (=00, po + ylfa%)

oder

T — o
Y= Yi—a, y=— V.

Man vergleiche die in den letzten Formeln stehenden Quantile mit dem Quantil in
(47).

Wir betrachten den Fall, dass X normalverteilt, aber ¢ nicht bekannt ist. Dann
muss o2 durch die erwartungstreue Schitzung fiir die Varianz s? geschiitzt werden.
Beachtet man wieder die Transformation (46), so gelangt man zu der Zufallsvariable

X —
IU/O\/*: Tnfl-

s
Diese Zufallsvariable ist Student-verteilt mit dem Parameter n—1. Dieser Parameter
wird als Freiheitsgrad bezeichnet. Wir konnen somit den kritischen Bereich fiir den
zweiseitigen Test beschreiben

S

_ S
T & (o — t1—%,n—1ﬁ,uo + tl—%,n—l%)

oder

:z'f
H>togar,  t=—10Vn,

falls die Hypothese Hy : EX = pug, Hy : EX # pg gegeben sind. Dabei ist
ti—g n—1 das 1 — $-Quantil der Studentverteilung mit n — 1 Freiheitsgraden. Im
Falle der Hypothesen (48) erhalten wir fiir den kritischen Bereich

_ s
T & (po— tl—a,n_1f\/ﬁ700).
oder

T — po
t<ti_an-1, t= T\/ﬁ»



108 9. STATISTISCHE TESTS

falls die Alternativhypothese einen kleineren Erwartungswert als po beschreibt.
Falls der in der Alternativhypothese beschriebene Erwartungswert grofer als pg

angenommen wird:

_ S
x §Z (_OO,/JO + tlfa,nfl %)

oder

i‘_
t>tqno1,  t=—10m,
S

Beispiel: Ein Chemiker behauptet durch einen neuen Zuschlagstoff die Festigkeit
eines Produktes von 68 N/mm? auf 70 N/mm? erhoht zu haben. Seine Kollegen
bezweifeln das. Zur ﬂberprﬁfung wird ein Testverfahren herangezogen. Es wird die
Festigkeit einer Stichprobe des neuen Materials untersucht. Falls die Hypothese

Hy: EX =70

abgelehnt wird, so geht man davon aus, dass die alternative Hypothese H, : EX =
68 gilt, das heifit, dass keine Verbesserung der Festigkeit durch den neuen Zuschlag-
stoff erreicht wird. Die Festigkeit X werde als normalverteilt vorausgesetzt.
Folgende Werte werden ermittelt:

70, 71, 70, 69, 67, 70, 70, 69, 69, 69, 72, 70, 70, 70, 69.
Als Signifikanzniveau wird @ = 0.025 vorgegeben. Aus den Daten wird berechnet:
n=157=69.67, s*=124, s=1.11, toor514 = 2.145.
Somit erhalten wir fiir den kritischen Bereich

1.11
z ¢ (70 —2.145——, 00) = (69.39, c0).
¢ 7 50) = (6930, 00)
Da z = 69.67 in dem Intervall liegt, wird Hy nicht abgeleht. Man geht davon aus,
dass sich die Festigkeit durch den Zuschlagstoff auf 70 N/mm? verbessert hat.

Zum Abschluf} dieser einleitenden Beispiele soll noch einmal das allgemeine prakti-
sche Vorgehen bei einem Test beschrieben werden, das auch fiir die folgenden Tests
anwendbar ist:

(1) In Abhéngigkeit des interessierenden statistischen Sachverhaltes (Para-
meter) Aufstellen einer Nullhypothese Hy und der zugehérigen alternati-
ven Hypothese H,. Festlegen des Fehlers 1. Art (a-Fehler). Festlegen des
Schétzwertes fiir den interessierenden Parameter der Grundgesamtheit,
iiber den eine Hypothese gepriift werden soll. Festlegung des anzuwen-
denden Testverfahrens.

(2) Kounstruktion des kritischen Bereiches.

(3) Ermittlung einer konkreten Stichprobe, die nicht zu klein sein sollte. Be-
rechnung des Schétzwertes.

(4) Entscheidung tiber die Hypothese

e Falls Schatzwert im kritischen Bereich liegt, dann Ablehnung von Hy.
Akzeptanz von H,.

e Falls Schétzwert nicht im kritischen Bereich liegt, keine Ablehnung
von Hy.
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Die Student-Verteilung kann auch verwendet werden, um die Gleichheit zweier Mit-
telwerte aus normalverteilten Grundgesamtheiten zu tiberpriifen.

Man stelle sich die folgende praktische Aufgabenstellung vor: Es soll iiberpriift wer-
den, ob die Erhéhung des Anteils eines Stoffes in Diinger zur Gewichtsédnderung bei
Kartoffeln fithrt. Die Nullhypothese wiirde darin bestehen, dass die mittleren Ge-
wichte pq, po der Grundgesamtheiten X7, X5, die einmal die mit dem neuen Diinger
behandelten Kartoffeln und zum Anderen die mit dem alten Diinger behandelten
Kartoffeln représentieren, gleich sind. Beispielsweise konnten folgende Stichproben
aus den Grundgesamtheiten X1, X5 entnommen worden sein.

X1 500, 494, 511, 490, 495, 496, 499, 496, 517, 503, 481, 515

) x,. 492, 509, 504, 519, 483, 511, 528, 522, 509, 506, 508, 496.

Die alternative Hypothese wiirde den Sachverhalt beschreiben, dass unterschiedliche
mittlere Gewichte vorliegen:

Hy: H1 = 2, Hy o pn # po.

Der mit diesen Hypothesen beschriebene Test bezieht sich auf eine zweiseitige Fra-
gestellung, das heifit, betragsmdfig grole Abweichungen werden mit Ablehnung von
Hy bestraft. Ahnlich wire es méglich, Hypothesen zu iiberpriifen, die zum Gegen-
stand eine Gewichtszunahme (oder Gewichtsabnahme) durch den neuen Diinger
haben:

Hy: p1 = p2, Hy: o >pe (Ho: o pa < pz).
Die folgenden Tests beziehen sich auf verbundene beziehungsweise unabhdngige
Stichproben.
Eine verbundene Stichprobe ist dadurch charakterisiert, dass Paare von Stichpro-
benelementen gebildet werden, die gleichen oder zumindest dhnlichen Versuchsvor-
aussetzungen unterliegen. Man konnte sich also vorstellen, dass mehrere Paare von
jeweils gleichgrofien Kartoffelpflanzen in einem Gewéchshaus (also unter gleichen
Bedingungen) zur Untersuchung des Gewichtes herangezogen wurden, wobei die
beiden Pflanzen in jedem dieser Paare mit unterschiedlichen Diingern behandelt
wurden.
Unabhéangige Stichproben wéren gegeben, falls von zwei Feldern, die jeweils mit
den beiden Diingersorten gediingt worden sind, Stichproben entnommen werden.
Bei verbunden Stichproben haben beide Testreihen den gleichen Umfang, bei un-
abhangigen muss das nicht der Fall sein.
Vergleich zweier Mittelwerte, zweiseitige Fragestellung, verbundene Stich-
proben:
Aus den normalverteilten Grundgesamtheiten X7, X liegen die verbundenen Stich-
proben

(21, 23), (22,23), -+, (¥, 27)
vor.
Hypothesen:
Hy : p1 — p2 =0, Hy: p1—p2 #0.
Testgrofien:
n &

@ e, = 3 (el et ap

i=1 i=1
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Unter Annahme von Hy ist

t=Lm

Sq
die Realisierung einer T-verteilten Zufallsvariablen mit n — 1 Freiheitsgraden.
Kritischer Bereich: Flir gegebenes Signifikanzniveau o > 0 wird Hy abgelehnt, falls

[t} >ti—a n-1-

Beispiel: Wir nehmen an, dass die untereinander stehenden Daten in (49) die
beschriebenen Paare einer verbundenen Stichprobe bilden. Aus diesen Daten be-
rechnet man [t| = 1.45. Da man fiir das Quantil der Student-Verteilung ¢9.97511
den Wert 2.2 erhilt, wird die Nullhypothese nicht abgelehnt. Da der Wert d die
mittlere Abweichung der Differenz der Stichprobenpaare beschreibt, bedeutet das,
dass diese Abweichung der arithmetischen Mittel Z', Z2 nicht signifikant grof ist,
um Hy abzulehnen.

Vergleich zweier Mittelwerte, zweiseitige Fragestellung, unabhingige
Stichproben:
Aus den normalverteilten Grundgesamtheiten X7, X5 liegen die unabhingigen

Stichproben

1 1 2 2

‘Tlv"'7xn17 Ilv"'axng

vor. Fiir X3, Xy wird noch vorausgesetzt, dass sie die gleiche Varianz haben: 0; =
09. Diese Annahme iiber die Grundgesamtheiten muss natiirlich mittels eines dafir
geeigneten Tests gepriift werden. Ein Test, der fiir diese Hypothese geeignet ist,
wird im folgenden Abschnitt beschrieben.

Hypothesen:

Hoi ILL1*/L2:0, HaZ [L17/L27é0.
Testgroffen: Unter der Hypothese Hy ist

(50) = T1 — T nineo
\/(n1*1)5§1+(n2*1)8§2 ny+no

ni+ngs—2

Realisierung einer Student-verteilten Zufallsvariable mit m = n; + ny — 2 Frei-
heitsgraden. In der obigen Formel beschreiben Z;, Zo die arithmetischen Mittel
der beiden Stichproben. Entsprechend sind 33261, 3?@2 die Ublichen erwartungstreuen
Schéatzungen fiir die Varianz, siehe 8.4.

Kritischer Bereich: Fiir gegebenes Signifikanzniveau o > 0 wird H abgelehnt, falls

‘t| > tl—%,n1+n2—2~

Bei Ungleichheit der Varianz der beiden normalverteilten Zuvallsvariablen X7, X5
wird im Unterschied zu (50) die folgende Testgrofie berechnet:

T1— 22
t= 2 p
ni no

Diese ist ndherungsweise Student-verteilt. Der kritische Bereich wir festgelegt durch

‘t| Z tl—%,ma
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wobei m die grofite ganze Zahl ist, die kleiner oder gleich

2
S

1 o
M = mit C = #
c? + (1—c)? 53 5%,
nlfl ngfl ni no

3. Statistische Tests fiir die Varianz

Genauso, wie man an Verfahren interessiert ist, die die Uberprﬁfung von Hypo-
thesen iiber den Mittelwert zum Inhalt haben, besteht hdufig auch die Aufgabe,
Hypothesen {iber die Varianz zu testen. Speziell waren Tests {iber den Mittelwert
an gewisse Voraussetzungen iiber die Varianz gebunden. So mussten beim Test
beziiglich des Vergleiches des Mittelwertes bei unabhéngigen Stichproben die Vor-
aussetzung erfiillt sein, dass die Varianzen der Zuvallsvariablen X7, X5 gleich sind:
01 = o02. Haufig sind solche Beziehungen nicht a priori gegeben. Sie miissen durch
einen Test iiberpriift werden.

0.1
0.08
0.06
0.04

0.02

5 10 15 20 25

ABBILDUNG 1. Dichtefunktion der y2-Verteilung mit 10 Freiheitsgraden.

Ein wesentlicher Unterschied zu den oben behandelten Tests, die auf der Student-
Verteilung basieren, beruhen die Tests beziiglich der Streuung hiufig auf der y2-
Verteilung beziehungsweise die Fisher-Verteilung.

Test einer Hypothese iiber die Varianz einer Grundgesamtheit
Es sei X eine normalverteilte Grundgesamtheit. Die Varianz der Grundgesamtheit
werde mit D2X = 02 bezeichnet. Die in der Hypothese formulierte Sollvarianz sei
0p. Es werde eine Stichprobe
L1, T2y "5 Tn

ermittelt. Weiterhin sei das Signifikanzniveau o € (0,1) gegeben. Wir werden die
folgenden beiden Félle untersuchen.

(1) Der Erwartungswert der Grundgesamtheit X werde als bekannt angenom-

men: EX = .

(2) Der Erwartungswert der Grundgesamtheit X sei unbekannt.

Hypothesen: Es werden zweiseitige als auch einseitige Tests formuliert.
(i) Hy: o =00, H,: o #oy
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(ii) Hy: o =00, H,: o>o09
(iii) Hy: o = oy, H,: o<og.
Testgrofien:
Wir betrachten die folgenden Grofien:
n L 2
(1) X’ = M ist x2 — verteilt,
90
—1)s?
(2) N~ u ist x2_, — verteilt.
90

Kritischer Bereich:

(i)

X*ZXiega oder  X*<xi, firFall (1)
2> X%_%ﬂn_1 oder V2 < X2%,n—1 fir Fall (2)
(i)
2 .
2 X1—a,n fir Fall (1)
* 2{ XFoamo1  filr Fall (2)
(i)
2 .
2 Xa,n fir Fall (1)
* S{ X2,y  fiir Fall (2).

Dabei bezeichnet x,., das Quantil der y?-Verteilung mit n Freiheitsgraden.

0.1
0.08
0. 06
0.04

0.02

5 10 15 20 25

[’4 [’4

ABBILDUNG 2. Kritischer Bereich eines zweiseitigen Tests der Va-
rianz fir a = 0.1

Beispiel: Die Breite von Briefumschligen, die von einem Automaten mit Werbe-
briefen gefiillt werden, ist normalverteilt. Um Ausfélle des Automaten zu minimie-
ren, diirfen die Briefumschliage nicht zu grofi sein. Die Firma, die die Umschlige
produziert gibt an, dass die Varianz der Umschlige 2mm? betrigt. Es liegt folgende

Stichprobe vor:

10.25, 11.32, 9.14, 13.59, 8.01, 10.65, 9.06, 8.43, 13.62, 10.07,
6.71, 9.51, 9.77, 9.51, 9.87, 10.36, 8.87, 9.56, 13.43, 10.28, 14.02,
11.25, 9.45, 9.12, 10.42.
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Das Signifikanzniveau betrage o = 0.05. Da wir nur Abweichungen nach oben als
signifikant erachten, wahlen wir die alternative Hypothese o > 0. Der Erwartungs-
wert po kann nicht als bekannt angenommen werden.
Die erwartungstreue Schétzung fiir die Varianz ergibt:

S
§% = 5T > (@i —x)* =327,
i=1
Daraus errechnen wir die Testgrofle
—1)s2
=D g0
o
0

Da wir fiir das Quantil Xffa,nfl = X%.95’24 den Wert 36.4 erhalten, miissen wir Hy
ablehnen.

Test auf Gleichheit zweier Varianzen

Um einen Test auf Gleichheit zweier Varianzen durchzufiihren, wird eine neue Ver-
teilung, die Fisher oder F-Verteilung benotigt:

Es seien X7 ~ N(u1,01), Xo ~ N(ua,02) zwei normalverteilte Zufallsvariablen
beziiglich derer die folgenden Stichproben vorliegen

zla"'vxnlv L1y 3Ty

Das Signifikanzniveau betrage a.
Hypothesen:
Wir betrachten die beiden Paare von Hypothesen

Hy: o1 =09, H,: o1 #o0os.
beziehungsweise

Hy: o1 =09, H,: o> 0.
Testgrofie:
Unter Annahme von Hy gilt, ist der Wert

f=

m%m‘»—ctnm

eine Realisierung einer F-verteilten Zufallsvariablen mit m; =n; — 1, mo =ng — 1
Freiheitsgraden.
Kritischer Bereich:

f S f%7m1,m2 oder f Z fl—%,ml,mg
beziehunsweise
f Z flfoz,ml,mg .

Abschlielend sei noch bemerkt, dass die F-Verteilung die folgende Symmetrieei-
genschaft fiir die Quantile aufweist:

f = fi
Q,my,msa l—a,ma,mq"
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4. Das Testen einer Verteilung

Im ersten Teil dieses Abschnittes wollen wir Verfahren angeben, die erlauben eine
Hypothese zu iiberpriifen, dass eine Grundgesamtheit X eine spezielle Verteilung
besitzt. Viele oben beschriebene Tests wurden unter der Voraussetzung formuliert,
dass die zugrunde liegende Grundgesamtheit normalverteilt ist. Das Verfahren, das
wir kennenlernen, erlaubt es, diese Hypothese zu tiberpriifen.

Im zweiten Teil werden wir ein Verfahren kennenlernen, das den Vergleich der Ver-
teilung von zwei Grundgesamtheiten erlaubt.

Der y%-Anpassungstest

Wir testen die Verteilung einer Grundgesamtheit X mit Verteilungsfunktion F'(z).
Wir betrachten dabei die Sollverteilung einer Zufallsvariablen X, die durch ihre
Verteilungsfunktion Fy(z) beschrieben wird. Desweiteren liegt eine Stichprobe

L1, L2, ,Tn
vor. Wir unterteilen weiterhin den Definitionsbereich von Fy(z) in m + 1 Klassen
Ky = (—o0, k1], Kz = (ki1, ke, K1 = (km, 00).

Fiir jede Klasse K; wird die Anzahl H; der Stichprobenelemente x; bestimmt, die
in dieser Klasse liegen. Weiterhin wird die theoretische Haufigkeit P; gebildet. Diese
Groflen sind wie folgt definiert:

Pj = (Fo(kj) — F(kj—1))n =P(Xo € (kj_1,kj))n  fir  j=1,--- ,m+1,

wobei kg = —oo und ky,+1 = oo gesetzt wird. Der Wert P; ist gleich der Wahr-
scheinlichkeit, dass die Zufallsvariablen Xy in einem Intervall (k;_1, k;] liegen, mul-
tipliziert mit dem Umfang der Stichprobe. Sind nun die Differenzen zwischen den
Haufigkeiten H; und den theoretischen Haufigkeiten P;, mit einem speziellen Maf}
gemessen, grof, so wird davon ausgegangen, dass die Verteilung der Zufallsvariablen
X nicht Fy sein kann.

Aus Griinden, die hier nicht angefiithrt werden sollen, diirfen die Klassen nicht zu
klein gewahlt werden. Als Faustregel gilt, dass die Werte P; > 5 gelten sollten.
Ist das bei einer Klassenunterteilung nicht der Fall, so sollten benachbarte Klassen
zusammengelegt werden, bis diese Forderung erfillt ist.

Hypothese:
H(]S F:Fo HaZF#Fo.

Testgrofie:
Unter der Annahme von H ist der Wert

m—+1 2

2 _ N\~ H—Fj)
=2 P;
j=1

die Realisierung einer niherungsweise x2-verteilten Zufallsvariablen mit 7 Freiheits-
graden. Die Anzahl der Freiheitsgrade ergibt sich aus der Anzahl der Klassen, also
m + 1 um eins reduziert. Miissen zur Beschreibung von Fy noch weitere Parameter
geschétzt werden, dann verringert sich die Anzahl der Freiheitsgrade noch um die
Anzahl der zu schitzenden Parameter. Ist Xy normalverteilt mit den Parametern
w4 und o und sind diese unbekannt und miissen noch aus der Stichprobe geschétzt
werden, dann ist r = (m+1) — 1 — 2.

Kritischer Bereich:
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Hy wird abgelehnt, falls

X* > X3 o
gilt, wobei X%—a,r das a-Quantil einer y2-verteilten Zufallsvariablen ist mit r Frei-
heitsgraden.

Beispiel: Es soll getestet werden, ob die Lebensdauer eines einfachen Aggregates

exponentialverteilt ist. Die Verteilungsfunktion ist gegeben durch

0 o <0
Fo(x):{lerz x> 0.

Ao wird durch eine Stichprobe vom Umfang n = 120 geschitzt durch
Ao = ()7,
siehe Abschnitt 3, wobei sich der Wert Ao = 0.009 ergibt. Die folgende Klassenun-
terteilung wurde festgelegt.
K, =[0,22] K,=1(22,60] K= (60,100] K, = (100,180] K5 = (180,00).

Da diese Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Rt beschriankt ist, kann kg = 0 gesetzt
werden. Aus der Stichprobe werden folgende Haufigkeiten H; berechnet

H =20 Hy=31 Hy=23 Hy=24 Hs=22

und als theoretische Héufigkeiten kann man mit Hilfe der Verteilungsfunktion von
F,y berechnen

P =2156 P,=2851 P;=21.15 P, =25.05 P5=23.73.
Damit ergibt sich

2 =07
Da ein Parameter (X\g) geschétzt wurde, ist 7 =5 — 1 — 1 und somit
Xo0.9,3 = 6.25.

Der Wert 2 ist nicht im kritischen Bereich. Die Hypothese iiber die Verteilung
muss also nicht verworfen werden.

Im Folgenden wollen wir Rangsummentests kennenlernen, mit denen Hypothesen
iber die Gleichheit zweier Verteilungen gepriift werden kénnen. Wir wollen im
Folgenden die Idee erlautern. Es soll zum Beispiel das Wachstum von Pflanzen unter
dem Einfluss unterschiedlicher Diinger untersucht werden. Angenommen zwei der
Pflanzen sind mit der Diingersorte A und drei der Pflanzen mit der Diingersorte B
behandelt worden. Wir schreiben die folgende Liste auf:

A, B, A, B, B.

Diese Liste beschreibt die Reihenfolge der Groflien der einzelnen Pflanzen mit dem
kleinsten Wert beginnend. Die kleinste Grofle besitzt eine Pflanze, die mit dem
Diinger A behandelt wurde. Es ist also zu erkennen, dass tendenziell die mit Diinger
A behandelte Pflanzen im unteren Bereich der Liste anzutreffen sind, wahrend sich
die mit B behandelten Pflanzen im oberen der Liste befinden. Es gibt aber eine
Pflanze, die mit A behandelt wurde und gréfer ist als eine mit B behandelte Pflanze.
Die Frage, die beantwortet werden muss ist nun, ob die Symbole A und B in der
Liste gut gemischt sind, was fiir die Gleichheit der Grofenverteilung der beiden
Pflanzen sprechen wiirde oder ob sich ein Symbol am Anfang oder am Ende der
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Liste konzentriert. Im Falle einer guten Durchmischung der Symbole A, B kann die
Hypothese

Hy : die Verteilungen der Zufallsgrofen beider Gruppen sind gleich

nicht abgelehnt werden.
Die folgende Tabelle beschreibt die moglichen Rangplatze beider Gruppen. Die
letzte Spalte beschreibt die Rangsummen R; der Gruppe A.

Rangplatz || 1 | 2 | 3 | 4 | 5 || Rangsumme A
1|/A|A|B|B|B 3
2|A|B|A|B|B 4
3|B|A|A|B|B 5
4|A|B|B|A|B 5
51A|B|B|B|A 6
6|B|A B|A|B 6
7TIB|B|A|A|B 7
8| B|A|B|BJ|A 7
9|B|B|A|BJ|A 8

10|B|B|B|AJA 9

TABELLE 2. Auflistung der Rangsummen

Die Anordnungen von der dritten bis zur achten Spalte konnen als gut gemischt
angesehen werden, so dass bei einer Rangsumme zwischen 5 und 7 keine Griinde
fiir die Ablehnung von Hj vorliegen.

Unter der Annahme, dass die Zusammenstellungen gleichberechtigt sind, 148t sich
mittels der klassischen Wahrscheinlichkeit die Verteilung der Rangsummen R; an-
geben. Es ist nun iiblich eine Zufallsvariable anzugeben, die die Rangsummen in
etwas transformierter Form beschreibt:

ni(n; +1
Ui =nins + %
Die Verteilung dieser Zufallsvariable wird als U-Verteilung bezeichnet. Diese Vertei-
lung ist diskret. Die natiirlichen Zahlen n, ny beschreiben die Anzahl der Elemente
in den Gruppen A, B. Der Wertevorrat von U; ist die Mengen der natiirlichen Zah-
len zwischen 0 und nins.

- R.

Der U-Test
Hypothese:

Hy: Die Verteilung beider Klassen ist gleich,
H,: Die Verteilung beider Klassen ist nicht gleich.

Testgrofie:

ni(ny +1
u1:n1n2+%—r1,

wobei r; eine Realisierung der Rangsummen der ersten Gruppe ist.
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Kritischer Bereich: Aus der Verteilung von U; kénnen die kritischen Werte ug und
u1—g zu einem Signifikanzniveau o entnommen werden. Hy wird abgelehnt, falls

up < ug oder u; > Up—g.

Die Berechnung der Quantile ist eingebettet in der rechentechnischen Implemen-
tierung des U-Testes in statistischer Standardsoftware. Desweiteren findet man die
kritischen Werte in Tabellen, siehe zum Beispiel Kéhler [9], Sachs [18].

Beispiel: Jeweils 10 Schiiler aus Deutschland (A) und Belgien (B) schreiben eine
Testklausur iiber den Abiturstoff in Mathematik. Es wird die folgende Rangfolge
ermittelt:

B,A, A, A, A, B, B, A, B, A A, B, A B, B,A,B, A, B, B.

Es soll die Hypothese iiberpriift werden, ob die Leistungsverteilung in beiden Klas-
sen gleich ist. Wir erhalten als Rangsumme r; = 89 und den zugehorigen U;-Wert
66. Da fiir das Signifikanzniveau o = 0.05 die kritischen Werte 23 und 77 betragen,
muss Hy nicht abgelehnt werden.

Der U-Test ist fir unabhéangige Stichproben anwendbar. Fiir verbundene Stichpro-
ben empfiehlt sich der Wilcoxen Test.

Abschlielend soll noch bemerkt werden, dass bei hinreichend groflen Werten fiir
ni, ng die Zufallsvariable U; ndherungsweise normalverteilt ist:

Uy ~ N(

nin2 \/nlnz(m +ng + 1))

2 12

5. Der -Fehler

Wir hatten schon im ersten Abschnitt dieses Kapitels den a-und [-Fehler ken-
nengelernt. Wéhrend der a-Fehler genutzt wurde, um den kritischen Bereich zu
konstruieren, wollen wir jetzt die Bedeutung des [-Fehlers studieren. Dieser Fehler
beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass Hy angenommen wird, obwohl H, zutrifft.
Wir werden uns im folgenden nur auf den Test des Mittelwertes einer normalver-
teilten Grundgesamtheit X ~ N(u,0() mit bekannter Varianz oy beziehen. Wir
haben also die Hypothesen:

Hy trifft zu: EX = po, H, trifft zw: EX = pq,

wobel pig # (g ist. Der 8-Fehler trifft zu, wenn aufgrund der Variabilitdt der Daten
sich aus der Stichprobe ein arithmetisches Mittel Z ergibt, das nicht im kritischen
Bereich liegt (also keine Ablehnung von Hy), obwohl p, der tatsichliche Mittelwert
der Grundgesamtheit ist. Der [-Fehler héngt unter anderem von dem «-Fehler,
la, to und dem Stichprobenumfang n ab.

Man stelle sich vor, man teste die Hypothese Hy : EX = g gegen die Hypothese
H,: EX = pu,, wobei g > pg ist. Unter der Annahme, dass die Grundgesamtheit
normalverteilt ist, erhélt man bei bekannter Varianz fiir die kritischen Bereiche

(o)
K= [,UO + y1—a7%,00)

bei einem vorgegebenen Fehler 1. Art a. Man kann nun die Wahrscheinlichkeit,
einen Fehler 1. Art zu begehen beliebig klein machen, indem man a gegen Null
konvergieren 1af3t. Dadurch vergroflert sich der Akzeptanzbereich K fiir Hy, der
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kritische Bereich wird kleiner. Durch die Vergroerung des Akzeptanzbereiches ver-
groflert sich auch der g-Fehler. Man bezahlt also fiir die Verkleinerung des a-Fehlers
mit der Vergroferung des S-Fehlers.

Die im Folgenden definierte Grofle Trennschdrfe beschreibt den Zusammenhang
zwischen a-Fehler und (S-Fehler.

DEFINITION 9.1. Die Trennschirfe eines Tests ist definiert als 1 — 3:
T= T(Oé,uo, 0-07lua7n) =1- ﬂ

Wie wir noch im folgenden Beispiel sehen werden, hangt die Trennschérfe von dem
Bruch (o — pta)/00 ab. Die Funktion, die als Argument diesen Bruch hat und die
Werte 1 — 3 besitzt, wird als Gilitefunktion bezeichnet. Die Funktion

1 — Giitefunktion
ist die Operationscharakteristik eines Tests, siche Abbildung 3.

1
ES

[/
o)
)
V4

-3 -2 -1 1 2 3

@

ABBILDUNG 3. Trennscharfekurven fiir verschiedene o und n Wer-

te, wobei auf der Abszisse £ abgetragen wird.

Bei vorgegebenem o« und (pg — pia) /0o sollte der Umfang der Stichprobe so gewéhlt
werden, dass die Trennschérfe iiber 0.75 liegt.

Die Trennschirfe vergrofiert sich (8 verkleinert sich), falls der Stichprobenumfang
n vergroflert wird, siehe 4, Abbildung 5.

-0.1

-0.2

ABBILDUNG 4. Die linke Kurve ist die Dichte beziiglich g, die
rechte Kurve ist die Dichte beziiglich p,. Der schwarzen Flache
entspricht der 5-Fehler.
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ABBILDUNG 5. Bei Vergrofierung von n wird die schwarze Fldche kleiner.

Es soll nun die Trennschérfe fiir einen einseitigen Test des Mittelwertes bei bekann-
ter Varianz oy berechnet werden, wobei die Grundgesamtheit als normalverteilt
angenommen wird. Wir nehmen an, dass die folgenden Hypothesen formuliert sind:

H()Z ‘LL():QO Ha:,ua:24.

Der Stichprobenumfang betragt n = 25. Wir gehen davon aus, dass o9 = 10 ist
und nehmen den a-Fehler @ = 0.05 an. Wir erhalten das zugehdrige Quantil der
Standardnormalverteilung y; _,, = 1.645. Da die Testgréfle durch das arithmetische
Mittel gegeben ist, bendtigen wir die Verteilung der Stichprobenfunktion X. Diese
Zufallsvariable ist unter der Annahme von H,, das heifit, der Annahme, dass die
Grundgesamtheit den Mittelwert . besitzt, N(uq,00/+/n) standardnormalverteilt,
siehe (36). Es sei der fiir (48) festgelegte kritische Bereich.

0
K =lpo+ yl—aj%a 00).

Der p-Fehler tritt auf, wenn das aus der Stichprobe berechnete arithmetische Mittel
Z im Komplement K des kritischen Bereiches, also im Akzeptanzbereich fiir Hy,
liegt:
TeK.
Durch Transformation auf Standardnormalverteilung, siche Lemma 4.14, (18) er-
halten wir
B=P(X € K) =P(X < jio + y1-a—r)

N

Ho + yl—a% — Ha

Jn
:@(“OU;O““\/E +y1_a) = B(—0.355).
Somit erhalten wir fiir die Trennschérfe
T=1-p=1-®(-0.355) = (0.355) = 0.64.

Der Stichprobenumfang ist also nicht ausreichend, um eine Trennschérfe von 0.75
zu gewahrleisten.






KAPITEL 10

Regressionsanalyse

1. Einleitung

Wir nehmen an, dass eine Menge von Daten gegeben ist, die durch Messungen
ermittelt wurden:

(T11, 212, -+, Z1k, Y1) = (T1,91)
($21,I22,"' ,ZEQ,k,yz) = (fzny)
(xnlaxn% e axnlmyn) = (fnvyn)

Gesucht ist eine Funktion mit k¥ Veranderlichen, die diese Messwerte ndherungsweise
beschreibt:

y=y(@1, - xp).
Die gemessenen y-Werte sind mit Messfehlern behaftet. Das gleiche kann natiirlich
bei der Einstellung der Messstellen x; auftreten. Dieser Fall soll jetzt aber aufler acht
gelassen werden und erst spéter diskutiert werden. Da die y-Werte als fehlerhaft
angenommen werden, wird es nicht sinnvoll sein, die Funktion y(&) so zu konstru-
ieren, dass der Graph der Funktion alle Messwerte enthélt. So eine Funktion hatte
einen sehr stark schwankenden Verlauf und wiirde nicht das Wesentliche beziiglich
der Abhé#ngigkeit der z- und y-Werte wiedergeben. Es scheint also sinnvoller zu
sein, die Funktion ausgleichend zwischen die Messwerte zu legen.
In [?] sind folgende Daten gegeben, die aus Messungen resultieren, bei denen die
Verkehrsdichte und die Geschwindigkeit ermittelt wurden.

Werden diese Messdaten in ein Koordinatensystem eingetragen, so ergibt sich die
Punktwolke in Abbildung 1:

Mittels der Zweipunktegleichung kann man eine Gerade bestimmen, die mehr oder
weniger gut die Punktwolke beschreibt. Wahlt man zum Beispiel die Punkte

(100,3.6)  (30,5.5),

die in der Punktwolke liegen, so erhdlt man den in Abbildung (1) dargestellten
Graphen der linearen Funktion

y(z) = 6.3 — 0.027z.

Die so ermittelte Funktion hat allerdings den Nachteil, dass nicht alle Punkte mit
in die Berechnung eingegangen sind.

Weiterhin sieht man, dass die Punktwolke eine leicht nach oben gebogene Form
hat. Das bedeutet, eine lineare Funktion wird keine optimale Beschreibung der

121
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Dichte z; | Vv y;
20.4 6.229
27.4 5.612
106.2 3.256
80.4 4.012
141.3 2.775
130.9 2.881
121.7 2.915
106.5 3.332
130.5 2.933
101.1 3.332
144.2 2.793

[ 123.9 | 3.130

Dichte z; | Vv y;
29.5 5.639
30.8 5.621
26.5 5.831
35.7 5.376
30.0 5.367
106.2 3.240
97.0 3.507
90.1 3.633
106.7 3.376
99.3 3.347
109.1 3.376
107.2 | 3.209 |

TABELLE 1. Verkehrsdichte und Wurzel aus der Geschwindigkeit

7

]
20 40 60 80 100 12!7“\%6

ABBILDUNG 1. Punktwolke und deren Approximation durch eine

lineare und quadratische Funktion

Abhéngigkeit der y-Werte von den z-Werten liefern. Berechnet man die Residuen
e;, das heifit, die Differenzen zwischen den Messwerten y; und den Werten der

berechneten Funktion an der Stelle y(x;)

ei = Yi — y(Ti),
so erhdlt man die Abbildung (2):
0.2 e
[ ]
0.4 ° ° ° .
[ ] ® 0'1 ° [ ]
0.2 o © . ° L ° . . .
® e . * *10, 15* 20
5, 0 [ 20 3 el0 .
-0.2 . . ., 0.1 . .
-0.4 0.2
[ ]

ABBILDUNG 2. Residuen beziiglich der linearen und quadratischen Approximation
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Man erkennt, dass fiir kleine und grofle z-Werte die Residuen positiv sind wahrend
die Residuen zu z-Werten mittleren Bereich negativ sind. Dieses Verhalten der
Residuen unterstreicht noch einmal, dass das von uns berechnete lineare Modell
nicht besonders gut geeignet ist, um die Punktwolke zu beschreiben.

Wir werden im iibernéchsten Abschnitt eine Methode kennenlernen, die erméglicht
ein Polynom zu konstruieren, das gut in die Punktwolke hineinpaf}t: Dieses Polynom
ist gegeben durch

y =7 —0.005z + 0.00015z2,

siehe Abbildung 1.

2. Differentiation von Matrizen

Als Vorbereitung auf den néchsten Abschnitt wollen wir hier ein paar Hilfsbetrach-
tungen einfiigen, die sich auf die Differentiation von Matrizen beziehen.

Wir betrachten den Vektor

Bo

F=|:
Bk

Gegeben sei weiterhin die reelle Funktion mit k£ + 1 Verénderlichen

-,

f(ﬁ) = f(ﬂOaﬁlv"' ,ﬁk)'

Unter der Voraussetzung, dass f differenzierbar ist, kann der Gradient berechnet

werden: B
35‘/(35)
of(B) ’

a5

=1 [ =V
af(B)
9Bk

Fir einen k + 1-dimensionalen Vektor

Co

definieren wir die Funktion

Dieser Ausdruck entspricht dem Skalarprodukt zwischen den Vektoren ¢ und ﬁ
Interpretiert man den transponierten Vektor ¢’ als Zeilenmatrix und 5 als Spalten-
matrix, so kann das berechnete Skalarprodukt durch Matrixmultiplikation gebildet
werden:

fB)y="G=p"¢
Fiir den Gradienten erhalten wir

. Co

Cl
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Es sei nun A eine symmetrische Matrix mit & + 1 Spalten und Zeilen: A =
(@i,)ij=0,. k- Bezeichne ag, a1,--- ,ay die Spalten(vektoren) der Matrix, dann
gilt wegen der Symmetrie

ag
A=(ag, - ar) = | :
Wir betrachten die Funktion
(51) 1) =BT AB.
LEMMA 10.1. Es gilt fir die in (51) definierte Funktion
) _ a5
op

BEWEIS. Wird die in dieser Formel auftretende Matrixmultiplikation aus-
gefiihrt, so ergibt sich

k K K
f(B) = B> aiiBi | =D aiiBib;
=0 \j=0

i,j=0
= Z a5} + Z ai,;BiB; = Z a;i5; + 2 Z ai,j BibB;,
i=j i#£] i=j i<j
wobei die letzte Gleichung aus der Symmetrie von A folgt.
Damit erhalten wir fiir die Ableitung;:

> k
0 o
7f(5) = 20,07()50 + 2 Z aO,jﬂj = QGgﬂ
9y 2
Ahnlich erhalten wir die Ableitungen nach 51, - - - , Bk. Fassen wir diese Ableitungen
zusammen, so gilt:
913) _ 2443,

a5
O

Zum Abschluf} sei noch bemerkt, dass diese Formel nur fiir symmetrische Matrizen
richtig ist.

3. Die Methode der kleinsten Quadrate

Wir wollen nun ein Kriterium festlegen, das erfiillt sein muss, damit eine Funktion
optimal in eine durch Messpunkte gegebene hineinpafit. Wie dieses Kriterium wirkt,
machen wir uns an einer linearen Funktion klar. Spater werden wir unser Vorgehen
auf andere Klassen von Funktionen verallgemeinern.

Gegeben seien die Messwertpaare

(xhyl)a (an 92)7 Ty (xna yn)

Aufgrund der Lage dieser Messpunkte entscheiden wir uns dafiir, die Punktwolke
durch eine Gerade zu approximieren. Wir wéhlen somit das lineare Modell

y = Bo + prz.
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Die Koeffizienten Sy, 81 sind unbekannt und miissen berechnet werden. Zwischen

den Vektoren
z_ (Bo
= (5)

und allen linearen Funktionen gibt es eine eineindeutige Zuordnung. Ist zum Beispiel
so ein Vektor 5 gegeben, so sind Anstieg und Absolutglied der Geraden bekannt.
Umgekehrt, jeder Geraden, die nicht senkrecht auf der z-Achse steht, kann ein Wert
fiir den Anstieg 87 und das Absolutglied 3y zugeordnet werden.

Die Gerade, die die Punktwolke am besten beschreibt, wird nach folgendem Krite-
rium bestimmt:

Gesucht ist die Gerade y(x) = fy + 51z, so dass die Summe der Quadrate
der Abstinde zwischen Messwerten y; und den Funktionswerten y(z;)
minimal ist.

Spéter werden wir das hier noch sehr spezielle Modell der Geraden durch allgemei-
nere Modelle ersetzen. Das Prinzip der kleinsten Quadrate wird auch dafir giiltig
bleiben.

Das Prinzip der kleinsten Quadrate besagt nun, dass die Minimalstelle der Funktion
(52) S(B) = S(Bos B1) = Y _ (i — (Bo + Brwi))?

i=1

die Koeffizienten BO, Bl liefert, so dass y = BO + le die Punktwolke am besten
beschreibt.

Wir werden nun die Minimalstellen fiir allgemeinere Modelle berechnen. Wir neh-
men an, dass wir n verschiedene k + 1 Tupel von Messwerten haben.

(11,12, -+, T1k, 1) = (T1,91)
(@21, @22, -+, Tok, Y1) = (T2, Y2)
(-Tnlvxn%' © 7xnkayn) = (fnayn)

Wir fithren das allgemeine lineare Modell

(53) y(@) = Bo + Bz + -+ + Brag

ein. Diese Modellklasse besteht aus linearen Funktionen mit k& Verdnderlichen. So
eine Modellklasse lasst viele Spezifikationen zu. So kann eine durch Messwertpaa-
re gegebene Punktwolke durch allgemeinere Funktionen als Geraden approximiert
werden. Wollen wir ein Polynom k-ten Grades zur Beschreibung der Punktwolke
heranziehen:

y() = Bo + Bz + - + Brat,

so konnen wir die Substitution

in (53) einsetzen.
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Das Prinzip der kleinsten Quadrate besagt, dass E als Minimalstelle der Funktion

n

(54) 5(5) = Z(yz — (Bo + f1zi1 + Boxio + -+ + ﬁkfﬂik))Q

i=1

(XB)i—tes Bloment

bestimmt werden muss, wobei die Datenmatrix X definiert ist als
1 oz - oz
X =
1 Ty - Tk
Wir fithren weiterhin den Datenvektor
Y1
y=1":
Yn
ein.
SAaTz 10.2. Gegebep seien die Datenmatriz X und der Datenvektor . Dann gilt fir
die Minimalstelle 3 von (5/)
(b
(55) =1 : | =xTx)"'x"Ty.
B
BEWEIS. Es gilt:
S(B) = (7~ XB)" (7~ XB) = (5" — (XH)") (7~ XB)

56) = 17— (XB) 5 - §" X3+ (XB)T (XB)
=TG- (XB) "5 — (XP)Tg+p7X"XB

=g 267X + 5TXTXp.
Dabei haben wir das Kommutativgesetz flir das Skalarprodukt und die Regel der
Matrixmultiplikation (AB)T = BT AT angewendet. Wir formulieren die notwendige
Bedingung fiir ein Minimum:

-,

05(pB)
Z
Differenzieren wir die einzelnen Glieder in (56), so erhalten wir nach Abschnitt 2
und Lemma 10.1

= 0.

T 3T (x Tt 3T (xT X .
MZQ —QMZ—QXTZJ, M:QXTXﬂ.
op op op
Speziell ist X7 X eine symmetrische Matrix. Zusammenfassend gilt:
&g(@ = —2XTj+2xTX3 =0.

Ein kritischer Punkt 5 ist also Losung des linearen Gleichungssystems
(57) XTx5=x"y.
Da die Matrix X7 X invertierbar ist, gilt (55).
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Um zu sehen, dass E Minimalstelle ist, muss die Matrix der zweiten Ableitungen
gebildet werden: R
825(6)
0pos
Die Matrix X besitzt vollen Rang. Damit ist X7 X positiv definit. Daraus folgt,

=2XTX.

dass B’ die einzige Minimalstelle ist. |

Dieses in Matrixform gegebene lineare Gleichungssystem heifit System der Nor-
malengleichungen. Dieses Gleichungssystem kann mittels des Austauschverfahrens,
Gauf} oder Cramer Algorithmus gel6st werden.

Beispiel: Es soll die Sdureresistenz einer neuen Plastiksorte in Abhéngigkeit von
der Menge eines Zuschlagstoffes durch eine Funktion beschrieben werden. Es liegen
folgende Messdaten vor:

8

Yi
2.044
3.800
4.528
4.006
1.391

T W N =

TABELLE 2. Auflistung der Daten

Eine graphische Analyse der Daten ergibt, dass die Punktwolke durch ein Polynom
zweiten Grades
y = Bo+ Bz + Pax’

gut approximiert wird. Wir setzen im Allgemeinen Modell z;; = z;, ;0 = 2.
Daraus ergeben sich die Datenmatrizen
2.044 11 1
3.800 1 2 4
y=|4.528 X=11 3 9],
4.006 1 4 16
1.391 1 5 25

wobei die letzte Spalte der Matrix X aus den Quadraten der zweiten Spalte besteht.
Wir berechnen weiter

5 15 55 15.771
XX =15 55 225 XTy=1 46.212
55 225 979 156.884
46  —3.3 0.5
(XTX)"'=|-33 2671 —0.428

0.5 —0.428 0.071

Daraus errechnet man
. —1.51
B=XTX)"'xTy=| 4175
—0.712
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Damit beschreibt die Funktion
y(x) = —1.51 +4.174x — 0.7122>

nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate am besten die Punktwolke.
Betrachten wir abschlieend noch die Residuen e; = y; — y(z;)

e
0.097
-0.17

-0.053
0.248
-0.11

Tk W =B

TABELLE 3. Liste der Residuen

so sind die Werte e; unregelméfiig um Null verteilt. Also ist ein Modell einer qua-
dratischen Funktion passend, um die gegebenen Messdaten zu beschreiben.
Mittels des Systems der Normalengleichungen (57) wollen wir noch weitere Eigen-
schaften des Modells

y =00+ Bixn + -+ Brxx

herleiten. Wegen

. Uoan - 2w [Bo Bo + Braay + -+ Brrw
Xg=1: )= :

Loan o me) \Bg Bo + Bt + -+ Btk
y(1. Messwert)

y(n. Messwert)
ergibt sich aus (57)

N

XT(G-xp)=x"e=0,

IR

wobei € den Vektor der Residuen bezeichnet. Wir erhalten €= ¢ — X .

LEMMA 10.3. Es gilt

n n
ZeiZO, Zeixijzo, fiirjzl,...,n
i=1 i=1

und . .
1 _ 1
e y(wz)ZngZyi
i=1 i=1
Zum Beweis der ersten Zeile fithre man die folgende Matrixmultiplikation aus:
1 ... 1
xll PR x 1 el
N n
0=Xx"¢e= :
€n

Tkl Tnk
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Unter anderem sagt der Hilfssatz aus, dass die Summe der Fehler (Residuen) gleich
Null ist. Die Regressionsfunktion wird so konstruiert, dass sich die Fehler ausglei-
chen.

4. Bewertung der Regressionsrechnung

Nachdem wir in der Lage sind, eine Funktion zu berechnen, die ndherungsweise den
in den Daten enthaltenen funktionalen Zusammenhang beschreibt, beschaftigen wir
uns mit der Frage, wie gut diese Funktion diesen Zusammenhang beschreibt. Dabei
stehen folgende Fragen im Mittelpunkt. Einerseits interessiert uns, ob das von uns
gewdhlte Modell geeignet ist, den funktionalen Zusammenhang auszudriicken. Zum
anderen ergibt sich die Frage, ob und mit welcher Intensitat die Daten iiberhaupt
so einen Zusammenhang zum Ausdruck bringen kénnen.

Um sich eine Meinung iiber das gewéhlte Modell zu verschaffen, empfiehlt sich
eine graphische Analyse der Residuen. Falls die Residuen unregelmdf$ig um Null
variieren, kann davon ausgegangen werden, ein passendes Modell gew#hlt zu haben.
Zeigen andererseits die Residuen die Tendenz, in gewissen Bereichen konzentriert
kleiner oder grofler als Null zu sein, so sollte die Wahl des Modells iberpriift werden.
Ein Wert, der zur Einschéitzung der Qualitit der Analyse herangezogen wird, ist
das Maf der Abweichung

5=5()=Y .
=1

Dieser Wert entspricht dem Minimalwert der Funktion S(3), siehe (52). Anstatt
dieses Wertes wird manchmal auch der gemittelte Wert

n
1 § 2
_ €;
n -

i=1

zu Beschreibung der Abweichung herangezogen. Falls diese Werte klein sind, so
paft die berechnete Funktion gut in die Punktwolke, Falls diese Werte grof§ sind,
so kann einerseits das Modell falsch gew&hlt sein, zum anderen ist es moglich, dass
die Daten keine oder eine nur sehr schwache funktionale Abhéngigkeit wiedergeben.
Die Konzentration der Daten, um eine Funktion herum ist also schwach.
Problematisch ist wieder die Einschatzung, wann diese Werte als klein beziehungs-
weise grof} einzuschétzen sind. Ein weiteres Problem ist, dass Mafistabsénderungen
die obigen Werte beeinflussen.

Ein Maf, das diese Schwéche nicht besitzt, ist das Bestimmtheitsmafs. Wir wollen
die Einfiihrung dieses Mafles motivieren. Dazu fithren wir die folgenden Grofien ein:

R X .
=1

wobei der letzte Wert der Funktionswert der berechneten Regressionsfunktion an
der Messstelle Z; ist. Desweiteren schreiben wir

1 n
= g;yz

Wir notieren die Identitat, die sich nach einer lingeren Rechnung ergibt:

ST

n n

D=9 =0 -9+ Z@?-

i=1 i=1
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Die in dieser Gleichung auftretenden Terme haben folgende Interpretation: y; — 4
beschreibt die Gesamtabweichung der Daten y; vom Mittelwert ¢. Diese Abweichung
teilt sich auf in die durch die Regressionsfunktion erklirte Abweichung ; —g und die
durch die Regressionsfunktion nicht erklarte Abweichung y; —¢;, die dem Residuum
e; entspricht. Die Regressionsfunktion sollte das Problem gut beschreiben, falls das
Verhéltnis von erklarter und nichterklarter Abweichung grof§ ist beziehungsweise
die Residuen klein sind. Dieses Verhaltnis definiert das Bestimmtheitsmaf3

R2 — i i —9)* _ 1— D€

Y= i -9

Es gilt: 0 < R? < 1. Falls R? = 1, so wird die Abweichung vollstéindig durch das
Regressionsmodell erklart. Aus der obigen Formel folgt speziell, dass die Residuen
Null sind. Falls R% = 0, so gibt es keine Erklirung durch das Regressionsmodell. Das
ist speziell dann der Fall, wenn die £ und y unabhéngig voneinander sind. In diesem
Fall kann es keine Funktion geben, die eine Beziehung zwischen den z- und y-Werten
beschreibt. R? kann aber auch gleich Null sein, wenn durch ein total unpassendes
Modell versucht wird, die Daten zu beschreiben. Liegt R? irgendwo zwischen 0 und
1, so hat man eine mehr oder weniger gute Erklarung der Abweichung y; — 7 durch
das Regressionsmodell.

Beispiel: Legen wir die Daten des letzten Beispieles zu Grunde, so ergibt sich

n n
D e} =0.1186, §=315423 und Y (y; — ) = 7.3693.
=1

i=1

Daraus errechnen wir B2 = 0.983. Das bedeutet, die Gesamtabweichung der Daten
y; von ¥ ist sehr klein. Der durch die Daten bestimmte Zusammenhang zwischen z
und y wird sehr gut durch die Regressionsfunktion beschrieben.

Abschlieflend wollen wir den Spezialfall der Regressionsgeraden y = By + 12 be-
trachten. Dazu fiihren wir die Datenmatrix

o 1 Tl
X = (1 xn> ’
ein. Wir berechnen weiterhin

XTX_( nn Z;‘L_1$i>7 XT#_(E;Li_lyi )
dim1Ti Dy sz Y D i Yii

1

<y
I

Yn

Lost man die Normalengleichungen (57) mittels der Cramerschen Regel, so ergibt
sich

(58) B _n Z?:l TilYi — Z;L:l T Z?:l Yi
1= n 2 n 2 :
ny i x; — (2 %)
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Wir erinnern uns, dass die empirische Varianz und Kovarianz gegeben sind durch

n
(o —2p = Y -
ni—l

Va)
><l\?
I
=
-

1 n 1 n ~ 1 n ~ 1 n o
= E;m%-;;%iy—ﬁgl‘yi+ﬁgﬂﬁy

1 n
= - E TiYi — TY.
n -
i=1

Damit erhalten wir die Identitét

2.2 o2 -
n2s% S5

2
3 _ NUSxy  SXY
L= 2r

Da sxy die Wachstumstendenz einer Punktwolke beschreibt, korrespondiert diese
mit dem Anstieg der Regressionsgeraden. Im Falle der Unabhéngigkeit von x und
y ist sxy = 0. Obwohl es in diesem Fall nicht sinnvoll ist, eine Regressionsgerade
zu ermitteln, wiirde man den Anstieg Null errechnen.

Der Wert fiir Bo ergibt sich aus

(59) Bo=17— b

7 — b7
LEMMA 10.4. Es sei
SXY
Vst
der Korrelationskoeffizient der Daten x, y. Dann gilt fir das Bestimmtheitsmafs
R% = p%

Der Korrelationskoeffizient ist genau dann +1, wenn die Daten auf einer Geraden
liegen. In diesem Fall ist R? = p?, das heilt die Regressionsgerade ist der Graph
der linearen Funktion, auf dem die Datenpaare (z;,y;) liegen.

Beispiel: Gegeben seien die folgenden Messdaten

(1,2.78427), (2,7.35267), (3,10.3505), (4,10.2231), (5,7.89427),
(6,16.9344), (7,13.5301), (8,22.7624), (9,13.1634), (10,30.1559),
(11,23.2748), (12,26.8797), (13,31.9496)), (14, 34.7657), (15, 30.8041),
(16, 32.8026), (17, 36.9941), (18,35.9862), (19,39.9391), (20, 37.2845),
(21, 45.7449), (22,40.9074), (23,52.1328), (24, 50.644), (25, 60.2601).

Daraus errechnet man 3; = 2.04303 und fy = 2.061. Die graphische Darstellung
der Daten, der Regressionsgeraden und der Residuen ergibt die folgende Graphik.

Da sich die Residuen sehr unregelméfiig um die Abszisse verteilen, beschreibt das
Modell sehr gut die Daten. Das wird auch durch die Berechnung des Bestimmt-
heitsmafles bestatigt:

R? = 0.9396.
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ABBILDUNG 3. Punktwolke und deren Approximation durch eine
lineare Funktion und die zugehorigen Residuen

5. Das Gauf3-Markov Modell der Regression

Wir wollen im Folgenden annehmen, dass die Messpunkte als Ergebnis von auf-
tretenden Fehlereinfliilssen bei der Messung entstehen. Wir nehmen an, dass die
Abhéngigkeit eines Merkmales Y von einem Merkmal X durch eine Funktion dar-
gestellt werden kann, wobei davon ausgegangen wird, dass diese Funktion linear ist.
Kompliziertere Abhéngigkeiten kénnen dhnlich behandelt werden. Wir betrachten
die Funktion

y=bo+ b1z,

wobei by, by unbekannte Koeffizienten sind. Die Aufgabe besteht darin, bg, by
durch eine Schétzung nidherungsweise zu bestimmen. Dazu miissen Messwerte
ermittelt werden. Aufgrund der auftretenden Messfehler erhalten wir die Paare
(%4, Yi)i=1,- n, bestimmt durch die folgenden Gleichungen

yi=bo+bix; +e,--i=1,...,n.

Die zufalligen und unbekannten Messfehler e, werden als Zufallsvariablen ange-
nommen. Damit sind auch die y; Zufallsvariablen, wahrend die x; als fest gegebene
Werte angenommen werden.

Die folgenden Annahmen iiber die Messfehler e; werden als Gaufl-Markov-Bedingungen
bezeichnet.

e Der mittlere Messfehler ist Null: Ee; =0 fiir ¢ =1,--- | n.

e Die Varianz des Messfehlers ist unabhingig von i: D%e; = E(e; —Eei)2 =0

firi=1,...,n.

e Die Messfehler sind unkorreliert: E(e;e;) =0 firi # j=1,--- ,n.

Speziell folgt die Unkorreliertheit der Messfehler falls man annehmen kann, dass
die Messfehler fiir verschiedene ¢ unabhéngig sind.
Wir haben zu Ende des letzten Abschnittes Berechnungsformeln kennengelernt, fiir
Anstieg und Absolutglied einer Regressionsgeraden. Diese ergeben sich in Abhéngig-
keit von den zufilligen Werten y;, sind somit selbst wieder Zufallsvariablen. In Ab-
schnitt 2 hatten wir Qualitatskriterien fiir Schatzungen angegeben. Fines dieser
Qualitétskriterien war die Erwartungstreue einer Schiatzung, siehe Definition 8.3.
Die Formeln (58) und (59) liefern solche erwartungstreuen Schitzungen. Es gilt
also:

EB; = by, Efo = bo.
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Unter der Annahme, dass die Gaufl-Markov Bedingungen erfiillt sind, kann auch die
Varianz der Koeffizienten berechnet werden. Fir die Varianzen der Zufallsvariablen
60, 61 gllt

60) DW=ttt D= el
=t =n . 37 —=n . 3
°T 0 ; L ZZ (@i — )%

Diese Formeln erlauben die folgende Interpretation. In den Nennern dieser Aus-
driicke treten Summen auf, die zu den empirischen Varianzen der Messstellen pro-
portional sind. Das heift, je weiter die Messstellen auseinander gezogen sind, desto
grofer ist der Nenner und desto kleiner ist die Varianz von BO, 31.

Im allgemeinen ist der in den Gauf3-Markov-Bedingungen formulierte Wert o, der
die Varianzen von ,5’0, Bl bestimmt, unbekannt. Er muss aus den Daten geschatzt
werden. Eine erwartungstreue Schitzung fiir o2, DQBO7 Dzﬁl ist

n

57 = ! Z(yz —Bo - /31331‘)2

n—2 4
(61) =1
1 z2 52
P — $% ==
Pom - 3T (i —2)? Ao Y (s —2)?

Wir werden im Folgenden die Annahme machen, dass die Fehler e; normalverteilt
sind. Zusammen mit den schon gemachten Voraussetzungen iiber die e; gilt

e; ~ N(0,0).
Satz 10.5. Angenommen die Gaufl-Markov-Bedingungen sind erfillt und es gilt

(61). Dann sind die Zufallsvariablen BO, ,81 normalverteilt mit Mittelwert IEBz =b;
und der in (60) gegebenen Varianz.

Die folgenden Betrachtungen basieren auf diesem Satz.

Ahnlich wie in Abschnitt 2 tritt das Problem auf, dass die Punktschitzungen von
Bo, B1 sehr weit von den unbekannten Werten by, b; entfernt liegen konnen. Um
eine Vorstellung zu bekommen, in welchem Bereich by, by mit einer vorgegebenen
Wahrscheinlichkeit liegt, wird ein Konfidenzintervall berechnet.

Wir legen mit a(= 0.1, 0.05, 0.01) eine Irrtumswahrscheinlichkeit fest. Dann ist bg
mit Wahrscheinlichkeit 1 — a im Intervall

by € [Bo - Sgotk%,nfbﬁo + Sgotlfg,nd]
enthalten. Entsprechend gilt fiir den Koeflizienten by:
by € [B - 851t17%,n72751 +55,t1-g n—2]

mit Wahrscheinlichkeit 1 — a.

Mit t1-g -2 haben wir das 1 — $-Quantil der Student-Verteilung bezeichnet. Jedes
der oben berechneten Intervalle enthilt mit Wahrscheinlichkeit 1 — o die Koeffizi-
enten by, b;. Wir kénnen aber nicht daraus schlieflen, dass Sy und p; gleichzeitig in
den Intervallen mit Wahrscheinlichkeit 1 — a enthalten sind.

Um zu sichern, dass by und b; gleichzeitig in diesen Intervallen enthalten sind,
miissen Simultane Konfidenzintervalle berechnet werden. Es gilt mit Wahrschein-
lichkeit 1 — «

bo € [Bo — \/2520f1—04,2,n—2750 + \/25%030f1—o¢,2,n—2] und
by € [B1 — \/2521f1—a,2,n—2751 + 1/25%1fl—a,2,n—2]~
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Diese beiden Intervalle iiberdecken bg, by gleichzeitig mit der Wahrscheinlichkeit
von 1 — a.

In &hnlicher Weise, wie gerade Konfidenzintervalle fiir die Regressionskoeffizienten
berechnet wurden, kénnen auch Konfidenzintervalle fiir die Funktionswerte y =
bo + biz berechnet werden. Dazu betrachten wir die Grofle E(y|zg), die gegeben
ist als der Erwartungswert der y-Werte der Regressionsfunktion bei gegebenen x.
Geben wir uns eine Irrtumswahrscheinlichkeit von « vor, so gilt

E(ylzo) € [BO + Brxg — g(ffo),Bo + Bro + g(xo)],

wobei

(@ —m0)*

g(xO)*Stlffn 2\/ Zl ] {ITZ—.T)

ist. Stellt man das Konfidenzintervall in Abhéngigkeit von z( dar, so erkennt man,
dass es an der Stelle x = xy am schmalsten ist. Im dufleren Bereich der Punktwolke
werden die Konfidenzintervalle breiter.

Ein nach der obigen Formel berechnetes Intervall enthélt nur fiir ein xy den Erwar-
tungswert E(y|zo) mit Wahrscheinlichkeit 1 — «. Ein simultanes Konfidenzintervall
beziiglich aller xo-Werte ist durch die folgende Formel gegeben

E(y|zo) € [Bo + Biwo — g(x0), Bo + Bizo + g(zo)),

1 T —x 2
g(xg) = \/282f1a72,n2 (M)
1=1\"17

ist. Ein Prognoseintervall, dass eine Realisierung des geschétzten Wertes der Re-
gressionsgeraden an der Stelle o mit Wahrscheinlichkeit 1 — a enthaélt, ist gegeben
durch

wobel

y(x0) € [Bo + Bizo — g(0), Bo + Bz + glzo)],

1 (T — x0)?
g(wo) = sti—g o/l + -+ =3
: \/ i (@i — )

wobei

gilt.

Abschlieflend sollen noch Hypothesen iiber die Koeffizienten der Regressionsgerade
getestet werden. Wir gehen im Folgenden von hypothetischen Werten fiir by, b; und
o aus, die wir mit b3, b9 und o bezeichnen.

Testen des Absolutgliedes einer Regressionsgeraden

Hypothese:
Hy: bo = b8
H,: by # b
Testgrofie: R
Sq

Kritischer Bereich:

|t| > tl_%,n_Q.
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Testen des Anstieges einer Regressionsgeraden

Hypothese:

HO : b1 = b(l)

H,: by #b9
Testgrafse:

po b
5

Kritischer Bereich:

[t >t1—a n-2-
Die Grofien ;g ,—2 reprisentieren die 1 — $-Quantile der Studentverteilung mit

n — 2 Freiheitsgraden.

Testen der Messfehlervarianz o2

Hypothese:

Hy : o=2a"
H,: o #o°
Testgrifle:
2 _ (n—2)s?
= =
Kritischer Bereich:

X < ng,nﬂ oder x*> Xi%,nﬂ'

X2%,n—27 X%—%,n—Z sind die § beziehungsweise 1 — 5 der x2-Verteilung mit n — 2
Freiheitsgraden.

Beispiel (Fortsetzung): Berechnet man die Schitzungen fiir die Varianz des Fehlers

o und die Varianzen von gy, 1 so ergibt sich

s? =15.1655, s% =0.0116, 52 =2.57813.
61 Bo

Die Konfidenzintervalle fiir E(y|z) sind in der Grafik 4 dargestellt.

Abschlieffend sollen noch die Hypothesen getestet werden, dass by = 3, by = 2 und
die Varianz des Fehlers gleich 10 ist. Wir erhalten folgende Testgroflen fir die drei
Tests

t = —8.68921, t=0.0267 und x? = 34.8806.

Fiir die entsprechenden Quantile gilt:
to.975,23 = 2.06866 und  X{ 975,25 = 38.0756  X{ 5,23 = 11.6886.

Damit wird die Hypothese Hy : by = 3 abgelehnt. Die Hypothese Hy : b; = 2 und
Hy : 0% = 10 werden nicht abgelehnt.
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ABBILDUNG 4. Die gestrichelten Linien sind die Grenzen der Kon-
fidenzintervalle die E(y|xo) mit der Wahrscheinlichkeit von 0.95

enthalten



ANHANG A

Kombinatorik

Die Kombinatorik beschaftigt sich mit der Anzahl von Moglichkeiten, aus einer ge-
gebenen Anzahl von Elementen Gruppen (Klassen) zusammenzustellen. Wir wollen
annehmen, dafl unterscheidbare Elemente mit 1, 2, --- ,n bezeichnet werden.
Zuerst betrachten wir Zusammenstellungen, bei denen alle Elemente in einer Zu-
sammenstellung vorkommen. Sie werden unterschieden, falls sie sich in der Reihen-
folge der Anordnung unterscheiden. Diese Zusammenstellungen nennen wir Permu-
tationen

DEFINITION A.l. Die Zusammenstellungen von n unterschiedlichen FElementen
heiffit Permutation ohne Wiederholung.

Die Anzahl der méglichen Zusammenstellungen berechnet sich aus
P, =n!
n! ist die Fakultdt:

| 1-2-...-n fallsn=1,2,---
nl = .
1 falls n =0

Beispiel: Es konnen P; = 5! = 120 verschiedene sechsstellige Zahlen aus den
Ziffern von 1 bis 6 gebildet werden, wenn jede Ziffer hochstens einmal vorkommt
und an der ersten Position immer die 1 steht.

Nun nehmen wir an, dafl es n Elemente gibt, wobei unter diesen n Elementen genau
ni, ng, --- ,n; Elemente,

J
n= E N,
i=1

nicht unterscheidbar sind.
DEFINITION A.2. Die Zusammenstellungen von n Elementen, wobei genau
ni, Na, - 0
Elemente nicht unterscheidbar sind, heiflen eine Permutation mit Wiederholung.

Die Anzahl der Zusammenstellungen ergibt sich aus

oL L
TNy nl'ng'nj'
Beispiel: In einer Stadt verlaufen alle Strafien parallel in Nord-Siid Richtung und

in ost-west Richtung, siehe Abbildung 1.

137
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ABBILDUNG 1. Straenverlauf

Es soll die Frage beantwortet werden, wieviele Wege es aus dem Nordwesten der
Stadt (linke obere Ecke) in den Siidosten (rechte untere Ecke) gibt. Dabei darf
nur nach Osten beziehungsweise nach Siiden gegangen werden. Der im Bild einge-
zeichnete Weg kann durch den Vektor (1,1,1,0,0,1,1,1,0) charakterisiert werden.
Dabei wird eine 1 geschrieben, falls man einen Straflenabschnitt nach Osten und
eine Null, falls man einen Straflenabschnitt nach Siiden geht. Damit gibt es eine
eineindeutige Zuordnung von Wegen und Vektoren die genau sechs Einsen und drei
Nullen enthalten. Die Anzahl dieser Vektoren entspricht also einer Permutation
mit Wiederholung, wobei n = 9, n; = 6, no = 3 gilt. Wir erhalten sz =84
unterschiedliche Wege.

Bei den folgenden Zusammenstellungen werden n Elemente zu Klassen der Grofie
k zusammengestellt. Angenommen, es seien die Elemente 1, 2, 3, 4 gegeben und
die Klassengrofle sei k = 2. Dann wire eine Moglichkeit der Zusammenstellung zu
Klassen:

(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4)

gegeben. Es fillt auf, dafl die Reihenfolge, wie die Elemente in den Klassen stehen,
nicht beriicksichtigt wird. Das heifit, dafl zum Beispiel die Zusammenstellungen
(1,2) und (2,1) nur einmal gezéhlt werden. Zusammenstellungen, in denen die
Reihenfolge in den Klassen keine Rolle spielt, heiflen eine Kombination. Weiterhin
erkennt man im obigen Beispiel, dafl niemals die gleichen Elemente wie (1,1),--- ,in
den Klassen auftreten. Wir haben also Zusammenstellungen ohne Wiederholungen.

DEFINITION A.3. Die Zusammenstellungen von n unterschiedlichen Elementen zu
Klassen der Grdfie k, wobei die Rethenfolge der Elemente in den Klassen nicht
berticksichtigt wird, und weiterhin jedes Element hochstens einmal in einer Klasse
auftritt, heiffen Kombination ohne Wiederholung.

Die Anzahl der moglichen Klassen berechnet sich aus
n
ko= (2).

(Z) ist der bekannte Binomialkoeffizient, der sich aus der Formel

berechnet.
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Beispiel: Beim Lotto 6 aus 49 gibt es genau

Kyg,6 = 13983816

verschiedene Moglichkeiten, einen Tippschein auszufiillen. Denn jeder Tippschein
entspricht einer Klasse mit sechs Elementen. Dabei wird beriicksichtigt, dal jede
Zahl bei der Ziehung hochstens einmal gezogen wird. Die Reihenfolge, in der die
Zahlen gezogen werden, hat darauf, ob man gewinnt oder nicht, keinen Einfluf3.
Spielt wiederum die Reihenfolge einer Zusammenstellung in einer Klasse keine Rolle,
konnen aber Elemente in einer Klasse mehr als einmal vorkommen, so erhélt man
eine Kombination mit Wiederholung.

DEFINITION A.4. Falls n Elemente zu Klassen der Gréfle k zusammengestellt wer-
den, wobei die Reihenfolge der Anordnung keine Rolle spielt, Elemente in den Klas-
sen ofters als einmal vorkommen kénnen, so spricht man von einer Kombination
mit Wiederholung.

Die Anzahl der méglichen Klassen erhélt man als

n+k—1

Beispiel: Ein Dominospiel mit Steinen von (0,0) bis (6,6) besitzt genau
K}, =28

Steine.

Zusammenstellungen, bei denen die Reihenfolge des Auftretens in den Klassen
beriicksichtigt wir, das heifit zum Beispiel (1,2) und (2, 1) als zwei Elemente gezédhlt
werden, bezeichnet man als Variation. Parallel zu den Kombinationen definiert man

DEFINITION A.5. Die Zusammenstellungen von n unterschiedlichen Elementen zu
Klassen der Grdfie k, wobei die Reihenfolge der Anordnung der Elemente beriick-
sichtigt wird, jedes Element héchstens einmal in einer Klasse auftritt, heiflen Va-
riation ohne Wiederholung.

Man kann die Anzahl der méglichen Zusammenstellungen berechnen als

n!
Vok = ———.
F = k)
Diese Formel 148t sich sehr einfach aus der Formel fiir die Kombination ohne Wie-
derholung und Permutation ohne Wiederholung herleiten. Man {iberlege wie?
Beispiel: Die Anzahl der Fahrkarten, die fiir eine Strecke mit 10 Stationen (zwei
Endstationen) gedruckt werden miissen betragt

Vig,2 = 90.
BEMERKUNG A.6. Falls n = k ist, so erhélt man
P, = Vn,n-

DEFINITION A.7. Zusammenstellungen von n unterschiedlichen Elementen zu Klas-
sen der Gréfie k, wobei die Reihenfolge der Anordnung der Elemente beriicksichtigt
wird, Elemente auch ofters als einmal in einer Klasse auftreten kénnen, heiffen
Variation mit Wiederholung.
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Die Formel zur Berechnung der Anzahl der Klassen lautet:

Vn% =nk.
Beispiel: Blindenschrift besteht aus bis zu sechs Positionen, die aus dem Papier
gestanzt werden. Eine ausgestanzte Position werde mit 1, eine nichtausgestanzte mit

Null kodiert. Da die Position der Ausstanzungen eine Rolle spielt und die beiden
Zeichen ofters als einmal vorkommen, hat man

Ve =20 =64

Zeichen zur Verfligung.
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