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14. (2 Punkte)

(Ω,A) sei ein messbarer Raum und f, g: Ω→ R seien (A− B)-messbare Funktionen.

Zeigen Sie, dass {ω: f(ω) = g(ω)} ∈ A gilt!

15. (2 Punkte)

Die Funktion f :R→ R sei differenzierbar.

Zeigen Sie, dass f ′ (B − B)-messbar ist!

16. (2 Punkte)

(Ω,A, µ) sei ein Maßraum. Ω0 ⊆ Ω sei eine höchstens abzählbare Menge mit µ(Ω\Ω0) =
0 und {ω} ∈ A ∀ω ∈ Ω0.

Zeigen Sie: Falls f : Ω −→ [0,∞] (A− B̄)-messbar ist, so gilt∫
Ω

f dµ =
∑
ω∈Ω0

f(ω)µ({ω}).

17. (3 Punkte)

Konstruieren Sie eine Folge (B − B)-meßbarer Funktionen f : R −→ [0,∞), so dass
(fn)n∈N eine nichtwachsende Folge bildet und dass mit f0(x) = limn→∞ fn(x)∫

R
fn dλ 6−→

∫
R
f0 dλ

gilt! (λ ist das Lebesgue-Maß auf (R,B).) Zeigen Sie, dass dann notwendigerweise∫
R fn dλ =∞ ∀n ∈ N ist!

18. (3 Punkte)

(µn)n∈N sei eine Folge von Maßen auf einem messbaren Raum (Ω,A) mit µn(A)↗ µ(A)
für alle A ∈ A. f : Ω→ [0,∞] sei eine (A− B̄)-messbare Funktion.

Zeigen Sie, dass ∫
Ω

f dµn −→
n→∞

∫
Ω

f dµ

gilt!


