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31. (2 Punkte)

µ1 und µ2 seien endliche Maße auf B. Zeigen Sie, dass für beliebiges B ∈ B gilt:∫
B

µ1({x ∈ B: x < y}) dµ2(y) = µ1(B)µ2(B) −
∫
B

µ2({y ∈ B: y ≤ x}) dµ1(x)!

32. (1+2+2 Punkte)

Die Funktionen f : R→ [0,∞) und g: R→ [0,∞) seien (B−B)-messbar und es gelten∫
R f

2 dλ <∞ sowie
∫
R g

2 dλ <∞.

Zeigen Sie:

(i)
∫
R f(x)g(x) dλ(x) < ∞,

(ii) h: R2 → [0,∞) mit h(x, y) = (f(x)g(y)− g(x)f(y))2 ist (B2 − B)-messbar,

(iii)
(∫

R fg dλ
)2 ≤ ∫R f 2 dλ

∫
R g

2 dλ.
(Hinweis: Betrachten Sie das Integral

∫
R2 h dλ

2 und wenden Sie den Satz von To-
nelli an!)

33. (1 Punkt)

Zeigen Sie, dass
∫
R e

−x2/2dλ(x) =
√

2π gilt!

(Sie können nutzen, dass man durch Übergang zu Polarkoordinaten erhält, dass∫
R2 e

−(x2+y2)/2 dλ(x, y) =
∫
[0,2π]

[∫
R e

−r2/2r dλ(r)
]
dλ(θ) = 2π.)

34. (2 Punkte)

Berechnen Sie ∫
[0,1]

[∫
[x,1]

e−y
2/2 dλ(y)

]
dλ(x)

und begründen Sie, dass Sie so vorgehen dürfen!


