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Aufgabe 1. Es sei F': R — R eine Funktion, die nicht fallend und rechtsstetig ist. Zeigen Sie, dass diese
Funktion auf dem Ring R! ein Primaf

pr((a,0]) = F(b) — F(a)

definiert. Kann dieses Primaf zu einem Maf auf o(R') fortgesetzt werden?

Aufgabe 2.

a) Sei f:R — R Borel-messbar. Man zeige, dass dann auch
4 z) = {a Hf(@)>a (a € R fest)
: a

Borel-messbar ist.
b) Zeigen Sie, dass f(x) = sin|z| Borel-messbar ist, wobei |z ] den ganzzahligen Anteil von z bezeichnet.

c¢) Geben Sie eine Funktion f an, die nicht B(R)-messbar, f2 jedoch messbar ist.

Aufgabe 3. Zeigen Sie den Eindeutigkeitssatz: Sei £ ein N-stabiler Erzeuger einer o-Algebra A iiber (2, in
welchem eine Folge (E,), .y von Mengen existiert, sodass Q = |,y En-

Dann sind zwei Mafe 1, pe auf A mit

w1 (E) = pe(E), fir alle £ € €
w1 (En) = ua(Fp) < 00, fur allen € N

gleich.

Hinweis: Ein Erzeuger € heifst N-stabil, falls fiir jeweils zwei Mengen A, B € £ gilt, dass AN B € £.

Zeigen Sie zunichst, dass gilt o(€) = J(E), wobei §(€) das kleinste Dynkin-System definiert, welches &€
enthélt.

Betrachten Sie anschliefiend fiir beliebiges F € &, pu1(E) < oo, das Mengensystem

Dp={AcA: p(ANE) = (AN E)}.

& Aufgabe 4 (5 Punkte). Sei f : R — R eine monotone Funktion. Man zeige:
a) f ist Borel-messbar.

b) f besitzt hochstens abzahlbar viele Unstetigkeitsstellen.



& Aufgabe 5 (3 Punkte). Sei f : R — R eine Funktion mit hichstens abzihlbar vielen Unstetigkeitsstellen.
Zeigen Sie, dass f Borel-messbar ist.

&  Aufgabe 6 (4 Punkte). Sei O = {A C R: A ist offen} ein System von offenen Teilmengen von R und
H = {[a,b) CR: a,b € R,a < b} ein System halboffener Teilmengen.
Zeigen Sie, dass 0 (0) = o (H) =: B(R).

Hinweis: Zeigen Sie, dass sich jede offene Teilmenge von R als hichstens abzéhlbare Vereinigung von offenen

Intervallen darstellen lésst.

Abgabetermin: Die mit # gekennzeichneten Aufgaben sind zu bearbeiten und in der Vorlesung am Don-
nerstag abzugeben. Es wird empfohlen auch die iibrigen Aufgaben zu 16sen. Die Ubungsserien diirfen in

Zweiergruppen abgegeben werden.
Bedingungen fiir die Teilnahme an der Klausur: 50% der Punkte aus den Ubungsserien und einmaliges

Vorrechnen an der Tafel.



