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Aufgabe 1. Sei (), 7, ;1) ein Mafraum und (Q,F, i) die dazugehorige Vervollstindigung (vgl. Aufgabe 3
auf dem 4. Ubungsblatt). Sei nun g : © — R eine Funktion die F-messbar ist. Zeigen Sie, dass es eine
Funktion f:Q — R gibt, die F-messbar ist, sodass f = g p-f.i. gilt.

Aufgabe 2.

a) Sei f : R — R eine beschrinkte Funktion, fiir die die folgenden uneigentlichen Riemann-Integrale
existieren:

/Z £ (2)|dz und /Z F@)da.

Zeigen Sie, dass f Lebesgue-integrierbar ist und dass

/fd)\ = /: f(x)dx.

b) Sei g : (a,b) = R, fiir a,b € R mit a < b eine (moglicherweise unbeschrankte) Funktion, sodass fiir
jedes kompakte Intervall I C (a,b) gilt, dass g auf I Riemann-integrierbar ist. Aukerdem existiere das
uneigentliche Riemann-Integral

b
/ g(z)dz.

Zeigen Sie, dass g auf (a,b) Lebesgue-integrierbar ist und dass

b
/ gd/\:/ g(z)dz.
(a,b) a

c) Weisen Sie nach, dass das folgende uneigentliche Riemann-Integral existiert:

/ sin(z?)dzx.
0

Existiert es auch als Lebesgue-Integral?

Aufgabe 3. Sei fiir n € N die Funktion f, : [0,00) — R gegeben durch

sin(£)

z
n

fn(z) = Atz

Berechnen Sie den Grenzwert lim,,_, oo f[O.oo) frdA.



& Aufgabe 4 (3 Punkte). Zeigen Sie folgende Version der Holder-Ungleichung: Es seien wy,--- ,u, € M.
Dann gilt:

/\ul cooc Ul dp < Ny (ur) - N, (),
falls

n
Soit=1 pie(loo).
=1

& Aufgabe 5 (5 Punkte). Es seien (Q, A, p) ein Mafraum und (4,), oy, An € A, eine Folge von messbaren
Mengen.

a) Durch Anwendung des Lemmas von Fatou zeige man:

1 <lim inf An) < liminf u(A,).

n—roo n—roo
b) Man beweise

n—oQ n—o0

I (lim sup An> > limsup u(A,,),

falls p endlich ist.

¢) Man gebe ein Beispiel an, bei dem b) nicht gilt, wenn auf die Endlichkeit von u verzichtet wird.

& Aufgabe 6 (4 Punkte).

a) Es sei (Q,F,u) ein endlicher Mafiraum. Eine Folge (f,,)nen in LP(, F, u) konvergiere gleichméfig
gegen f. Dann gilt: f € LP(Q, F, ).

b) Essei f € M, f(w) < oo, f € L*(u). Dann gilt:

nli_)rréon/log <1 + 7]:) dy = /fdﬂ.

Abgabetermin: Die mit #® gekennzeichneten Aufgaben sind zu bearbeiten und in der Vorlesung am Don-
nerstag abzugeben. Es wird empfohlen auch die iibrigen Aufgaben zu 16sen. Die Ubungsserien diirfen in
Zweiergruppen abgegeben werden.

Bedingungen fiir die Teilnahme an der Klausur: 50% der Punkte aus den Ubungsserien und einmaliges
Vorrechnen an der Tafel.



