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Aufgabe 1. Sei (2, F) ein messbarer Raum, (i), cy €ine Folge von Mafen auf (2, F), (an), ¢y eine Folge
positiver reeller Zahlen und p (A) = >,y aip; (A) fiir A € F. Zeigen Sie, dass p auf (Q2, F) ein Maf definiert

und dass
[ran=%a (/fdm)

€N
fiir alle positiven messbaren Funktionen f: Q — [0, c0).

Hinweis: Zeigen Sie die Aussage zuerst fiir Indikatorfunktionen f(w) = 14 (w), A € F und Treppenfunk-
tionen. Folgern Sie danach durch eine geeignete Approximation die Aussage fiir beliebige positive messbare
Funktionen.

Aufgabe 2. Es sei (2,4, 1) ein allgemeiner Mafiraum und 1 < p <r < gq. Zeigen Sie, dass

Y
lulle, < llullz, lull,®,  weLynL
gilt mit
1_1
_r _4q
A=T —-
P q

Folgern Sie daraus, dass L, N L, C L,.

Aufgabe 3. Es sei (9, A, i) ein allgemeiner Mafraum und p € (0,1), f, g, b > 0 messbar und p € (0,1)
mit

1= _—7 /fpd,u<o<>7 /gpd,u<oo7 /hqd,ue(O,oo).
p—

Man zeige

s ([ o))
(/(f+g)”du>; > (/fpdu);+ (/gpdu);.

und



& Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei (a,b) C R und f: (a,b) x Q — R eine Funktion mit
a) (Stetigkeitslemma)

(i) w— f(z,w) ist u—integrierbar fiir festes = € (a,b);
(if) = — f (x,w) ist stetig fiir festes w € §;
(iii) Es existiert eine u—integrierbare Funktion g, so dass |f (z,w)| < g (w) fiir alle (z,w) € (a,b) x Q
gilt.

Zeigen Sie, dass dann

x— F(x):= /f(x,w) du (w)

Q
stetig ist.
b) (Differenzierbarkeitslemma)

(i) w f(z,w) ist py—integrierbar fiir festes x € (a, b);
(ii) = — f (z,w) ist differenzierbar fiir festes w € €;
(iii) Es existiert eine p—integrierbare Funktion g, so dass |a%f (z,w)| < g (w) fiir alle (z,w) € (a,b) xQ
gilt.

Zeigen Sie, dass dann F' differenzierbar ist und es gilt

d

2 O ¢ (o) dpi ().
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& Aufgabe 5 (5 Punkte). Sei f: R — R gegeben durch f(z) = Lo 1)(z) - % und sei (7, )nen eine Abzihlung
der rationalen Zahlen. Definiere die Funktion ¢ : R — R durch

o0

gla) = 27" f(x —1a).

n=1
Zeigen Sie folgende Aussagen:
a) g € LYR,B(R), \), also insbesondere g < oo f.ii.

b) g ist auf jedem nichtleeren Intervall unbeschrinkt und in jedem Punkt unstetig. Diese Eigenschaften
gelten auch, wenn man ¢ auf einer beliebigen Lebesgue-Nullmenge dndert.

c¢) Die Funktion g2, gegeben durch ¢g2(x) = (g(z))?, ist f.ii. endlich, aber auf keinem nichtleeren Intervall
integrierbar.

& Aufgabe 6 (3 Punkte). Es sei X eine nicht-negative, integrierbare Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion
F. Zeigen Sie, dass
lim z(1—F(z))=0

Tr—r00

Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Lebesgue.

Abgabetermin: Die mit # gekennzeichneten Aufgaben sind zu bearbeiten und in der Vorlesung am Don-
nerstag abzugeben. Es wird empfohlen auch die iibrigen Aufgaben zu 16sen. Die Ubungsserien diirfen in
Zweiergruppen abgegeben werden.

Bedingungen fiir die Teilnahme an der Klausur: 50% der Punkte aus den Ubungsserien und einmaliges
Vorrechnen an der Tafel.



