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7. Ubungsblatt

Aufgabe 1. Zeigen Sie, dass die Relation << auf der Menge der Mafle auf einer o-Algebra A reflexiv und
transitiv ist. Die durch g << v und v << p definierte Relation y ~ v ist dann eine Aquivalenzrelation. Zwei
Mafe i und v stehen genau dann in dieser Relation, wenn sie die gleichen Nullmengen besitzen.

Nun seien p und v o-endliche Mafe auf A mit p ~ v. Zeigen Sie v = fu und p = gv, wobei 0 < f < oo fast
iiberall und g = % fast {iberall.

Aufgabe 2. Berechnen Sie das Integral
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Hinweis: Man berechne

und wende den Satz von Tonelli an.

Aufgabe 3 (Hausdorff-Maf). Sei (X, d) ein metrischer Raum, p > 0 und ¢ > 0. Fiir A C X definieren wir

Hys5(A) = inf{ i(diamEk)p L AcC G By, diamEj, < 5},
k=1 k=1

wobei diamE = sup, ,cp d(,y) fiir £ C X und inf () = co. Dann setzen wir

H,(4) = lim Hy,5(A).

Zeigen Sie folgende Aussagen:

a) H, ist ein dufseres Maf.

b) Fiir jeweils zwei Mengen A, B C X mit d(A, B) = inf{d(a,b): a € A,b € B} > 0 gilt
H,(AUB) = H,(A) + H,(B).

¢) H, ist ein Mak auf (X, B(X)).

Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Carathéodory und zeigen Sie, dass Borel-messbare Mengen auch
Hp-messbar sind.



& Aufgabe 4 (4 Punkte). Betrachten Sie die folgenden Mafe auf der reellen Achse: p; = g, po = %)\[0)25]
und p3 = %,ul + %ug, dabei bezeichne A das Lebesgue-Maft und § das Dirac-Maf. Fiir welche i # j gilt
pi << p;? Finden Sie die Radon-Nikodym-Ableitungen fiir jeden solchen Fall.

& Aufgabe 5 (4 Punkte). Es seien pu, v, A Mafe, fiir die die Radon-Nikodym Ableitungen Z—Z und %\‘ existieren.

Dann existiert auch %. Zeigen Sie Z—Z : % = Z—K A-fast iiberall.

& Aufgabe 6 (4 Punkte). Betrachten Sie die Mafriume (€;, A;, 1), i=1,2 mit Q; = Qs = R und A; = Ay =
B(R). Weiterhin sei p1; das Lebesguemafs und po das Zahlmafk.
a) Beweisen Sie, dass

D ={(w,w) :weR} €A @A,
b) Zeigen Sie, dass

[ (Do) # [ n(Du)diatie)

Warum ist dies kein Widerspruch zum in der Vorlesung angegebenen Satz ?

Abgabetermin: Die mit # gekennzeichneten Aufgaben sind zu bearbeiten und wegen des Feiertags in der
Ubung am Mittwoch abzugeben. Es wird empfohlen auch die iibrigen Aufgaben zu 16sen. Die Ubungsserien
diirfen in Zweiergruppen abgegeben werden.

Bedingungen fiir die Teilnahme an der Klausur: 50% der Punkte aus den Ubungsserien und einmaliges
Vorrechnen an der Tafel.



