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Aufgabe 1. Sei (2, A, 1) ein o-endlicher Mafiraum und sei f : @ — R eine messbare Funktion. Zeigen Sie,
dass die Menge der ¢ > 0 mit u({f =t}) # 0 hochstens abzahlbar ist.

Aufgabe 2. Seien p, v o-endliche Mafe auf (R, B (R)). Wir definieren

w(0,z]) x>0 v((0,z])) x>0
F(z):=¢0 x=0 und G(z):=40 z=0
—u((z,0]) z<0, —v((z,0]) z<0.

Aufserdem seien AF (z) := F () — F (x—) und AG (z) := G (z) — G (z—).

a) Zeigen Sie I' und G sind monoton steigend, rechtsstetig und AF (z) = 0 genau dann, wenn p ({z}) = 0.
Aufserdem ist p eindeutig durch F' bestimmt und umgekehrt.
Deshalb setzen wir [udF := [udy, fiir eine messbare Funktion u.

b) Seien a,b € R, a <bund B :={(z,y) : a < z < b,x <y < b}. Zeigen Sie, dass B messbar ist und
i v (B) —/( JF(6) 4G () = F (@) (G 1) -G @),

(Hinweis: Satz von Tonelli)
c) (Partielle Integration:) Zeigen Sie:
F(b)G(b) - F(a)G(a)
= F(s)dG(s)+ G (s—) dF (s)

(a,b] (a,b]
= /(a’b]F (s—) dG (s) + /( a’b]G (s—) dF (s) + (KZSSbAF (s) AG (s).

& Aufgabe 3 (3 Punkte). Zeigen Sie, dass die Funktion
(z,y) > ™Y — 2e%7Y

nicht iiber der Menge [1, +00) x [0, 1] A®~integrierbar ist. Dabei bezeichne A\? das zweidimensionale Lebesgue—
Mak.



& Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei (g, )nen eine Folge stetiger reellwertiger Funktionen definiert auf R mit supp g, :=
{z € R: gn(z) # 0} C (n—1,n) (dh. der Tréiger von g, ist in (n — 1,n) enthalten) und [; gn(z)dz = 1.
Weisen Sie nach, dass die Funktionen

2)

22 — g2

fi(z,y) = mv

fi: (0,1) x (0,1) > R

f2(2,y) = Z (9n (%) = gny1 () gn (v),  fa: R? - R

n=1

nicht den Satz von Fubini erfiillen.

& Aufgabe 5 (5 Punkte). Beweisen Sie den folgenden Satz: Sei (&;),.; eine unabhéingige Familie von Mengen

&; C F von Ereignissen. Dann ist auch die Familie (6(&;))

der erzeugten Dynkin-Systeme unabhingig.

i€l
Anleitung;:

1. Warum kann [ ohne Einschrénkung als endlich vorausgesetzt werden?

2. Fiir ig € I definiere D;, als die Menge aller Ereignisse £ € F mit der folgenden Eigenschaft: Ersetzt
man in (&;),c; die Menge &;, durch {E}, so ist die neu entstehende Familie unabhéngig. Zeigen Sie,
dass D;, ein Dynkin-System ist.

3. Zeigen Sie, dass die Familie, die sich ergibt, wenn man in (&;),.; die Menge &;, durch D, ersetzt,
unabhéngig ist.

4. Schliefen Sie auf die Unabhéngigkeit der Familie, die aus (&;),.; dadurch entsteht, dass man &;, durch
0(&;,) ersetzt.

5. Folgern Sie aus Punkt 4 die Unabhéngigkeit von (6(&;))

iel”

Abgabetermin: Die mit # gekennzeichneten Aufgaben sind zu bearbeiten und in der Vorlesung am Don-
nerstag abzugeben. Es wird empfohlen auch die iibrigen Aufgaben zu 16sen. Die Ubungsserien diirfen in
Zweiergruppen abgegeben werden.

Bedingungen fiir die Teilnahme an der Klausur: 50% der Punkte aus den Ubungsserien und einmaliges
Vorrechnen an der Tafel.



