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1 Stochastische Kontrollprobleme - Beispiele

Wir beginnen mit einleitenden Beispielen, um eine Motivation zu geben. Konzepte
zum Losen dieser Beispiele prasentieren prasentieren wir in den folgenden Kapiteln.

1.1 Portfoliooptimierung

Wir betrachten einen Finanzmarkt mit einem risikolosen und einem risikobehafteten
Asset, die zeit-stetig iiber ein endliches Intervall [0, 7] gehandelt werden kénnen.

Sei (2, F,P) ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Filtration (F)¢>o.
Der Preisprozess (B(t))¢cjo,r] des risikolosen Assets (Bond) erfiillt folgende determin-
istische Differentialgleichung:

dB(t) = rB(t) dt
B(0) = po,

wobei 7 > 0 die Zinsrate ist. Der Preisprozess (S(t))c[o,7] des risikobehafteten Assets
(Aktie) erfiillt folgende stochastische Differentialgleichung (SDE):

dS(t) = uS(t) dt + oS(t) AW (¢)
S(0)=p
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wobei p > 0 die Driftrate, ¢ > 0 die Volatilitdt und der Prozess (W (t)):>o ein reelw-
ertiger Fi-adaptierter Wiener Prozess sind. Gewdhnlich hat man g > r, da anderseits
niemand gewillt ist in die Aktie zu investieren.

Ziel: Der Investor mochte sein Vermégen (X (t));e[o,r] maximieren.

Er hat die Moglichkeit einen Anteil 7(t) zum Zeitpunkt ¢ in die Aktie zu investieren.
Der Anteil 1 — 7(¢) wird in den Bond investiert. Beachte, dass w(t) < 0 einen
Leerverkauf der Aktie und 1 — 7(¢) < O einer Anleihe entspricht. Dariiber hinaus
hat der Investor die Moglichkeit zu einer Rate ¢(t) > 0 das Vermogen zum Zeitpunkt
t zu konsumieren. Damit erhalten wir folgende SDE fiir den Vermogensprozess:

ds(t) dB(t)

)X (t)——= 1—m(t)X(t) =~ —
m(OX(0) ) + (1= ()X ()
=m(O)X @) (udt+odW(t))+ (1 —7(t)X(t)rdt —c(t)dt
=(r+ (u—r)7@®)]X &) —c(t) dt + on(t) X (t) dWV ().

dX () c(t) dt

Fiir X(0) = ¢ > 0 wihlt der Investor eine Anlagestrategie m(¢) und einen Konsum-
plan ¢(t), so dass der diskontierte Nutzen mit Zinsrate § > 0

T
J(X,m,c)=F /e’&hl(c(t))dtJre"sThQ(X(T))
0

maximiert wird. Um ein geeignetes Optimalitdtskriterium zu finden, werden die
Préferenzen des Investors beriicksichtigt. Wir nehmen an:

e Rationalitit: Groflere Auszahlungen werden gegeniiber Kleineren préferiert.
¢ Risikoaversion: Sichere Auszahlungen werden gegeniiber Unsicheren préferiert.

Diese Priferenzen konnen wir durch die Nutzenfunktionen hq,hs: [0,00) — R dar-
stellen. Aus der Rationalitdt schlieBen wir, dass die Funktionen monoton wachsend
sein sollten. Die Risikoaversion ldsst sich formulieren als hq(E[X]) > E[h1(X)] bzw.
h2(E[X]) > Elho(X)] fir eine ZufallsgroBe X. Aus der Jensenschen Ungleichung
ist bekannt, dass diese Bedingung fiir konkave Funktionen stets erfiillt ist. Typische
Beispiele sind:

(i) Potenznutzen: Fiir ¢ = 1,2, sind die Funktionen h;: [0,00) — R fiir festes
~v < 1 mit v # 0 gegeben durch

(ii) Logarithmische Nutzen: Fiir i = 1,2, sind die Funktionen h;: (0,00) — R
gegeben durch
hi(y) = log(y)-



1.2 Verfolgung eines gewiinschten Zustandes

Sei (Q, F,P) ein vollstdndiger Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Filtration (Fi)i>o.
Wir nehmen an, dass der stochastische Prozess (Y ()).c[0,r] mit Werten in R™ die SDE

Yy (t) = [A(t)Y (t) + B(t)u(t) + b(t)] ds
d
+ Z[Cj(t)Y(t) + D;()u(t) + o;(t)] dW;(t)

Y(O) = %Yo

geniigt. Der Prozess (u(t))e[o,7] ist eine Steuerung/Kontrolle mit Werten in R™ und
(W;(t))e>0 sind reelwertige F;-adapterite Wiener Prozesse fiir j = 1,...,d. Weiterhin
erfiillen die Matrizen A(t), C;(t) € R™*", B(t), D;(t) € R™*™ sowie b(t),0;(t) € R”
fiir j = 1,...,d geeignete Voraussetzungen, so dass die SDE eine eindeutige Losung
besitzt.

Ziel: Finde eine Kontrolle, so dass iiber das komplette Zeitintervall Y (¢) moglichst
nah an einem vorgegebenen gewiinschten Zustand verlduft.

Oftmals ist der gewiinschte Zustand deterministisch, welchen wir durch die Funkio-
nen Yy: [0,7] — R™ bezeichnen. Weiterhin nehmen wir an, dass durch die Kontrolle
Kosten entstehen, z. B. durch den Einsatz von Energie. Somit wollen wir das Funk-
tional

I0) =B |5 [ 1Y) = Vo0l + ute) e
0

minimieren. Wir bemerken, dass (X(t)):eo,7) definiert durch X(¢) = Y (t) — Y,(t)
wieder durch eine SDE beschrieben werden kann. Oftmals geniigt es Y,(¢) = 0
anzunehmen. Somit haben wir

T
J(X,u) = E % / (X(t), X (8))m + (u(t), u(t))mdt
0

Dieses Problem lasst sich in die grofie Klasse von linear quadratischen stochastischen
Kontrollproblemen einordnen. Hier wird das zu minimierende Funktional in folgender
allgemeinen Form angegeben:

T

J(Xuw)=E | / QU)X (1), X (1), +2 (SHX (1), u(t)),, + (R(Eu(t), u(t)),, dt
0

+ 5 (GX(T), X(T))

n )

wobei die Matrizen Q(t) € R™*™, S(t) € R™*™, R(t) € R™*™ und G € R"*" geeignete
Voraussetzungen erfiillen, so dass das Funktional wohldefiniert ist.



1.3 Portfoliooptimierung mit unsicherem Einkommen

Wir betrachten wieder einen Finanzmarkt mit einem risikolosen und einem risikobe-
hafteten Asset, die zeit-stetig iiber ein endliches Intervall [0,7] gehandelt werden
konnen.

Sei (2, F, P) ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Filtration (F)¢>o.
Der Preisprozess (B(t));e[0,r] des Bonds und der Preisprozess (S(t))¢cjo, 7 der Aktie
erfiillen die Gleichungen

{dB(t) =rB(t)dt

B(0) = po,
dS(t) = pS(t) dt + oS(t) AW (2)
S(0) = p1,

wobei 7, p1,0 > 0 und (W (t));>0 ein reelwertiger Fi-adaptierter Wiener Prozess sind.
Weiterhin sei (c(t)):e[o,r] der Prozess des Einkommens, welcher die SDE

de(t) = pe(t)elt) db -+ o (£)e(t) AW ()
¢(0) = ¢y,

wobel p.: [0,7] — R und o.: [0,7] — R>( cddldg Funktionen sind. Der Prozess
(We(t))e>0 ist ein reelwertiger Fi-adaptierter Wiener Prozess. Die Prozesse (W, (t))i>0
und (W (t))¢>o seien korreliert mit Koeffizienten p € (—1,1). Dann existiert ein Wiener
Prozess (W(t))tzo unabhéngig von (W (¢))¢>o, so dass W,.(t) = pW (¢)++/1 — p? W(t)
Der Investor hat die Moglichkeit einen Anteil 7(¢) zum Zeitpunkt ¢ in die Aktie zu
investieren. Der Anteil 1 —7(¢) wird in das risikolose Asset investiert. Zusétzlich wird
zufilliges Einkommen c(t) generiert. Somit erfiillt der Vermogensprozess (X (t))+e[o,7]
die SDE
dS(t dB(t
dX(t) = ﬁ(t)X(t);é)) +(1- W(t))X(t)B(i)) +c(t)dt

=([r+ (p—r)m(@)] X (&) + c(t)) dt + o m(t) X (t) AW (1).

Fiir X(0) = xg € Rs wahlt der Investor eine Anlagestrategie 7(t), so dass der diskon-
tierte Nutzen mit Zinsrate § > 0

J(X,¢e,7) = E [e " Th(X(T))]

maximiert wird, wobei h: [0,00) — R eine Nutzenfunktion ist wie in Abschnitt

2 Starke Formulierung des Kontrollproblems

In diesem Kapitel werden die Beispiele aus den vorangegangenen Kapitel in einem all-
gemeinen Setting eingeordnet. Wir geben Bedingungen an, so dass die Existenz einer
eindeutigen Losung von kontrollierten SDEs gewahrleistet wird und das Kontrollprob-
lem wohldefiniert ist.



