Dann ist die Wertefunktion durch

T
V(t,z)= sup E /e—éshl(c(s))ds+e—5Th2(X(T))
(m,c) €Il xCy

gegeben und die HJB Gleichung ist

0
0= —iv(t, x)

9 1y 5 58 —5t
— su r+(p—r)r)e —c)=v(t,x) + zo’mx’ =—v(t,x) + e ° hy(c
(ﬂ,c)ERIi]RZO ( (h )] )81‘ (t,2) 2 Ox2 (t, ) 1(c)

fir (¢t,z) € [0,T) x Ry mit der Randbedingung
v(T,z) = e T hy(x)

fiir x € Ryy.

Schritt 1: Wir berechnen das Supremum in der HJB Gleichung. Dazu nehmen wir
an, dass v(t,-): Rsg — R fiir alle ¢t € [0,7) konkav ist. Somit ergeben sich aus der
Optimalitatsbedingung erster Ordnung

_ p—r a%v(t, x) (3.13)
02 2 Z(ta) '
Ox2 bl

= [(Z@hl} - (e&aaxv(t, x)) , (3.14)

wobei [%hl] ~! die Umkehrfunktion der Ableitung von h; bezeichnet.
Schritt 2: Durch einsetzen erhalten wir die PDE

0= —%v(t,aﬁ) - <r:v _ e ;2’")2 83}2%?) - M‘;hl} - (e‘st({iv(tx))) %U(t,x)
el (] )
= Dot a) - <mc ey giz(éj) - L;ihl] 1(e5t§xv(t,x))> L oft,)

— e %hy (Bﬁshl} - (e&aaxv(t, @)) : (3.15)

welche unter Beriicksichtigung der Randbedingung gelost werden muss.

Bl

Bemerkung 3.7. Beachte, dass fir die Resultate in den vorangegangenen Abschnitten
die Annahme der Konkavitat der Funktion v(t,-) nicht notwendig war. In der Praxis
ist diese zusdtzlich Annahme oft hilfreich, damit das Supremum in der HJB Gleichung
endlich ist und angenommen wird.
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Beispiel 3.8. Wir betrachten den Spezialfall h;(y) = %y'y firi=1,2 mit v € (0,1).
Dann vereinfacht sich Gleichung (3.15)) zu

0 Lo Boltr) (g0 \TT) 0
0——v(t,w)—<rx—2 R —le %’U(t,l‘) %’U(t,l‘)

ot g Wv(t,x)

~

1 s s O o
Pye (e axv(t,as)

0 T(p—7r)? Zo(t,z) | 0
_—av(tax)_ (TSU—Q o2 372 (tl,))

l—7 o 0 7T
- e <8xv(t,x)> ,

v

welche wir mit der Endbedingung v(T,z) = e °T LoV qusstatten. Also ndichstes for-

mulieren wir die PDE in eine ODE um. Dafir wahlen wir den Ansatz
1
o(t,x) = ez (t) =2
Y

mit einer Funktion z: [0,T] — R. Durch einsetzen folgt

)2 .
S g [jtz@) ) (1(“’” —_— 5) (= D)

y 2 o2 -1
mit der Endbedingung z(T) = 1. Dies lasst sich durch
d ~
72 (1) = ar2(t) + a2 (2(1)) 77, 2(T) =1

2
formulieren, wobei a1 = %%% —ry+0 und ag = v — 1. Als ndichstes setzen wir

P(t) = (z(t))ﬁ fiir alle t € [0,T). Somit erhalten wir die lineare ODE

d
%w(t) =

mit der Endbedingung ¥(T) = 1. Diese Gleichung besitzt die eindeutige Losung

¢@T‘Wp{ﬁ3%Tﬂ}(11—7)+l—7.

ai ai

Wir erhalten

1- 1—~41"771
= o {20} (1 222) 227 L
L=y a1 ay Y
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Unter Beriticksichtigung der Gleichungen (3.13) und (3.14) haben wir

_ w—r %U(Lx) w—r 1
mhe) == e utr) 0% 41
61‘2 )

e(t,x) = chhl]_l (e‘staiv(t,x)> = (2(t))7 Tz

Nach dem Verifikationssatz (Satz ist die Kontrolle (7(s,X(s)),¢(s, X(8)))seft,1]
optimal und V(t,z) = v(t,x). Insbesondere erfillt der optimale Vermdgensprozess
(X(S))se[t,T] die SDE

ax(s) = ([r- UL - o= X)) ds - LX) aws),

3.4.2 Linear quadratische stochastische Kontrollprobleme

Wir betrachten das Beispiel aus Abschnitt [T.2]

Allgemeine Formulierung Fiir (¢,x) € [0,T) x R™ betrachten wir die folgende lineare
(inhomogene) SDE

dX(s) =[A(s)X(s) + B(s)u(s) + b(s)] ds
d
+ Z[CJ(S)X(S) + Dj(s)u(s) +oj(s)]dW;(s), se[tT] (3.16)

X(t) ==

Die nichtleere Menge der zuléssigen Kontrollen U; umfasst alle F;-adaptierten Prozesse
(u(t))ieo,r) mit Werten in R™, so dass

T
E/ u(s)|)2,ds < oo.
t

Zusétzlich sei die Ertragsfunktion J: [0, 7] x R™ x U; — R gegeben durch

T
1

J(t,z,u) =FE 3 / (Q(s)X (s), X(s)), +2(S(s)X(s),u(s)),, + (R(s)u(s),u(s)),, ds

t

+ % (GX(T), X (T)) (3.17)

n |

Wir treffen folgende Annahmen:
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(L1) Wir nehmen an die Funktionen geniigen:
— A,C; € L®([0,T]);R™") und B, D; € L>([0, T}; R™™) fiir j = 1, ..., d;
— b,0; € L*([0,T);R") fiir j = 1, ..., d;
— Q€ L>([0,T);S™), S € L*([0, T);R™*™), R € L*°([0,T];S™) und
G eS".

Aus den obigen Annahmen kénnen wir analog zu Satz [2.1] schlieBen, dass die SDE
3.16) eine eindeutige Losung (X (s)).epe, 1) besitzt. Weiterhin ist die Ertragsfunktion
3.17) wohldefiniert ist.

Ziel: Fir jedes (¢t,z) € [0,T) x R™ finde w € Uy, so dass

o) — inf .
J(t,x, 1) ulélUt J(t, z,u)

Die Wertefunktion J: [0,T] x R™ — R ist somit

V(t,z) = sup —J(t,x,u).
ueUy

Beachte, dass V (T, z) = —1 (Gz, z),,.

Herleitung der optimalen Kontrolle Wir nehmen an, dass die Annahme (L1) gilt.
Im Folgenden beschrinken wir uns auf den Fall d = 1, d.h. in der SDE (3.16) geht ein
reelwertigen Wiener Prozess ein. Wir stellen zunéachst wieder die HJIB Gleichung auf:

0
0= —Ev(t,x)
— sup [(A(t)z + B(t)u + b(t), Dyo(t, z)),,

u€eR™

+ % (C(t)z+ D(t)u+ o(t), D2v(t,z)[C(t)z + D(t)u + o(t)])

n

1 1
—3 (Qt)x,x), — (S(t)x,u),, — 3 (R(t)u,u),, |,
welche wir mit der Endbedingung v(7T,z) = —% (Gz, ), ausstatten. Um die Lésung

der Gleichung anzugeben, wahlen wir den Ansatz

1
v(t,z) = —5 (P(t)z,2),, = ((t), 2), = f(1)
mit Funktionen P: [0,T] — S"*™, ¢: [0,T] = R™ und f: [0,7] — R, so dass

P(T)=G, oT)=0, f(T)=0.
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Durch Einsetzen und quadratische Vervollstandigung erhalten wir

0=5(POz.x) +(p(t).a), + f(1)
— sup [— (A(t)x + B(t)u+ b(t), P(t)x + (1)),

ueR™

- % (C(t)x+ Dt)u+o(t), P(t)[C(t)x + D(t)u + o(t)])
1

1
—3 (Qt)x,x), — (S(t)x,u),, — B (R(t)u,u)m}

n

- % <P(t)a:,33> + (p(t), ), + f(t)

RYV2(t)[u+ W (t)x + 4(t)] ’

1
"2
S (POAD) + A (P + C'(OPOC() + Q). a),

— (ABp(t) + C'(OPHo () = W (ORE() + PO, )

* % | 22w C (), b)), — % <P<t>a<t>,a<t>>n} ,

n

- s {; ‘ <5"(t)1?’1(t)5’(t)x, x>n

n

wobei
R(t) = R(t) + D'(t)P(t)D(t), S(t) = B'(t)P(t) + S(t) + D'(t)P(t)C(t),
U(t)=R'H)SE), v(t) =R 1B (t)p(t) + D'(t)P(t)a(t)].

Hierbei nehmen wir an R(t) + D'(t)P(t)D(t) > 0, so dass R~'(t) wohldefiniert ist.
Somit wird das Supremum an der Stelle

alt,z) = —U(t)a — (1)

angenommen Mittels Einsetzen haben wir

2 (P, > + (p(),2), + F(1)

St 2,7
([POA() + A P(t) + C' () P)C(t) + Q(t)]w, x),,
)+ C'(t)P()o(t) — \If’(t)R(t)qp(t) + P(£)b(t), x>

=3 (%
1
T2
< n
L1 HR1/2 H _ _= <P(t)a(t),a(t)>n

Durch ein Vergleich der Terme erhalten wir die Glelchungen

P(t) + P(t)A(t) + A'(t)P(t) + C'(t) P(t)C(t) + Q(t)
{ — SR H)S(EH) =0, tel0,T) (3.18)
P(T) =G,
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o(t,7) = —3 (P(0)r, 2}, — {o(t),2),
1 T
_ 5/

Nach dem Verifikationssatz (Satz ist die Kontrolle (w(s, X (s)))set,7] optimal und
V(t,x) = v(t,z). Insbesondere erfiillt der optimale Zustand (X (s))se(, 7] die SDE

2

—2.(4(s),b(s)),, — (P(s)o(s), o(s)),, ds.

n

RY2(s)y(s)

dX(s) = [{A(s) — B(s)¥(s)} X (s) — B(s)¥(s) + b(s)] ds
+[{C(s) = D(s)¥(s)} X (s) — D(s)1(s) + o (s)] dW (s),
X(t) ==z.
Bemerkung 3.9. (i) Die nichtlineare Matriz-Differentialgleichung ist die

sogenannte (stochastische) Riccati-Gleichung und spielt eine wichtige Rolle fiir
linear quadratische stochastische Kontrollprobleme.

(i) Wir erkennen, dass linear quadratische stochastische Kontrollprobleme geldst
werden indem man die Lésungen der deterministischen Gleichungen (3.18) und
(13.19) ermittelt.

Existenz und Eindeutigkeit der Losung der Riccati-Gleichung Wir haben gesehen,
dass die Losung eines linear quadratischen stochastischen Kontrollproblems auf der
Losung der zugehorigen Riccati-Gleichung basiert. Hier geben wir Voraussetzungen

an, unter dem die Gleichung (3.18) als auch die Gleichung (3.19)) eine eindeutige Losung
besitzt. Zusétzlich zu der Annahme (L1) mit d = 1 gelte

(L2) Die Funktionen geniigen
- De C([OvT];Rnxm)7 R e C([()?T];Sm);
— R(t)>0,Q(1) —SH)R™L(t)S'(t) >0, G > 0.

Idee des Beweises ist ein Iterationsschema aufzustellen, welches die Riccati-Gleichung
(3.18) linearisiert. Dazu bendtigen wir zunéichst folgendes Hilfsresultat an.
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Lemma 3.10. Seien A, C: [0,T] — R™™" Q:[0,T] — S™ und G € S™ messbar und
gleichmdfig beschrdnkt. Dann hat die lineare Matriz-Differentialgleichung

P@t)+ POA(t) + A(t)P(t) + C'(t)PH)C(t) + Q(t) =0, te€0,T)
P(T)=G

eine eindeutige Losung P € C([0,T];S™). Gilt zusdtzlich Q(t) >0 und G > 0, dann

haben wir P(t) > 0.

Beweis. Siehe [Young and Zhou, Chapter 6, Lemma 7.3]. O

Satz 3.11. Seien (L1) mitd =1 und (L2) erfillt. Dann besitzt die Gleichung (3.18)
eine eindeutige Losung P € C([0,T7];S™).

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass (3.18) dquivalent zu der Gleichung

P(t) + P()A(t) + A'(t)P(t) + C"()P()C(t) + Q(t) =0, te[0,T) (3.20)
P(T)=G '
ist, wobei

), C(t)=C(t) - DHZ(t)
Q(t) = [£(t) = R (O)SOI' R([S() — R™H(1)S(H)] + Q(t) — 8" ()R (1)S(t)
B(t) = [R(t) + D'()P(t)D(t)] ' [B'(t)P(t) + S(t) + D'(t) P(t)C(t)]-
Beachte, dass
[R(t) + D'(t)P(t)D(t)]|%(t) = B'(t)P(t) + S(t) + D'(t)P(t)C(t)
gilt und somit haben wir
SORE)S() — S (6)2(1)
= [X'(®)[R() + D'(t)P()D(t)] — S'(t) — X'(t) D' (t) P(t) D(£)]%(t)
= [P(t)B(t) + C"(t)P(t)D(t) — X'(t) D' (t) P(t) D(t)|S(t).
Weiterhin gilt
Q(t) = X' (ORHE(H) — §'(D)Z(t) — ¥'(1)S(t) + Q(¢t)-
Aus Gleichung erhalten wir
—P(t) = P(t)[A(t) = B()S(t)] + [A(t) = BO)Z(t)]'P(t)
+ [C(t) - DOE@)'PH)CE) -
T(OR)D() — S'(1)B() — T'()S(t) + Q)
( JA() + A'(t)P(t) + C'(t)
S'(t)B'(t)P(t) — X'(t)D'(t)P(t)C(t) — X'(t)S(t)
( JA(t) + A'()P(t) + C'(t
Y (t)[R(t) + D'(t)P(t)D
( (

P(t)A(t) + A'(t)P(t) + C'()P(H)C(1) + Q1) — S ()R~ (1) 5(1).

25



Da wir ausschliellich dquivalente Umformungen verwendet haben erhalten wir sofort
die Riickrichtung.
Als néchstes fithren wir folgendes Iterationsschema fiir £ = 0,1,2, ... ein:

Piy1(t) + Posa () Ak () + Aj(£) Poga ()
+ CL() P (DCk(8) + Qu(t) =0, t€[0,T) (3.21)
Pk+1(T) = G7

wobei
Po(t) =G, Ax(t) = A() = BOZA(),  Calt) = C0) — D),
Qk(t) = [Sk(t) = RSOV RE)[E(t) — R™HE)S(1)] + Q1) — S' (R (1)S(1),
Sk(t) = [R(t) + D'(t)Pp(t) D(8)) ' [B'(¢) P (t) + S(t) + D' (t) Py (H)C (1))

Unter Anwendung von Lemma hat die Gleichung (3.21]) eine eindeutige Losung
Piy1 € C([0,T);S™) mit Pyy1(t) > 0. Wir zeigen, dass Pr11(t) > Pp(t) gilt. Dazu

setzen wir Ay (t) = P(t) — Pp+1(t) und T () = Zp(t) —Xk_1(¢). Aus Gleichung ([3.21])
folgt

—A(t) = AR AR(t) + AL AR + CLOAKOC(E) + Po(t) [Ax-a(8) = Ax(t)]
- [Aer(8) = Ak(®)] PL(t) + Gy (PO Cha (1)
= CLO)Pe(D)Ck(t) + Qu—r () — Qu(2).
Nach Definition gilt

A1 () = Ak (t) = =BOTk(t),  Croa(t) — Cu(t) = —D(O)Tw(1),
Cro1 () Pr(t)Cror (t) — Ci(t) Pe(t) Ot ()
= [Cr-1(t) - Ck(t)] s (0)[Cr-1(8) = Ci(D)] + CL{) Pr(t)[Croa (1) — Cr(t)]

+ [Cre1(t) = Cr(®)) Pr(t)Ci(t)
= T},(t) D' (t) Pu () D(t)T1(t) — Cp,(t) P(t)D(t) Tk (t) — T}, (¢) D' (£) Po(t) Ci (),
Qr—1(t) — Qx(t)

=T, () RTk(t) + [Zr(t) — RS R()Tk(t) + ThL(t)R(E)[Sk(t) — R™1H(t)S(2)].
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Somit erhalten wir

— Ap(t) = Ae(®)Ar(t) — (O AD) — CLOALBCL()
= “Pu(t)B()T4(t) - TL()B' (1) Pi(t) + Th()) D' (1) PL() DT (1)
)

— CL{)Pi(t ) (DT (t) — T3, () D' (8) P (1) Ci (£) + T (t)R( )Tk (t)

+[Sk(t) = RTIOSI ROTk(t) + TR () RE)[Ee(t) — B (8)S(2)]
= Fic(t)[R(t) D'(t) P (t) D(t)]T (t)

—TL(O)[B' () Pu(t) )Pr(t)Cu(t) — R(D)Zk(t) + S(1)]

[
— [Pa(t)B(t) + CL(t) Pe(t)D(t) — Si(D)R(t) + 5" ()]Tk(t)
=T (O[R(E) + D'(t) Pe () D(£) Tk (t) = 0

Da Ay (T) = 0, kénnen wir Lemma[3.10] anwenden und es gilt insbesondere A (t) > 0.
Somit ist (Pr)ken eine monoton fallende Folge in C([0,7];S™) ausgestattet mit der
Maximumsnorm und es existiert ein eindeutiges Element P € C([0,T];S™), so dass
Py, — P fir k — oo. Unter Verwendung der Gleichung erfillt P die Gleichung

(3.20) und somit auch die Riccati-Gleichung ((3.18)). O

Bemerkung 3.12. Das Schema (3.21)) gibt uns einen numerischen Algorithmus, um
die Losung der Riccati-Gleichung (3.18) zu ermitteln. Man kann zeigen, dass wir
folgende Konvergenzrate fiir k = 2,3, ... haben:

cj2

— )

1Pe(t) = P)llscn < Kz

wobei die Konstanten K,c > 0 nur von den Koeffizienten in (3.18)) abhdngen.

4 Viskositatslosung der HJB Gleichung

Selbst in einfachen Beispielen kann es schwierig werden eine Losung der HJB zu
finden, welche hinreichend glatt ist. Aus diesem Grund fithren wir hier das schwéchere
Losungskonzept von Viskositatslosungen fiir PDEs ein. Wir zeigen, dass die Werte-
funktion eine Viskositdtslosung der HJB Gleichung ist. Anhand des Beispiels aus
Abschnitt prasentieren wir die Anwendung des Konzeptes.

4.1 Einfithrung

Sei O € R eine offene Teilmenge und F': O xR xRY xSV — R eine stetige Funktion.
Wir betrachten folgende PDE zweiter Ordnung:

F(z,w(z), Dw(z), D*w(x)) = 0. (4.1)
Annahme: (elliptisch) Fiir alle (z,7,p) € O x R x RN und alle M, M € SV gelte

M<M = F(z,rp,M)> F(z,r,p,M).
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