Somit erhalten wir

— Ap(t) = Ae(®)Ar(t) — (O AD) — CLOALBCL()
= “Pu(t)B()T4(t) - TL()B' (1) Pi(t) + Th()) D' (1) PL() DT (1)
)

— CL{)Pi(t ) (DT (t) — T3, () D' (8) P (1) Ci (£) + T (t)R( )Tk (t)

+[Sk(t) = RTIOSI ROTk(t) + TR () RE)[Ee(t) — B (8)S(2)]
= Fic(t)[R(t) D'(t) P (t) D(t)]T (t)

—TL(O)[B' () Pu(t) )Pr(t)Cu(t) — R(D)Zk(t) + S(1)]

[
— [Pa(t)B(t) + CL(t) Pe(t)D(t) — Si(D)R(t) + 5" ()]Tk(t)
=T (O[R(E) + D'(t) Pe () D(£) Tk (t) = 0

Da Ay (T) = 0, kénnen wir Lemma[3.10] anwenden und es gilt insbesondere A (t) > 0.
Somit ist (Pr)ken eine monoton fallende Folge in C([0,7];S™) ausgestattet mit der
Maximumsnorm und es existiert ein eindeutiges Element P € C([0,T];S™), so dass
Py, — P fir k — oo. Unter Verwendung der Gleichung erfillt P die Gleichung

(3.20) und somit auch die Riccati-Gleichung ((3.18)). O

Bemerkung 3.12. Das Schema (3.21)) gibt uns einen numerischen Algorithmus, um
die Losung der Riccati-Gleichung (3.18) zu ermitteln. Man kann zeigen, dass wir
folgende Konvergenzrate fiir k = 2,3, ... haben:

cj2

— )

1Pe(t) = P)llscn < Kz

wobei die Konstanten K,c > 0 nur von den Koeffizienten in (3.18)) abhdngen.

4 Viskositatslosung der HJB Gleichung

Selbst in einfachen Beispielen kann es schwierig werden eine Losung der HJB zu
finden, welche hinreichend glatt ist. Aus diesem Grund fithren wir hier das schwéchere
Losungskonzept von Viskositatslosungen fiir PDEs ein. Wir zeigen, dass die Werte-
funktion eine Viskositdtslosung der HJB Gleichung ist. Anhand des Beispiels aus
Abschnitt prasentieren wir die Anwendung des Konzeptes.

4.1 Einfithrung

Sei O € R eine offene Teilmenge und F': O xR xRY xSV — R eine stetige Funktion.
Wir betrachten folgende PDE zweiter Ordnung:

F(z,w(z), Dw(z), D*w(x)) = 0. (4.1)
Annahme: (elliptisch) Fiir alle (z,7,p) € O x R x RN und alle M, M € SV gelte

M<M = F(z,rp,M)> F(z,r,p,M).
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Damit erhalten wir folgendes Resultat.
Satz 4.1. Sei w € C?(O). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Die Funktion w ist eine klassische Sublisung (bzw. Superlosung) von ([£.1)), d.h.
F(z,w(x), Dw(z), D*w(z)) < 0, (bzw. >)
fiir alle x € O erfiillt.

(ii) Fiir alle z € O sei ¢ € C*(O), so dass w — ¢ ein lokales Mazimum (bzw.
Minimum) in x hat. Dann gilt

F(z,w(z), Dp(x), D*¢p(x)) <0.  (bzw. >)

Beweis. Wir zeigen die Aussage lediglich fiir den Fall einer Subldsung.
(i) = (ii): Seien z € O und ¢ € C%(0), so dass w — ¢ ein lokales Maximum in z hat.
Aus den Optimalitdatsbedingungen erster und zweiter Ordnung erhalten wir

D(w— ¢)(x) = 0 o Du(z) = Dg(a),
D*(w —¢)(x) <0 = D?*w(x) < D*p(x).

Damit erhalten wir
F(z,w(z), Dp(x), D*¢(x)) < F(z,w(x), Dw(z), D*w(x)) < 0.
(ii) = (i): Wahle ¢ = w. O

Um sicherzustellen, dass w — ¢ im vorhergehenden Satz ein lokales Maximum (bzw.
Minimum) annimmt, ist das Konzept der Halbstetigkeit notig.

Definition 4.2. FEine Funktion w: O — R heifst

e oberhalbstetig, falls fiir alle x € O

w(z) > limsup w(y);
y—T

o unterhalbstetig, falls fir alle x € O

w(z) < hirif?fw(y)'

Da nicht jede Funktion oberhalbstetig (bzw. unten) ist, fiihren wir die halbstetige
Umbhiillung ein.

Definition 4.3. Sei w: O — R lokal beschrankt.
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e Die Funktion w*: O — R

w*(x) = lim sup w(y)
y—x

nennen wir oberhalbstetige Umhiillung von w.

e Die Funktion w,: O — R

wy(z) = li;rg?fw(y)

nennen wir unterhalbstetige Umhiillung von w.

Bemerkung 4.4. o Aus der lokalen Beschrdnktheit von w folgt die Existenz von
Limes superior und Limes inferior.

e Die von oben (bzw. unten) halbstetige Funktion w* (bzw. w,) ist die kleinste
(bzw. grofite) Funktion grofer (bzw. kleiner) als w auf O.

e Eine lokal beschrinkte Funktion w ist genau dann oberhalbstetig (bzw. unten),
wenn w = w* (bzw. w = w,).

Definition 4.5. Sei w: O — R lokal beschrdankt.

e Die Funktion w ist eine Subldsung von (4.1) im Viskositatssinne, falls fiir alle
Z € O und alle p € C*(0)

F(z,w"(T), Dp(T), D*p(T)) < 0
und T ist ein lokales Maximum von w* — .

e Die Funktion w ist eine Superldsung von (4.1) im Viskositdtssinne, falls fir alle
Z € O und alle ¢ € C*(0)

F(z,w*(z), Dp(x), D*p(T)) 2 0
und T ist ein lokales Minimum von w* — ¢.

e Die Funktion w ist eine Viskositatslosung von (4.1), falls w sowohl eine Sub- als
auch Superldsung von (4.1)) im Viskositdtssinne ist.

Fiir zeitabhéngige Probleme setzen wir O = [0,T") x O,,, wobei O,, C R™ eine offene
Teilmenge ist. Wir fiihren eine stetige Funktion F: [0,7) x O, x RxRx RN xSV — R
und betrachten die PDE zweiter Ordnung

F(t,z,w(t,z), Dyw(t,x), Dyw(t,z), D2w(t,z)) = 0. (4.2)

Annahme:

e (elliptisch) Fiir alle (¢,2,7,q,p) € [0,T) x O, x R x R x R™ und alle M, M € S"
gelte . .
M<M = F(tarqpM)>F(tzrqp,M). (4.3)
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e (parabloisch) Fiir alle (¢, z,r,p, M) € [0,T) x O,, x RXxR" x S" und alle ¢,§ € R"
gelte
e<q = F(z,rqp,M)=F(rqgp M) (4.4)

Korollar 4.6. Sei w € C12([0,T) x O,,). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Die Funktion w ist eine klassische Sublosung (bzw. Superlosung) von (4.2)).

(ii) Fir alle (t,x) € [0,T) x O, sei p € CH2([0,T) x O,), so dass w — ¢ ein lokales
Mazimum (bzw. Minimum) in (t,z) hat. Dann gilt

F(t,z,w(t,z), Dip(t,x), Dyp(t,x), D2p(t,2)) < 0.  (bzw. >)

Beweis. Der Beweis kann analog zu Satz [£.1] gefithrt werden. O

Somit ist es sinnvoll Viskositatslosungen von PDEs der Form (4.2)) analog der Def-
inition zu erweitern. Beachte, dass insbesondere fiir w € C12([0,T) x O,,) die
klassische Losung aquivalent zur Viskositatslosung ist.

4.2 Die Wertefunktion als Viskositatslosung der HJB Gleichung

Wir kehren zum stochastischen Kontrollproblem formuliert in Kapitel [2| zurtick.

Wiederholung aus Kapitel [3; Die Wertefunktion ist nach (3.3 gegeben durch

V(t,z) = sup E /st (s))ds + g(X(T))
ueUs

Falls V € C12([0,T) x R*)NCO([0, T] x R™), dann erfiillt die Wertefunktion nach Satz
B3 die PDE

- %V(t x) — H(t,z,D,V(t,x), D>V (t,z)) =0, (t,x) €[0,T)x R"

V(T,z) = g(z), zeR"
mit H: [0,7] x R" x R™ x S — R gegeben durch
1
H(t,z,p, M) = sup |b'(t, z,u)p + QTT[U(t,x,u)U’(t,m,u)M] + f(t,x,u)| .
uclU
Umgekehrt entspricht nach Satz die Losung der PDE

— %v(t,x) — H(t,m,Dmv(Lx),Div(t,x)) =0, (t,z)€l0,T)xR"

(T, z) = g(x), x € R"”
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der Wertefunktion.

Bemerke, dass wir hierfiir hinreichende Glattheit an die Funktionen vorausgesetzt
haben. Wir werden unter Verwendung der Viskositétslosung diese Voraussetzung ab-
schwiichen. Wir zeigen zunéchst, dass die Annahmen und erfiillt sind.
Beachte, dass die Annahme trivialerweise gilt.

Lemma 4.7. Fir alle (t,z,p) € [0,T) x R™ x R™ und alle M, M e S" gilt
M<M = H(tapM)<H(tzp M).

Beweis. Seien (t,z,p) € [0,T) x R" x R™ und u € U. Weiterhin seien M,M € S"
mit M < M, dh. A = M — M ist positiv semidefinit. Damit existiert eine positiv
semidefinite Matrix A'/2 € S”, so dass A = AY/2A'/2. Wir erhalten

Trio(t, z,uw)o’ (t,z,u)M] — Trlo(t, z, u)o" (t, 2, u) M]
=Trlo(t,z,u)o’ (t,2,u)A]

= Trlo(t,z,u)o’ (t, z,u) A2 A2

=Tr[AY 20 (t, z,u)o’ (t, z,u) A'/?]

>0,

wobei wir verwendet haben, dass AY20(t, x,u)o’(t, x,u) AY/? positiv semidefinit ist.
Daher folgt die Behauptung. O

Wir nehmen an, dass die Wertefunktion V' lokal beschrankt auf [0,7") x R™. Damit
konnen wir schlieflen, dass analog zu Definition die unter- und oberhalbstetige
Umhiillung Vi, V*: [0,T) x R — R wohldefiniert sind. Es folgt, dass das schwache
Prinzip der dynamischen Programmierung hélt, d.h. es gilt fir alle (¢, z) € [0, T] x R™
und eine Stoppzeit 7 mit Werten in [¢, T

V(t,z) > sup E /f (s, X(s),u(s))ds+ Vi(r, X(1)) |, (4.5)
ueUy

V(t,z) < sup E /f s, X (s),u(s))ds+V*(r,X(7))| . (4.6)
ueU;

Satz 4.8. Sei H oberhalbstetig. Dann ist die Wertefunktion V' die Viskositatslosung
der Gleichung

- %V(t x) — H(t,x, D,V (t,x), D2V (t,x)) =0, (t,x)c[0,T) x R™. (4.7)

Beweis. Schritt 1: Wir zeigen, dass V eine Superlosung von (4.7)) im Viskositétssinne
ist. Seien (¢t,z) € Q = [0,T) x R" und ¢ € C?*(Q) mit ¢ < V, auf Q, so dass

p(t,x) = Vi(t, ).
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Weiterhin seien (ty,zx) € @ mit k € N, so dass
(tg, k) = (t,2), V(tk, zr) — Vi(t, x)
fiir & — oo. Wir definieren
e =V (tr, ox) — ot o)

Beachte, dass nx — 0 fiir & — oo. Sei (Xy(s))sept,,r) die Losung der SDE (3.1) mit
Anfangsbedingung Xy (tx) = ) und konstanter Kontrolle u(s) = u fiir alle s € [tx, T.
Weiterhin fiihren wir die Stoppzeiten

T = inf{s >t s — t > hy oder || Xy(s) — xzk|ln > R}
ein, wobei R > 0 und hyx = \/mr 1y, 20} + %]l{nkzo}. Mit Ungleichung (4.5) aus dem

schwachen Prinzip der dynamischen Programmierung folgt
Tk
0<E |V(te, o) — Vilre Xi(me)) — /f(s,Xk(s),u) ds
t
und somit
Tk
0<nk+E [p(tr,zr) — 0Tk, Xi(Th)) — /f(57X/c(5)7u) ds
t
Ferner erhalten wir mit der It6-Formel

Pltnsmn) = o, X)) = = [ ol Xulo) + L7605, Xa(5)) d

Tk

— /[Dwgo(& Xi(s)) o(s, Xi(s),u) dW(s).

23
Der Prozess (Zi(7))re[t,,r) mit k € N gegeben durch

Zu(r) = / [Dyip(s, X (8))) o (5, X (8), ) dVV ()

tk

ist ein quadratisch integrierbares Martingal und wir erhalten

1 1 [0
0< ok E - / a@(San(S)) + L%(s, Xi(s)) + f(s, Xi(s),u) ds
k k
t
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Beachte, dass hiknk — 0 fiir £ — oo. Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
und dem Satz der majorisierten Konvergenz schlussfolgern wir

0
0< _E(p(twj’.) - ‘Cu(p(tvx) - f(t7$,u)
Da u € U beliebig gewahlt wurde, haben wir

Schritt 2: Wir zeigen, dass V' eine Sublésung von (4.7)) im Viskositatssinne ist. Seien
(to,0) € Q = [0,T) x R™ und ¢ € C%(Q), so dass fiir alle (¢,7) € Q\{(to,z0)}

@(to,l‘o) = V*(t0,$0), (p(to, 3?0) > V*(t, 3?)

Weiterhin definieren wir h: @ — R durch

h(t,z) = 0

57#(t:2) + H(t, 2, Doip(t, 2), Dig(t, ).

Wir zeigen die Behauptung durch einen Widerspruchsbeweis. Dazu nehmen wir an
h(to, .’Eo) < 0.

Da die Funktion H oberhalbstetig ist, existiert eine offene und beschrankte Menge
N, ={(t,z) € [0,T) x R™: |t — to] + || — xo]||» < r} fiir hinreichend kleines r > 0, so
dass

h(t,z) <0 (4.8)

fiir alle (¢,z) € N,.. Da V* — ¢ oberhalbstetig auf Q ist, gilt
n=max{V*(t,x) — p(t,z): (t,x) € ON,} <O0. (4.9)
Sei (tg,zr) € N, mit k € N, so dass (tg,zr) — (to,z0) und V(tg, zr) — V*(to,x0)

fiir K — oo. Beachte, dass V (tx, zx) — @(tg, xx) — 0 fiir & — oco. Somit kénnen wir
annehmen, dass fiir jedes k € N

\V(tr, xx) — p(te, z1)| < —

N3

gilt. Fiir eine beliebige Kontrolle u € Uy, , sei (Xk(8))se,,r) die Losung der SDE (3.1)
mit Anfangsbedingung Xy (tx) = xx. Wir definieren die Stoppzeit

T = inf{s > tx: (s, Xp(s)) € N}

Aufgrund der pfadweisen Stetigkeit haben wir (7, Xx(7%)) € ON, und mit Gleichung

gilt
(Th, Xi(Tk)) = =0+ V" (7h, X (7k)). (4.10)
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Ferner erhalten wir mit der Ito-Formel

Pl X)) = plti ) + [ 505, Xals) + L (5, X0 (5)) ds

Tk

+ /[Dwnp(s,Xk(s))]’a(s,Xk(s),u) dW (s).
123
Der Prozess (Zx(7))reft,, ) gegeben durch

Z(r) = /[sto(&Xk(S))]'U(stk(S)vU(S))dW(S)

tr

ist ein quadratisch integrierbares Martingal und somit erhalten wir

V(tk, zr) > g + o(tr, z1)

> g +E | o7k, Xi(1k)) — / %@(@Xk(s)) + LY%(s, Xi(s)) ds

T E | g(m, Xe(m) - / h(s, Xi(5)) — £ (5, Xa(5), u(s)) ds

>

o3

Aus den Ungleichungen (4.8)) und (4.10) folgt

V(tg, Tr) > —g +E | V* (75, Xi (7)) +/f(s7Xk(s)7u(s))ds

t

Beachte, dass —4 > 0 nicht von u € Uy, abhéngt. Da u € Uy, beliebig gewéhlt wurde
gilt

uEUt,C

Tk
Vit = =3+ swp B |V (X)) + [ 5. Xe(o).u)ds |
tk
was ein Widerspruch zu (4.6 darstellt. Daher erhalten wir

0
h(to, .’L'()) = &Lﬂ(to, .’130) + H(t07 Zo, Dw%’(tm xO)v Di‘P(to, Io)) > 0.
O
Um die Wertefunktion im Sinne des Prinzipes der dynamischen Programmierung
zu charakterisieren, vervollstindigen wir die Viskositatseigenschaft durch ein Ein-
deutigkeitsresultat, welches wir durch die Endbedingung erhalten. Dieses basiert im
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wesentlichen auf Vergleichbarkeitsresultate und dem Lemma von Ishii. Dazu betra-
chten wir die parabolische Gleichung

— %v(t,x) — G(t,z, Dyo(t,x), D2v(t,x)) =0, (t,z) €[0,T) x R", (4.11)

wobei G stetig und elliptisch ist. Wir setzen fiir v > 0
GT(t,2,p, M) = sup{G(s,y,p, M): (s,y) € [0,T) x R", |t — s> + ||lz — y |7 < +*},
G~ (t,z,p, M) = inf{G(s,y,p, M): (s,y) € [0,T) x R™, |t — s> + ||z — y||2 < ~*}.
Wir machen folgende Annahme:

(A3) Die Operatoren Gt7 und G~ geniigen

limisup[Gﬂf (t57 Te, Pes Ae) -G e (567 Yey De, As)]
el0

< C([to = sol + [lzo = yolln) (1 + lIpolln + e [[to = s0[ + llzo = yolla])

fir (te,ze), (se,y:) € [0,T) x R™ p. € R™ und . > 0 mit (t.,z.) — (to, o),
(8es9e) = (80,%0), Pe = po und v — o fiir e = 0 und A., B, € S, so dass

A, 0 I, -1,
it (A9 )ena( B B,

Hier sind die Konstanten C, a, K > 0 unabhéngig von &.

Bemerkung 4.9. Fulls f(-,-,u),b(-,-,u),0(-,-,u) € CY([0,T] x R™) mit u € R™ die
Bedingung
16Ct, 2, w)lln + o (t, 2, u)l[nxa < e(L+ [[2]ln + |ulm)

fiir eine Konstante ¢ > 0 erfillt, dann ist gilt (A3).

Satz 4.10. Sei v: [0,T] x R® — R oberhalbstetig und eine Sublosung von (4.11))
im Viskositissinne. Weiterhin sei w: [0,T] x R™ — R unterhalbstetig und eine Su-
perldsung von (4.11)) im Viskositdssinne. Falls (A3) gilt, dann haben wir

sup  [o(t, @) — w(t,a)] = sup [o(T,z) - w(T, )]
(t,z)€[0,T] xR™ TERN

4.3 Anwendung - Portfoliooptimierung mit unsicherem Einkommen

Wie betrachten das Beispiel aus Abschnitt [I.3] Wir erinnern, dass der Vermogens-
prozess die SDE

dX(s)=([r+ (u—r)m(s)]X(s) + c(s))ds + om(s) X (s) dW (s) (4.12)
erfiillt und der Prozess des Einkommen die SDE

de(s) = pe(s)c(s) dt + o(s)e(s) d [pW(s) +/1- pQW(s)} (4.13)
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geniigt. Hier wird das Kostenfunktional
J(m) =E [e”*Th(X(T))]

maximiert.

Zunachst wollen wir die HJB Gleichung aufstellen. Dazu nehmen wir an, dass
(X (5))sept, ) der zugehdrige Vermogensprozess mit Startkapital X () = = > 0 und
(c(8))sefe,r) der zugehodrige Einkommensprozess mit Startwert c(t) =y > 0 sind. Wir
setzen F! = o{W(r) : t < r < s} ergidnzt mit allen P-Nullmengen von F. Die
nichtleere Menge der zuldssigen Kontrollen II; umfasst alle Ff-adaptierten Prozesse
(m(s))sefe,7) mit Werten in einer abgeschlossenen und konvexer Teilmenge IT C R, so
dass

T
E /\W(S)Fds < 0.
t

Dann ist die Wertefunktion durch
V(t,z,y) = sup E [675Th(X(T))j|

e
gegeben und die HJB Gleichung ist
0= f%V(t,x, Y)
—sup [ ([ + (= 1)l + )V (1 2,0) + ey (1, 2,)
m€ell Ox o ‘ dy o
+1027r2x2872‘/(t z,y) + }Jz(t)yza—QV(t x,y) + pomzo.(t)y i V(t,z,y)
2 ox2 77 2°¢ oy2 N oxoy

fiir (¢t,z) € [0,T) x Ry mit der Randbedingung
V(T z,y) = e *"h(x)

fiir (z,y) € R2,.
Wir nehmen an, dass h(z) = 227 mit v € (0,1). Dann ist die Wertefunktion V eine
Viskositétslosung der HJB Gleichung der Form

Vit z,y) =y (t, 5) ;
wobei 9: [0,T] x Rsg — R die eindeutige Viskosititslosung der PDE

0= %w(t, z) + %w(t,z) + e(t) {’w/}(t,Z) - Z%#’(t’ Z)}

+ 1c72(t) {’y(’y — Dp(t,z) — 2(y — 1),2—a P(t,z) + 22—82 (t z)}
2°¢ ’ oz 027"
0 1 5 99 0?
+ sup [[7” + (n— T)W]Zawt?z) TR0 TS (t,z)

+por(y — l)ac(t)z%w(t, z) — pmmc(t)zQTw(t, z)}
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mit der Endbedingung (T, z) = 6*5T%Z'v.

Bemerkung 4.11. FEine konkrete Darstellung der Wertefunktion V steht nicht zur
Verfiigung. Nichtsdestotrotz ldsst sich die Funktion v durch numerische Verfahren fir
Viskositdtslosungen der PDE ermitteln.

Wir setzen
x 0 x 1,5, 5[ 2 o2 x
a= argérrl[ax [r+ (u— r)w];aw (t, y) + J0°m (y) @w t, M

+por(y — 1)ac(t)§%¢ <t, ;) — ponoe(t) (“Z)Q 5722@0 (t, gyc)] .

Das Maximum ist explizit gegeben durch

1o} z
p—r+ pom(y = Doo(t) Y2:¥ (t’ 5) L poe(t)
2
o v (t, 5) o
welches auf dem Rand von IT angenommen wird. Falls ¢ € C12([0,T) x R), dann ist
die optimale Kontrolle 7 € II; explizit gegeben durch

7(s, X (s),¢(s)) = a(s, X(s),c(s)), (4.14)

wobei (X (s))sep,r) und (¢(s))sep, ) die Losungen der Gleichungen (4.12)) und (4.13)
beziiglich der optimalen Kontrolle 7 sind.

Bemerkung 4.12. Ist die Glattheitsvoraussetzung 1 € CH2((0,T] x R) nicht erfiillt,
so gibt die Formel (4.14]) eine Approxzimation der optimalen Kontrolle.

Ol(t,if,y) =

b

5 Weitere Themen

In diesem Kapitel beschreiben wir weitere Kontrollprobleme, die eine Erweiterung der
préasentierten Losungskonzepte erfordern.

5.1 Optimales Stoppen

Wie in Abschnitt [[.I] betrachten wir wieder einen Finanzmarkt mit einem Bond und
einer Aktie, die zeit-stetig tiber ein endliches Intervall [0, T] gehandelt werden konnen.
Ein Investor habe eine amerikanische Put Option auf die Aktie mit Ausiibungspreis
K > 0 und Laufzeit T, d.h. es besteht die Moglichkeit die Aktie zu einem beliebigen
Zeitpunkt 7 € [0,7] zum Preis K zu verkaufen.

Frage: Zu welchem Zeitpunkt 7 sollte der Investor die Option optimalerweise
ausiiben?

Wir bemerken, dass der Investor nur dann ausiiben sollte, wenn P; (t) < K. Anson-
sten wire es sinnvoller die Option zum Preis P (¢) zu verkaufen. Die Auszahlung zum
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