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4. (142 Punkte)

k
Gegeben sei der Mengenring R = 91<n1 —1,n: ny,....np €2, ke{0,1,.. }}

in Q = R. u sei ein Inhalt auf R mit u((n — 1,n]) =1 Vn € Z.
(i) Bestimmen Sie o(R)!
(ii) Fiir Q € 29 sei

Q) = mf{ZM(Ai)3 A, Az, ER, QC ,CQAi}-
i=1 B

Zeigen Sie, dass p* ein Mafl auf o(R), aber kein Maf3 auf 2% ist!

5. (2 Punkte)
Es sei R der von dem Mengensystem {(a,b] N Q : —0co < a < b < oo} erzeugte
Mengenring und g mit

p(A) = card(A) = Anzahl der Elemente von A

sei ein (nicht o-endliches) Pramafl auf R gegeben.

Zeigen Sie, dass es mindestens zwei verschiedene Fortsetzungen zu einem Maf3 auf der
von R erzeugten o-Algebra (in Q) gibt!

Hinweis: 0(R) enthdlt auch nichtleere Mengen mit endlicher Kardinalitit, R dagegen
nicht.

6. (243 Punkte)
B? = ¢(Z?) sei die o-Algebra der Borelmengen des R, b € RY sei beliebig. Zeigen Sie:
(i) Falls B € BY, so folgt B+b={z+b: x € B} € B

Hinweis: Definieren Sie das ,,System der guten Mengen“ A := {B € B%: B+ b € B¢}
und zeigen Sie zundchst, dass T¢ C A und dass A o-Algebra in R ist.

(ii) Das Lebesgue-Borel-Mafl 3¢ auf B¢ ist translationsinvariant, d.h.,
BYB+b) = BYB) VBeB.

Hinweis: Definieren Sie By(A) := BYA + ¢) VA € B und zeigen Sie, dass [3,
ebenfalls ein Mafy auf B ist. Zeigen Sie dann, dass By(A) = BUA +c) VA € ¢
qgilt.



