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Hinweise
& Aufgabe 1. Definitionen und Sitze zu diesen Eigenschaften durchgehen.
Aufgabe 2. (b) Verwende Aufgabe 1.

Aufgabe 3. Was bedeutet die Unabhéngigkeit? Man beachte/verwende die Rechenregeln fiir die
Landau-Symbole. Z.B. —o(t) = o(t), oder t - o(t) = o(t?) C o(t).

Aufgabe 4. Definition bedingte Wkt und verwendung der Incremente.

& Aufgabe 5. (b) Verwende Aufgabe 1.



Musterlosungen

& Aufgabe 1. a) Weil eine Markovkette mit endlich vielen Zustéinden keine null-rekurrenten Zustéin-
de haben kann (siehe Satz 67).

d(i)
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b) Nach Satz 61 wiirde dann gelten, dass p; = aon = 00 was bedeuten wiirde, dass ¢

null-rekurrent ist.

c¢) Die Markovkette kann nicht irreduzibel sein, da i transient ist, wihrend es, da es nur endlich
viele Zustande gibt, aber rekurrente Zustédnde geben muss. Somit kénnen nach Satz 59 der/die
rekurrenten Zustdnde und ¢ nicht kommunizieren.

Aufgabe 2. a) Da die anderen dhnlich aussehen und nicht so interessant sind, gebe ich nur p50)

und PG an

1/3 2/3 0 0 0 0 0 0 1/4 3/4
1/3 2/3 0 0 0 0 0 0 1/4 3/4
PP~ 1 1/6 1/3 0 1/8 3/8 |, PO~ | 1/6 1/3 0 1/8 3/8
0 0 0 1/4 3/4 1/3 2/3 0 0 0
0 0 0 1/4 3/4 1/3 2/3 0 0 0

b) An der Ubergangsmatrix P sieht man, dass die Zusténde 0, 1, 3,4 periodisch mit Periode 2 sind,
wahrend Zustand 2 aperiodisch ist. Da eine Markovkette mit endlich vielen Zustinden vorliegt,
folgt mit Aufgabe 1, dass der Zustand 2 transitiv ist, da offenbar p5, — 0 fiir n — oco. Gleichzeitig

folgt, dass alle anderen Zustédnde rekurrent sind, weil lim,, oo p?i(i)n > 0 fiir ¢« = 0,1,3,4 und

somit > ;7 p?i(i)k = 00.
c) Mit Satz 61 folgt u; = hmﬁd(ib(’)"' Dies ergibt po = 1/3 =6, u1 = 233 =3, u3 T = 8 und
2 . 8 ‘ll

H4:ﬂ—§

d) Es lasst sich leicht verifizieren, dass 7% = ( % 0, %, %) eine stationdre Verteilung ist. Da alle
1

1

6°
rekurrenten Zustande kommunizieren, ist 7* die stationdre Verteilung. Es fallt auf, dass 7} = I
fiir alle rekurrenten Zustinde 7 ist.

Aufgabe 3. Wir miissen folgende Eigenschaften iiberpriifen:
(i) N(0) = N1(0) + N2(0) =0+0=0.

(ii) Da N7 und Nj stationdre und unabhéngige Zuwéchse haben, ist es recht einfach nachzurechnen,
dass auch N stationdre und unabhéngige Zuwéchse hat.

(iii) Auf Grund der Faltungsformel und der Unabhéngigkeit von Ny und Ny folgt

P(N(h) =1) = P(N1(h) = 0)P(N2(h) = 1) + P(N1(h) = 1)P(N2(h) = 0)
= (1 = [Mh +o(h) + o(h)])(A2h + o(h)) + (A\1h + o(h))(1 — [A2h + o(h) + o(h)])
= Xoh — A dah? — o(h) Aol + o(h) — Aho(h) — o(h)o(h)
+ Mh — MAh? — o(R)A1h 4 o(h) — Aaho(h) —
= (A1 4 A2)h — 20 M0h? + 20(h)h(=Xa — A1) — 20(h)o(h)
= (M + A2)h +o(h),

o(h)o(h)

da h? ~ o(h), ho(h) ~ o(h) and o(h)o(h) ~ o(h).



(iv) Schlieklich erhalten wir mit der Faltungsformel und der Unabhéngikeit von N; und Na, dass
P(N(h) = 2) = P(N1(h) = 2)P(Nz(h) = 0) + P(N1(h) = 1)P(Na(h) = 1) + P(N1(h) = 0)P(Na(h) > 2)
T+ P(NL(h) = 2P(Na(h) = 1) + B(Ni(h) = 1)P(Na(h) > 2)
P(Ni(h) >2)-1+P(Na(h) >2)-1+P(Ny(h) = 1)P(N2(h) =1)
o(h) + o(h) + (A1h + o(h))(A2h + o(h))
o(h)
Somit konnten wir fiir N alle Eigenschaften in Definition 73 nachweisen, was bedeutet, dass N

ein Poisson Prozess ist. An der Berechnung von Punkt (7ii) sieht man, dass A\ = A + Ag ist der
Parameter von N.

Aufgabe 4. Mit der Definition von bedingten Wkt und der Unabhéngigkeit der Inkremente erhalten
wir

P(N(s) = k|IN(t) = n) =

P(N(t) =n)

_ P(N(s) =k,N(t) — N(s) =n— k)
P(N(t) =n)

_ P(N(s) = k)P(N(t) — N(s) =n — k)

P(N(t) =n)
A)* —xs . AE=s)""* —A(t—s)

_H (n—Fk)!

AO)™ ¢

tn El(n —k)!

(-

was der Dichte der Binomialverteilung zu den Parametern n und £ entspricht.

Aufgabe 5.

a) Ich gebe wieder nur P®% an

0.38095 0 0.42857 0 0.19048
0.38067 0.0003 0.42831 0.00037 0.19033
PGY ~ [ 0.38095 0 0.42857 0 0.19048
0.38072 0.00025 0.42836 0.0003 0.19036
0.38095 0 0.42857 0 0.19048

b) Da es danach aussieht, dass die pf. fiir 0, 2,4 gegen werte grofer 0 konvergieren und pf; sowie phs
gegen 0 zu konvergieren scheinen, sind vermutlich 0, 2, 4 rekurrente Zustande und 1, 3 transiente
Zustéande sind. Da man fiir alle Zustéande aufler 2 direkt ablesen kann, dass p; > 0 folgt, dass diese
Zustande aperiodisch sind. Weil weiterhin Zustand 2 mit den Zustédnden 0 und 4 kommuniziert,
ist auch dieser aperiodisch.

c) Als Approximation der Riickkehrzeit kénnen wir verwenden:

1 1 1
po = —5 = 2.625, po = —5 = 2.3333, pa = —5 = 5.2499
Poo P22 Pyy

und fiir die stationédre Verteilung kénnen wir als Approximation
T = po = 0.38095, 7w = poy = 0.42857, i = pi} = 0.19048

verwenden.



