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1 Charakteristische Funktionen

1.1 Definition und elementare Eigenschaften

Sogenannte charakteristische Funktionen sind ein niitzliches Hilfsmittel der Wahrschein-
lichkeitstheorie. Sie sind ein analytische Werkzeug fiir den Umgang mit Wahrscheinlich-
keitsmafen und erlauben beispielsweise eine einfache Definition der mehrdimensionalen
Normalverteilung mit einer singuldren Kovarianzmatrix. (In diesem Fall existiert bekann-
termafen keine Dichte beziiglich des Lebesgue-Makes.) Wie im Weiteren gezeigt wird, ist
das Konzept der charakteristischen Funktionen vertraglich mit stochastischer Unabhan-
gigkeit, Faltung von Verteilungen sowie schwacher Konvergenz von Wahrscheinlichkeits-
mafsen. Charakteristische Funktionen erweisen sich als sehr hilfreich beim Beweis von
Konvergenzaussagen. Wahrend ein direkter Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes doch
recht miithsam ist, so ist ein Beweis mit dem Hilfsmittel der charakteristischen Funktionen
vergleichsweise einfach. Selbst der Beweis einer mehrdimensionalen Version des Zentralen
Grenzwertsatzes (d.h., fiir Zufallsvektoren) ist dann nur unwesentlich aufwendiger als im
univariaten Fall. An dieser Stelle fallen wir gleich mit der Tiir ins Haus:

Definition 1.1. (i) p sei ein endliches Maf§ auf (R%, BY). Dann heifit i mit

fi(t) = / e du(z) VteR?
Rd

die Fouriertransformierte von .
(ii) (0, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : € — R? sei (A — BY)-messbar.
Dann heifst ox mit

px(t) = PX(t) = / "' dPX (dr) = / "X 4P(w) = E [e“TX}
R4 Q

charakteristische Funktion von X (bzw. PX).

Hier tauchen nun Integrale mit komplexwertigen Integranden auf. Die Definition solcher
Integrale ist jedoch, basierend auf dem aus der Vorlesung Maftheorie bekannten Integral-
begriff, einfach. Es seien also (€2, .4, 1) ein Mafraum und f: Q — C eine komplexwertige
Funktion. Zu definieren sei fQ f du. Die Idee ist naheliegend. Man zerlegt f in seinen Real-
und Imaginaérteil, f(w) = Rf(w) + i Sf(w), wobei Rf und I f reellwertige Funktionen

sind, und definiert
/fdu = /?Rfd,u + 1 /%fdu.
Q Q Q

e f geeignet messbar ist (d.h., Real- und Imaginérteil sind jeweils messbar),

Dies ist moglich, wenn

e beide Integrale auf der rechten Seite endlich sind.

Hinsichtlich der Messbarkeit komplexwertiger Funktionen benutzen wir einfach die be-
kannte Definition der Messbarkeit reellwertiger bzw. Re-wertiger Funktionen.



Definition 1.2. (2, A) sein ein messbarer Raum. Dann heifst f: Q — C
(A — B?)-messbar, falls

> _ (RN 2 2 :
f.—(%f>.Q—>R (A — B*) — messbar ist.

Bemerkung 1.3. (siche Lemma 2.7 aus VL. Maftheorie, WS 2019/20)
[ ist (A — B?)-messbar <= Rf und Sf sind (A — B)-messbar.

Beweis. (=)
Es sei B € B beliebig. Da B x R,R x B € B? sind, so folgen

(RF)7(B) = [ (B xR) € A
(Sf)"YB) = f'(Rx B) € A

(<)
Es seien By, By € B beliebig. Dann gelten

FHUBIxR) = (Rf) (B € 4,
FHRx By) = (Sf)71(B) € A
Daraus folgt, dass
FUBix By) = [ {(Bi xR)N YR x By) € A.

Da jedoch
0 ({B, x By: By, By B}) = B

gilt, so folgt nach Lemma 2.4 aus der Vorlesung Maftheorie, WS 2019/20, dass f
(A — B?)-messbar ist. O

Nun kénnen wir auch Integrale mit komplexwertigem Integranden definieren:

Definition 1.4. (Q, A, u) sei ein Mafiraum, f: Q — C.
f heifit u-integrierbar iiber Q (Bezeichnung: f € L'(u).), falls f (A — B?)-messbar ist
und die vier Integrale

[@wpzan [
Q Q
alle endlich sind. Dann heifit

/Qfdu = /Qafefduﬂ'/ggfdﬂ

das p-Integral von f iiber Q) (Lebesgue-Integral von f dber Q beziglich ).



Erinnerung: (9, A, i) sei ein Mafraum, f: € — R sei (A — B)-messbar.
e Falls fQ ftdu < oo und fQ f~dup < 00, so heiftt f p-integrierbar tiber (2.

e Falls genau eines der Integrale fQ ftdu, fQ f~ dp endlich ist, so heift f quasi-u-
integrierbar tiber (2.

Fiir Integrale mit komplexwertigen Integranden gelten im Wesentlichen dieselben Eigen-
schaften wie fiir Integrale mit reellwertigen Integranden. Eine einfache Eigenschaft ist
durch folgendes Lemma gegeben.

Lemma 1.5. Es seien (Q, A, n) ein Mafraum und f € L' ().

Dann gilt
/fdu‘ < /Ifldu.
Q Q

Beweis. Es sei [, |f|dp < co. Wegen f*, f= < |f] folgt, dass | [, f du| < co. Nun gilt

/Qfdu _ /Qfdum

-l [
lf o [
el o

—_—————
<IfI o £ dpl

< [1n1] [ raula
L jﬁtfdu’-

Durch Zerlegung in Real- und Imaginéarteil ist leicht zu sehen, dass die aus der Vorlesung
iiber Mafstheorie bekannten Sétze von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz und von
Fubini auf den Fall von Integralen mit komplexwertigen Integranden iibertragen werden
kénnen.

Theorem 1.6. (2, A, ) sei ein MafSraum. Die Funktionen f, f,: Q@ — C (n € N) seien
(A—B?)-messbar und es gelte lim,, .o, f, = f p-fast iberall. Ferner gebe es eine Funktion
g € LY(p), so dass fiir alle n € N |f,| < g u-fast diberall gilt. Dann sind f und alle f,
(n € N) p-integrierbar und es gelten

lim nw:/fw
Q Q

n—o0

2

]

und

iy [ 17, fldn = 0.



Theorem 1.7. (Qq, Ay, 1) und (Qo, As, o) seien o-endliche Mafrdume, f: Qp x
Qy — C sei (g @ pa)-integrierbar (d.h., f ist (A; @ As) — B?)-messbar und es gelte
Jo,xa, 1F1d(1n ® p2) < 00). Dann gelten:

(i) Ny :={w; € Q1. f(wy,-) ist nicht uy — integrierbar} € Ay,
Ny :={ws € Qo1 f(-,we) ist nicht uy — integrierbar} € Ay
und pi (N1) = p2(N2) = 0.

(ii) Die Funktionen wy = [o f(wr,w2)dps(wz) bzw. wy = [o flwi,w2)dp(wr) sind
w1 -integrierbar iber Q1 \ Ny bzw. po-integrierbar iber Qa\ Ny und es gilt

[ rmem = [ ] s dut)]| e

— /92\1\/2 [ o f(wl,wg)dm(m)} dpiz(wz).

Beispiele fiir charakteristische Funktionen

1) 4, sei das Dirac-MaR auf (R%,B¢), a € R?, d.h., §,(B) = 1, falls a € B und §, = 0,
falls a ¢ B. Dann

~

5.(t) = "% vt e RY

2) Es sei p = > 7 pnd,, eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R?, BY).
Dann

a(t) = an el vt e RY

n=1
3) Essei X ~ N(0,1). Dann gilt
ox(t) = N(0,1)(t) = e ¥/ VteR™

Beweis. Es sei

(t) B z‘tX] /OO ite e/ d > (tz) e~=*/2 d
— Ele — et~ dy = cos(tx x.
g —o0 V2 —o0 V2

Dann gilt

d * d e/
ag(t) = /_Oo% {cos(t:c) o } dx

0 e—w2/2
= /OO sin(tx) (—x) N dx

o222 % o0 o—%/2
= |sin(tx) —/ t cos(tx) dx

V2 % V2r

-~

= —tg(t). i




In der ersten Zeile kann man tatsédchlich Differentiation und Integration vertau-
schen. Man betrachte dazu den Differenzenquotienten und erhélt wegen

cos(t,x) — cos(tx)
t, —t

— (=) sin(tz)| < 2|z

eine konvergente Majorante, so dass bei t,, — t nach dem Satz von Lebesgue iiber
majorisierte Konvergenz das gewiinschte Resultat folgt.

Die Differentialgleichung ¢'(t) = —tg(t) hat unter der Nebenbedingung ¢(0) = 1 die
eindeutig bestimmte Losung

g(t) = e ¥? VteR.
O

Die Dichte einer d-dimensionalen Standardnormalverteilung N (04, I;) ist gegeben

durch
1

P

2

Mit ho(t,z) = Cos(tx)\/%eﬂ /2 und hy(t,z) = sin(tw)\/Lﬂeﬂz/2 erhélt man nach
Beispiel 3) die charakterische Funktion von N (04, I4):

— A 1
N(Od,]d)(t) _ / etha: - e—Htz/Z d)\d<x)
R4

2m)
_ /R B

J

B / O Ry () gty ) dX(0)
R

d
1 2
[(cos(tjxj) + i sin(tjz;)) Nor: e 2| d\d(x)
- I

1

K1,y k‘dE{O 1}
= > ikttke / i, (L1, 1) - - - e, (ta, T4) A ()
k1yeey k‘dE{O 1} R?
d
k1,....ka€{0,1} j=1“R
d
=TI [ holts) + i ulty ) dxGwy
j=1"R
d
= Heit?/2 — 6_Ht”2/2‘
j=1

Eigenschaften von charakteristischen Funktionen

Lemma 1.8. P sei ein Wahrscheinlichkeitsmafy auf (R, BY). Dann gelten

(i)
(i)

P st gleichmdfig stetig auf R?,

|P(t)] < P(0y) =1 VteRe



Beweis. (1) Es gilt

< ‘eiSTx B eith‘ dP(iIZ‘)

Rd
/ |€isT:c _ 61’th| dP(ZE)
{

. —_— ——
z: ||z|| <K}
<|sTz—tTx|<K|s—t|

_|_/ |€isTac . 61‘th| dP(I)
T: ||z —_—
s o> ) =7

IN

< K |s—t] P(fa: o] < K}) + 2 Pa: fl2]] > K)).

g

K000

Da die rechte Seite nur von ||s —t|| abhéngt, folgt die behauptete gleichméfige Stetigkeit.
(i) is offensichtlich. O

Bevor wir nun weitere Eigenschaften von charakteristischen Funktionen herleiten, iiber-
legen wir uns zunéchst, dass durch die charakteristische Funktion die entsprechende
Wahrscheinlichkeitsverteilung eindeutig bestimmt ist. Das rechtfertigt schlieklich auch
die Bezeichnung ,charakteristische Funktion®.

Theorem 1.9. P, und P, seien Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R4, BY). Falls E(t) =
Py(t) Vt € R? gilt, dann sind Py, und Py gleich.

Beweis. Es sei [a,b] := [a1,b1] X - -+ X [ag, bg], wobei aq, ..., aq,b1,...,bs € R beliebig sind
mit a; < b; Vi. Wir zeigen, dass

Pl([(l, b]) = /Rd ﬂ[a,b} dPl = /Rd ]l[a,b] dP2 = Pg([a,b]) (1)

Da {[a,b]: a,b € R} ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem von B? ist, wobei ins-
besondere U [—n,n|? = RY gilt, so folgt nach dem Eindeutigkeitssatz der Maftheorie
(Satz 1.8 aus der Vorlesung Maftheorie, WS 2019/20), dass P, und P, auf B? iiberein-
stimmen.

Zum Beweis von approximieren wir 1y, durch eine Folge (gy)nen, wobei

gn(z) = ﬂ[a—dnlmb-‘rdnld} *QDOmC%Id(Z)v

und (¢, )nen, (dy)nen Nullfolgen positiver Zahlen sind mit ¢, /d,, —p 500 0. 14 = (1,...,1)T
und 04 = (0, ...,0)T bezeichnen Vektoren der Linge d und ¢y w21, bezeichnet die Dichte
einer mehrdimensionalen Normalverteilung mit Erwartungswertvektor 0; und Kovarianz-
matrix 21y, d.h., @o, 2, (x) = (2mc2)~Y? exp{—||z]|*/(2¢2)}. Dann gelten

0 < gulz) = /dﬂ[a—dnld,mdnld}(w) Cogear,(z — ) d\(z) < 1
R

-~

<1

sowie
Gn(2) — Lgy(2) Vz € RY. (2)

n—oo
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Somit folgt nach dem Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz, dass

/Rd gudP; — | VuydP = Plad), =12 (3)

n—oo

Aufserdem gilt
() = [ o) ), ()
R

wobei g, € L*(A\?). Aus (4 folgt, dass

/R gudP, = /]R d { /R (@) dAd(:v)} dPi(2)
- /Rded ¢ Gu(z) d(N @ Py)(w, 2)
_ /R d [ /R () dpl(z)} d\"(x)
-/ {/gde¥sz<1fﬁ(z)} G () AX'(2)

~~

=Pi(x)

:g/fﬂmﬁw@dV@>
Rd =~~~

=Py (x)

- [ B@a@ i@ = ... = [ g.ap. )
Rd Rd
Aus und folgt schliefslich . m

Erginzung: Beweis von (2)) und (4]
Beweis von @)

Fall 1: z € [a, b]

Es gilt

1 2 ]]-[a—dnld,b-‘rdnld] * ond,cgld <Z>

-/ Popei (s — ) N (a)
[a—dnld,b-i-dnld]
= 1 - / 90011,0%1(1(2 - :C) d)‘d<x>
[a_dn1d7b+dn1d}c

1 2 2
> 1 / L) gy
(25 lo—a|>dn} (2mC2)42

1 e
_ 1_/{ We|| /2 g1 ()

w: full>dn/en} (270

Fall 2: z & [a, b].
Dann gilt offensichtlich auch z ¢ [a — 2d,,14,b + 2d,,14] fiir alle hinreichend grofsen n.
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Somit folgt

0 < Tja-dpigbtdata * Pogc21,(2)
< / Gonra() AN ()
{z: llz—z|>dn}
-/ poa) X' w) = 0.
{u: [ul>dn/en} novoc
Beweis von ()
Es gilt
1 2 2
— —llz=zl*/(2¢5) 7)\d
9n(2) /]R;dll[a—dnldfi-dnld}(xl (@rc2)ir2 e d\(z)

=I,() N (04 1g) (2=

cn

1 (z—x\T ]. 2
R )y —llyl?/2 gyd d
@) Gy [ /R K T " (y)} N (z)

/
R { [ e fnu)dm)] IX(y)
R R4

N /
-~

Tn(—2)

Ccn

=

Da aber offensichtlich g, € L'(\?) ist, so folgt ().

Ubungsaufgaben

UA 1.1 Esseien X,, ~ Bin(n,p/n) ¥n € N und X ~ Poisson(p), wobei p > 0.

(i) Zeigen Sie, dass

n—oo
gilt!
(ii) Berechnen Sie die charakterischen Funktionen ¢y, und ¢x und zeigen Sie,
dass
pxa(t) — ox(t) VteR
gilt!

Hinweis: Nutzen Sie, dass (1 —c¢/n)" — e° Ve € C gilt.

n—o0
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1.2 Charakteristische Funktionen und stochastische Unabhan-
gigkeit

In diesem Kapitel wollen wir eine niitzliche Charakterisierung der stochastischen Unab-

hangigkeit mit Hilfe des Kalkiils der charakteristischen Funktionen herleiten. Dariiber

hinaus wird gezeigt, dass die Verteilung eines Zufallsvektors durch die Verteilungen der

Linearkombinationen seiner Komponenten bestimmt ist. Zunéchst zur Charakterisierung
der stochastischen Unabhéngigkeit:

Theorem 1.10. Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) seien Zufallsvariable
X;: Q—=R% (j=1,...,n) gegeben. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Xi,...,X, sind stochastisch unabhingig.
(ii)  Fir X = (XT,..., X7 gilt

n

ox(t) = [ ex,(t;) vi=(],... th)" e Rf+Hn,
j=1

Beweis. ((I) = (ii)) Es gilt
SOX (t) — EeitTX — Eei(t’{Xl_i_,,._,'_tz;Xn)
= F [eitf)ﬁ . eitZXn]

= E[(cos(t] X1) + i sin(t] X1)) -+ (cos(th X,) + i sin(t] X,))] -

An der Stelle kénnen wir nicht direkt die Eigenschaft nutzen, dass der Erwartungswert
eines Produktes unabhéngiger Zufallsvariablen gleich dem Produkt der Erwartungswerte
ist. Diese Eigenschaft ist aus der Vorlesung EWMS fiir reellwertige, nicht jedoch fiir
komplexwertige Zufallsvariable bekannt. Eine Zerlegung in Real- und Imaginarteil wie
beim Beipiel 4 auf Seite 8 dieses Skriptes liefert jedoch die notwendige Erweiterung. Es
seien f;o) (z) = cos(tl x) und f;l)(a:) =sin(t] x) (j = 1,...,n). Dann folgt aus den obigen
Rechnungen

J=1

kiye.kn€{0,1}

= Y kg ﬁf}k“(Xj)]
j=1

_ Z Rtk ﬁE [f;kJ)(XJ)]
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(i) = (1)) Es gelte px(t) = [[;_, ¢x;(t;). Wir beweisen die stochastische Un-
abhanglgkelt mit einem ,,Kopplungstrlck“ Wir zelgen dass X dieselbe Verteilung wie

~T
X = (X1 ...y X )T besitzt, wobei Xl, . X nach deren Konstruktion unabhéngig
sind und jeweils dieselben Verteilungen wie X 1,...,X, besitzen. Es seien also X1,..., X,

stochastisch unabhéngige Zufallsvariable, welche auf einem geeigneten Wahrscheinlich-
keitstaum (€, A, P) definiert sind und es sei PX = P fiir j = 1,...,n. Dann gilt

20 = [[ex, ) = [[oxt) = ext) Vo= (. )"

Nach Theorem folgt damit, dass PX = PX_ Es seien nun B, € B4, ..., B, € B®
beliebig. Nun gilt

PX(By x - x B,) = PX(Bix - x B,) = [[PY(B)) = [[PY(B)),
d.h., Xy,..., X, sind stochastisch unabhéngig. O]

Mit shnlichen Uberlegungen lisst sich die charakteristische Funktion einer Summe von
unabhéngigen Zufallsvariablen berechnen.

Lemma 1.11. X, ..., X, seien unabhdingige Zufallsvariable mit Werten in R?® auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Dann gilt

n

psr x,(t) = [[ox, () VteR™

j=1

Beweis. Fiir beliebiges ¢t € R gilt nach Theorem [1.10} dass
(102;1:1 X]_ (t) = EeltT(X1++Xn) — Ee’i(tTX1+~~-+tTXn) — SO(X? .... XT’I;)T((tT, L 7tT>T)) — H()OX] (t)
O]

An dieser Stelle sei nachdriicklich darauf hingewiesen, dass die Umkehrung der Aussage
von Lemma [I.TT] im Allgemeinen nicht gilt. Ein einfaches Gegenbeispiel lasst sich mit
Cauchy-verteilen Zufallsvariablen konstruieren. Die Standard-Cauchy-Verteilung hat eine
Wahrscheinlichkeitsdichte p mit p(z) = 1/(7 (1 + 2?)) V2 € R sowie eine charakterische
Funktion ¢ mit p(t) = eIl V¢ € R. Falls nun X; und X, stochastisch unabingig und
Standard-Cauchy-verteilt sind, so gilt nach Lemma |1.11

il -l — =2l

Ox,1x,(t) = e e

Falls jedoch X; Standard-Cauchy-verteilt ist und X, := X, so gilt ebenfalls
Px1+x,(t) = pax, (t) = EePX) = pelPN — o2l

Im letzteren Fall sind jedoch X; und X; alles andere als stochastisch unabhéingig.
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Die folgende Aussage stellt einen Zusammenhang zwischen der Verteilung eines Zufalls-
vektors und den Verteilungen der Linearkombinationen seiner Komponenten her. Dieser
Zusammenhang ist insbesondere dann hilfreich sein, wenn aus Konvergenzsétzen fiir reell-
wertige Zufallsvariable entsprechende Konvergenzaussagen fiir Zufallsvektoren hergeleitet
werden.

Theorem 1.12. X; und X, seien R¥*-wertige Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€, A, P). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) PYX = px,

(ii) P<X = P e e RY

Beweis. ((i) = (ii)) Es sei PX* = PX2, Dann gilt ¢y, (t) = ¢x,(t) Vt € R%. Es seien
nun ¢ € R? und u € R beliebig. Dann gilt

Perx, (u) = Eeille"X0u = peilu)™X1 px, (uc)
= px,(uc) = ... = prx,(u).

Nach Theorem [1.9| folgt, dass P X1 = pe' X2,
((ii) = (i)) Esseit € R? beliebig. Da P! X1 = P X2 5o folgt insbesondere

SOtT,Xl (1) = gptTXQ(]‘)'

Somit gilt
ox,(t) = FEeit' X1 — gttt X1) _ o, (1)
= SOtTXQ(l) = ... = px,(1),
woraus wiederum nach Theorem die Gleichheit Pt = P*2 folgt. O

1.3 Charakteristische Funktionen und schwache Konvergenz

Wir beginnen dieses Kapitel mit einer Wiederholung der Definition zweier Konvergenz-
arten.

Definition 1.13. (P,),>o seien Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R, B%). Die Folge (P,)nen
konvergiert schwach gegen Py, falls

/ fdP, — | fdpy
R4 R4

n—oo
fiir alle stetigen und beschrinkten Funktionen f: RY — R gilt.
(Bezeichung: P, = Fy)
(Xn)nso seien Ri-wertige Zufallsvariable auf jeweiligen Wahrscheinlichkeitsriumen
(Qn, A, Py). Die Folge (X,)nen konvergiert in Verteilung gegen Xy genau dann,
wenn PXn = P3*.
(Bezeichnung: X, N Xo)
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Das folgende Lemma liefert eine Modifikation der obigen Definition, wobei anstelle der
Stetigkeit nun die gleichmaéfige Stetigkeit der , Testfunktionen“ f gefordert wird. Dieses
modifizierte Kriterium erweist sich als recht niitzlich beim Nachweis der Konvergenz in
Verteilung.

Lemma 1.14. (X,,),>0 sei eine Folge von R¥-wertigen Zufallsvariablen auf jeweiligen
Wahrscheinlichkeitsrdumen (2, Ay, P,). Dann gilt

X, -4 X,

genau dann, wenn

fdpX —s 5 fdpgro

Rd n—oo

fiir alle gleichmiRig stetigen und beschrinkten Funktionen f: R — R gilt.

Beweis. (=) Dies ist offensichtlich, da jede gleichméfig stetige Funktion auch stetig
ist.
(<) f: R?Y— R sei eine beliebige stetige und beschrinkte Funktion. Es sei

1, falls ||z|| < K,
gr(x) = ¢ K+1—|z|, falls K < ||z|| < K + 1,
0, falls ||z|| > K.

Nun sind f - g und 1 — gx gleichméfkig stetig. Es gilt

[Ef(Xn) — Ef(Xo)|

< B[ (Xn)gx(Xn)] — Elf (Xo)gx (Xo)ll + Elf(Xa)(1 — gx(Xa))| + E[f(Xo)(1 — g (Xo))|
= Ry1(K) 4+ Rn2(K) + R,3(K).

Es sei nun € > 0 beliebig. Dann gilt
By 3(K) < [Iflleo EI(1 = 9x)(Xo)] < [[flloc Pol[|Xoll > K) < /3
fir K = K(¢e) hinreichend grofs. Auferdem gilt

Rua(K(€) < [flle BI(I = gre)(Xn)]
< Il {EI = gx)(X0)] + |BI(1 = gx())(Xn)] = El(1 = gx(2) (Xo)]|}
< 2/3 4 [ fllee [EI1 = gx(e)(Xn)] = El(1 = gxe) (Xo)]| -

Da aber f - gx und 1 — gx gleichméfkig stetig sind, so folgt
Ron(K(€)) + [flloe [EL(1 = 9x))(Xn)] = E[(1 = gr)(Xo)l| < /3 ¥n > N(e),
wobei N(e) € N hinreichend grof ist. Zusammenfassend erhalten wir

|Ef(Xn) — Ef(Xo)l <& Vn=Ne),

woraus X, LN X, folgt. O

Als Hauptresultat in diesem Kapitel beweisen nur nun den sogenannten Stetigkeitssatz
welcher besagt, dass Konvergenz in Verteilung dquivalent ist zur punktweisen Konvergenz
der charakteristischen Funktionen.
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Theorem 1.15. (X,,),>o sei eine Folge von Re-wertigen Zufallsvariablen auf jeweiligen
Wahrscheinlichkeitsraumen (Q,, A, P,). Dann gilt

X, -4 X,

genau dann, wenn
(pxn(t) — QD)((t) YVt € Rd.
n—00

Bevor wir zum Beweis dieses Satzes kommen, leiten wir noch zwei Hilfsaussagen her. Das
erste Lemma besagt, dass Konvergenz der charakteristischen Funktionen zunéchst die
Konvergenz in Verteilung (beliebig leicht) ,yverrauschter Versionen der Zufallsvariablen
impliziert. Das darauffolgende Lemma zeigt, dass aus der Verteilungskonvergenz der ver-
rauschten Variablen schliefslich auch die Konvergenz in Verteilung der interessierenden
Variablen folgt. Hier nun zunéchst die erste Hilfsaussage:

Lemma 1.16. (X,,),>0 sei eine Folge von R¥-wertigen Zufallsvariablen auf jeweiligen
Wahrscheinlichkeitsriumen (Q,, An, P,) und es gelte px, (t) — ¢x,(t) ¥Vt € R Fir
n—oo

alle n > 0 seien Y, ~ N(0,, I4) unabhingig von X,, und o > 0 sei beliebig. Dann gelten:
(i) Die Zufallsvariablen X, + o, besitzen jeweils Dichten p, und es gilt

pn(2) — po(z) VzeRY
(i1) Es gilt
X, + oY, -5 Xo + oY,
Beweis. (i)  Nach der Faltungsformel gilt fiir beliebiges B € B¢ und alle n > 0, dass

PEE) = [ PPNB )P0 @)

= [ | [ronc v ar )
_ /B [ /R oz 1) de(”(:c)l AN (2).

=Pn (Z)

Das heifst, X,, + oV, besitzt die Dichte p,, mit

1 _lz=z)? b
pn<2) = /IR;d W e 202 dPn (l')

=py, ((2—2)/0)

1 j(2=e\T 1 lyll2
= - (=n)Ty _ + - lE a X,
N /Rd (2mo2)d/2 /Rde ! (2m)d/2 e 2 dM\(y)dP; " (x)

1 (2T, lyll? i(—¥\T
= i(Z) y— (-4t dPXn AN (1)

- /

—pxn (~u/0)
Wegen ¢x, (—y/o) — ¢x,(—y/o) folgt nun mit dem Satz von Lebesgue tiber majori-
n—oo

sierte Konvergenz, dass
p(z) — po(z) Vz e RY.

n—oo
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(ii) f: R? — R sei eine beliebige stetige und beschrinkte Funktion. Dann gilt
<l [ ) = mi@] ()

= Ul { [0 = e ¥ + [ (o) = male)- )}

Nach den Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz gilt

/ (po(2) = pu(2))+ dX'(z) — 0.
Wegen [(po(2) — pa(2))+ dN(2) = [(po(2) — pa(2))- dA(2) folgt jedoch, dass

Ef(X,+0Y,) — Ef(Xo+0Yp).

Lemma 1.17. Fir n > 0 seien X,, und Y, Ré-wertige Zufallsvariable auf jeweiligen
Wahrscheinlichkeitsriumen (Q,, A,, P,) und es gelte P> = Q ¥n > 0. Fulls

X, +0Y, -5 Xo+ oYy Vo0,

so folgt
X, -5 X,

Beweis. f: R? — R sei eine beliebige gleichmiRig stetige und beschrinkte Funktion.
Nach Lemma [I.14] geniigt es zu zeigen, dass

Ef(Xn) — Ef(Xo).

n—oo

Es sei € > 0 beliebig. Wegen der gleichméfigen Stetigkeit existiert ein 6 > 0 mit
[f(z) = fy)l <& Va,ymit [z —yl| <4
Daher gilt

IEf(X,) — Ef(X,+0Y,)| < e+ P.(o||Ya]] >0) <2 Vn>0,
QUy: Iwl>8/0))

falls 0 = 0. hinreichend klein ist. Aufserdem gilt
|Ef(X,+o0.Y,) — Ef(Xo+0:-Y0)| < e Vn>N(e),
wobei N(e) € N hinreichend grof ist. Damit erhalten wir
[Ef(Xn) — Ef(Xo)| < 5e Vn > N(e),

woraus schlieflich die Behauptung folgt. m
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Mit Hilfe der Lemmas und ergibt sich nun unmittelbar der Beweis von Theo-
rem (1. 1ol

Beweis von Theorem [[15. (=) Dies folgt direkt aus der Zerlegung e*"* = cos(t"x) +
i sin(t”'z) und der Definition der Konvergenz in Verteilung.

(<) Folgt aus Lemma und [L.17 O

Die Charakterisierung der Konvergenz in Verteilung durch Theorem [I.15|erlaubt nun auch
eine Zuriickfithrung von Konvergenzaussagen fiir Folgen von Zufallsvektoren auf bereits
bekannte Aussagen fl'j)%l” Folgen reellwertiger Zufallsvariablen. Spater werden wir sehen,
dass fiir Zufallsvektoren ein Analogon des Zentralen Grenzwertsatzes ohne besonderen
Aufwand von einem bekannten Zentralen Grenzwertsatz ﬁ'g)%r reellwertige Zufallsvariable
gewonnen werden kann.

Theorem 1.18. (Satz von Cramér-Wold)
Fiir n > 0 seien X,, und Y,, R¥*-wertige Zufallsvariable auf jeweiligen Wahrscheinlich-
keitsraumen (S, An, P,). Dann sind dquivalent:

(i) Xo -5 Xo,

(i) X, -4 X, VeeRd

Beweis. ((1) = (ii))
Nach Theorem |1.15|folgt aus X, BN Xy, dass

ox,(t) = B X — B0 = oy (1) VteRY

n—0o0

Es sei nun ¢ € R? beliebig. Dann folgt

SOCTXn(U) _ Eeiu(cTXn) _ Eez’(uc)TXn N Eez‘(uc)TXo _ SOCTXO(U) Vu € R,

n—0o0

woraus wiederum nach Theorem X, SN c’' X, folgt.
((i) = (1))

Es sei nun t € R? beliebig. Wegen X, N tT X, folgt aus Theorem [1.15} dass

prrx, () 2 pirx,(u) VYueR.
Daher gilt insbesondere

@Xn(t) = SOtTXn(l) T:O SOtTXO(l) = SOXO(t)-

Eine erneute Anwendung von Theorem [1.15| ergibt nun X, LN Xo. O
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Ubungsaufgaben

UA 1.2 Firn € Nund j = 1,...,n seien X,,; ~ Uniform([—+/3/n,1/3/n]) gegeben.

(i) Berechnen Sie Erwartungswert, Varianz und die charakteristische Funktion
von X, ;!
(ii) Fir n € N seien X, 1, ..., X, , stochastisch unabhéngig.
Konvergiert o5 x, | (t)? Wenn ja, wogegen?
Hinweis: Nutzen Sie dabei die Taylorreihenentwicklung sin(u) = u — u®/6 +
O(u*) sowie die Tatsache, dass (1—c,/n)™ — €° gilt, falls (¢, )nen eine Folge
n—oo

komplexer Zahlen mit c,, — c ist.
n—oo
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1.4 Differenzierbarkeit charakteristischer Funktionen und Mo-

mente

In diesem Abschnitt stellen wird zunéchst den Zusammenhang zwischen Differenzierbar-
keitseigenschaften einer charakteristischen Funktion und der Existenz von Momenten der
zugehorigen Wahrscheinlichkeitsverteilung her. Je nach Anzahl der endlichen Momente
kann somit die charakteristische Funktion in eine Taylorreihe entsprechender Ordnung
entwickelt werden. Diese Approximation erlaubt sehr einfache Beweise von Grenzwert-
sitzen. Zunachst wird gezeigt, dass die Existenz und Endlichkeit von Momenten bis zur
Ordnung m die m-malige Differenzierbarkeit der charakteristische Funktion und somit
auch eine Taylorreihenentwicklung dieser Ordnung erlauben.

Theorem 1.19. (2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : (Q, A) — (R, B) sei
eine Zufallsvariable mit E|X|™ < oo fir eine m € N.
Dann gilt E|X|* < oo Vk < m. Die charakterische Funktion oy ist m-mal gleichmdfig
stetig differenzierbar mit
dk

ﬁ%{(t) = " B[X"e"™ ] VE=0,...,m.

Fiir die Momente von X gilt

1 dF
ElX" = & %SDX@)

t=0

und es gilt die folgende Taylorreihenentwicklung

ox(t) = S PR o)

Beweis.  a) Momente
Fiir k < m gilt | X|* < |X|™+ 1 und somit

E[IX|"] < E[IX]™] + 1 < oo.
b) Existenz der Ableitungen

Wir beweisen diese Aussage durch vollstandige Induktion. Fiir £ = 0 ist diese Aussage
trivial. Wir nehmen nun an, dass fiir ein k& € {0,...,m — 1}

d* |
—rex(t) = i B[X* )

gilt. Um die nédchsthéhere Ableitung zu erhalten, betrachten wir mit i # 0 den Differen-
zenquotienten

k k .
cglt_k(’DX(t + h) B dd?gpx(t) — Zk E [Xk eitX eth B 1:|
h h '

Wegen |e? — 1] < |y| ist durch | X|*! eine konvergente Majorante fiir die ZufallsgroRe
unter dem Erwartungswert gegeben. Somit existiert fiir alle A # 0 der obige Erwar-
tungswert und wir erhalten nach dem Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz

(Theorem [1.6]), dass
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dk+1 _ o €M 1
W@X(t—i—h) = lim: E{X e T}
& E _itX 1 ehX — X K1 k41 itX
= "E|X%e }llm%T =" E[XTT e
_>
—ix

c) Gleichméfkige Stetigkeit der Ableitungen

Fiir [ € {0,...,m} gilt folgende Abschitzung:

d* dr . . ,
%(px(t—i—h) — %@X(t) S ‘E [Xk eltX (eth — 1)” S FE [’X’k‘elh‘x — 1” .

Die Zufallsvariable innerhalb des rechten Terms wird durch 2|X|" majorisiert und mit
dem Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz folgt

E[XF|e" — 1] — 0,
h—0

womit die gleichméfige Stetigkeit der Ableitungen folgt.
d) Taylorreihenentwicklung

Wir werden den bekannten Satz von Taylor fiir reellwertige Funktionen benutzen und
zerlegen dazu die charakterische Funktion in Real- und Imaginarteil. Fiir den Realteil
von px gilt

Rox(e)) = Yo ey 10 { GRex® ~ GaRlex(o)]

fiir ein ¢ zwischen ¢ und 0. Wegen Stetigkeit der m-ten Ableitung von ¢ folgt, dass
der Term in geschweiften Klammern von der Ordnung o(|¢|™) ist. Analog kann man den
Imaginarteil in eine Taylorreihe entwickeln und zum Schluss werden beide Entwicklungen
zusammengesetzt. L]

An dieser Stelle sei noch die folgende einfache Rechenregel angefiigt.

Lemma 1.20. X sei eine R*-wertige Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion px.
A sei eine (k x d)-Matriz und b € R¥. Dann besitzt die Zufallsvariable Y = AX + b die
charakteristische Funktion @y mat

oy (t) = ¢ Py (ATt) Vit e RE.

Beweis. Es gilt
gﬁy(t) _ EitT(AX—i-b) _ E[eith ei(ATt)TX] _ GithgDX(ATt) Vi € RF.

Beispiel
Falls X ~ N(0,1), so gilt fiir die charakteristische Funktion ¢y von Y = 0 X + b, dass

oy(t) = e®e 72 VieR.
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2 Grenzwertsatze

In diesem Kapitel werden eine Reihe von wichtigen Grenzwertsiatzen hergeleitet. Dabei
wird es sich als extrem hilfreich erweisen, dass in Theorem gezeigt wurde, dass die
schwache Konvergenz einer Folge von Zufallsvariablen dquivalent zur punktweisen Kon-
vergenz der entsprechenden charakteristischen Funktionen ist. Der Zugewinn wird sich
sehr bald beim Beweis verschiedener Versionen des Zentralen Grenzwertsatzes offenba-
ren. In der Vorlesung ,Elementare Wahrscheinlichkeitstheorie und Mathematische Sta-
tistik im Sommersemester 2019 wurde mit dem Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace
eine Vorstufe zum Zentralen Grenzwertsatz bewiesen, welcher eine Approximation der
Binomialverteilung durch die Normalverteilung beinhaltet. Ohne das Hilfsmittel der cha-
rakteristischen Funktionen war der rein analytische Beweis dieser Aussage recht miithsam.
Dagegen wird sich der Beweis der einfachsten Version des Zentralen Grenzwertsatzes, wo-
von der Satz von de Moivre-Laplace ein Spezialfall ist, als “no-brainer” erweisen und in
wenigen Zeilen erledigt sein. Selbst bei komplizierteren Strukturen wie beim Beweis ei-
nes Zentralen Grenzwertsatzes fiir Dreiecksschemata von unabhingigen Zufallsvariablen
wird sich der Aufwand in Grenzen halten. Mit Hilfe des Satzes von Cramér-Wold (Theo-
rem [1.18)), welcher ebenfalls mit dem Hilfsmittel charakteristischer Funktionen bewiesen
wurde, wurde die Aquivalenz zwischen der Verteilungskonvergenz von Zufallsvektoren
und der Verteilungskonvergenz der Linearkombinationen der jeweiligen Komponenten
dieser Zufallsverktoren hergestellt. Dies wird die Herleitung eines multivariaten Zentra-
len Grenzwertsatzes (fiir Zufallsvektoren) aus einem ZGWS fiir Summen reellwertiger
Zufallsgrofen ermoglichen. Schliefslich sei noch erwéahnt, dass sich das Hilfsmittel der
charakteristischen Funktionen selbst im Zusammenhang mit abhéngigen Zufallsvariablen
nutzen lasst. In der Vorlesung ,Zeitreihenanalyse* wird dieses Hilfsmittel zum Beweis
eines Zentralen Grenzwertsatzes fiir Summen abhéngiger Zufallsvariablen eingesetzt. Ab-
schliefsend sei jedoch darauf hingewiesen, dass trotz der einfach erscheinenden Beweise in
den néchsten Abschnitten der ,Erhaltungssatz der Schwierigkeit nicht verletzt wurde:
Die ,harte Arbeit* wurde in den Abschnitten [I.3| und [1.4] geleistet!

Bevor wir nun die angekiindigten Grenzwertsétze herleiten, soll noch ein technisches
Hilfsmittel bereitgestellt werden. Sicherlich ist bekannt, dass

<1+£>n — ¥ VreR

n n—00

gilt. Im Hinblick auf die folgenden Beweise wird dieses Resultat verallgemeinert.

Lemma 2.1. (¢, )nen sei eine Folge komplexer Zahlen mit ¢, — ¢ € C. Dann gilt
n—o0

(1 + C—") — e

n n—00
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Beweis. Zunéachst erhalten wir mit dem binomischen Lehrsatz

645 =0 @) - £ iz

Nun gelten 0 < oy, < 1 und a, ), — 1. Auberdem ist die Folge (c¢,)nen beschrénkt.

n—oo
Folglich gilt mit dem Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz, dass

() =X

Um den Grenzwert der unendlichen Reihe auf der rechten Seite zu bestimmen, zerlegen
wir ¢ = a + ib, wobei a,b € R und nutzen, dass cos(b) = Y oo (—1)%b%/(2s)! sowie
sin(b) = >22° (—1)* b23+1/(23 + 1)! gelten. Damit erhalten wir

5=0
=k =~ (a+ib)*
IR D

=0 k=0
9] k
1 k _
= XX (§)a
k=0 " 1=0
0o 1 ) 00 1 .
= ZOFCZ X ;;(Zb)
—— ——
=e® =cos(b)+i sin(b)
= e"e? = ¢

Hierbei sei angemerkt, dass alle beteiligten Reihen absolut konvergieren, was die vorge-
nommene Vertauschung der Summationsreihenfolge erlaubt. O]

2.1 Der Zentrale Grenzwertsatz

Zunichst beweisen wir hier die einfachste Version des Zentralen Grenzwertsatzes.

Theorem 2.2. (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy)
(Xn)nen sei eine Folge von unabhdingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit
EX, =0 und EX? =: 0* € (0,00) Vn € N.

Dann gilt

X+ +X,
_ AT A dy N0, 0?).
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Beweis. Nach Theorem kann die charakteristische Funktion von X, in folgende Tay-
lorreihe entwickelt werden.

EX?
ox, (1) = 1+ i B[X]t — =24 +o(t?).
S—— 2

~ ~——
=022 /2

Nach Lemma und Lemma [2.1] folgt

- 242 " 2,2
o) = Tlonttivi = (1= G0+ o)) e weR
k=1

n—oo

Nach Lemmam gilt jedoch @y () = e~7"**/2 woraus mit Theorem die Behauptung
folgt. O]

Eine Verallgemeinerung dieses Satzes, welche insbesodere Summen nicht notwendiger-
weise identisch verteilter Zufallsvariablen mit einbezieht, ist durch den folgenden Satz ge-
geben. Ein weiteres hervorzuhebendes Merkmal ist, dass dieser Satz auf Dreiecksschemata
von Zufallsvariablen anwendbar ist, d.h., mit sich verdnderndem Stichprobenumfang n
darf sich auch die Verteilung der beteiligten Zufallsgrofen dndern.

Theorem 2.3. (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller)

Fiir jedes n € N seien (X, k)k=1,. k., Stochastisch unabingige Zufallsvariable mit
EX, =0 und EXTZL’,C =: ai}k < 00. Ferner mogen folgende Bedingungen erfillt sein:

kn
a) oi=>3", Ui,k — 0% €]0,00).

b)  (Lindeberg-Bedingung)

kn
Lu(€) = ) E[X],1(| X > €] — 0 ¥e>0.
k=1

Dann gilt
Sn = Xn,l 4+ -+ kan i) Y ~ N(O,O’Z).

Bemerkung 2.4. (i) Bei Voraussetzung (i) ist der Fall 0% = 0 durchaus zugelassen. In
diesem Fall hat Y eine Dirac-Verteilung im Punkt 0. Der Einschluss dieser Moglich-
keit ist angenehm, wenn zunéchst asymptotische Normalitat gezeigt werden soll und
die Varianz der Grenzverteilung anschliefend oder auch gar nicht explizit bestimmt
wird.

(ii) Die Lindeberg-Bedingung impliziert, dass

2
max {o — 0
1§k§kn{ n,k} n—oo

2

d.h., mit n — oo strebt der Beitrag jedes einzelnen Summanden X,, ;, zur Varianz o,

der Partialsumme gegen Null. Es gilt namlich fiir beliebiges ¢ > 0
O’ik < e 4+ E[Xik]l(|Xn7k| >€)] < € + Ly(e) < 2

fiir alle hinreichend grofien n.
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Beweis von Theorem [2.3. Fiir jedes n € N seien (Y, x)k=1.. .k, stochastisch unabéngig

n

mit Yy x ~ N(0,07 ;). Der Hauptteil des Beweises besteht nun in einem Vergleich der

charakteristischen Funktionen von Zz’;l Xp, und 1), = Z’;l Y, k. Dabei wird sich zei-
gen, dass die jeweilige Ubereinstimmung der ersten beiden Momente, nicht jedoch das
jeweilige Verteilungsgesetz der X, ; ausschlaggebend ist.

Es sei t € R beliebig. Nun gilt

s, () — ey ()] < s, (t) — @r, ()] + len, () — ey (t)]
=. le + an.

2
n

Wegen 02 — o2 folgt sofort
n—o0

R,y = |eont?/2 _ e=ot2| 4 (6)

’ n—00

Nun miissen noch g, (t) und @z, (t) verglichen werden. Da EX, < oo, so ist nach
Theorem die charakteristische Funktion von X,  zweimal stetig differenzierbar und
es gilt die folgende Taylorreihenentwicklung:

t? t? ,
xult) = 1= o2y + S {REE, B:1)1) + i8R, 0:001) — »F, 0},

-~

::Wn,k

wobei 0 < 0(t),02(t) < 1. Wegen cpg?ik(u) = —E[X?2 e™Xnr] folgt

n,

’ka(t)’ < t? sup E[sz ‘eiuxn.k . 1|]
0<u<t ke
Smln{up{n,k"z}

< P {etEX2, + 2E[X2,1(|X0x| > )]},

woraus .
> W) — 0 (7)
k=1

folgt. Auf analoge Weise erhalten wir

2 —~
Py (t) = 1 — Sop i + Wa(t),

2

wobei .
< 43 3 _ 2 1)
Wasl)] < CBIYE] = 02, max {o.,})
Damit erhalten wir

kn

kn,
Z|Wnk(t)| < 20’2‘7’“ max {0, ;} —_ 0. (8)
k=1

1<j<k
k=1 ==
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Nun kénnen wir zur Abschétzung von R, 1 = |¢s, (t) — ¢, (t)| kommen. Dabei nutzen
wir, dass fiir beliebige komplexe Zahlen ay, ..., am, by, ..., by, mit |a;] <1, |b;| <1 gilt,

dass
7j—1 m
k=1 k=j+1

kn En
j=1 j=1

> lox () — on, )

m

[e - 110
j=1

Jj=1

<>

Jj=1

m
< Z’CL]' — ag|-.
j=1

Folglich gilt

P, (t) = wr,(B)] =

IA

kn
< Z|Wn,k(t)| + |Wn,k(t)| r;)o 0.

j=1

Ubungsaufgaben

UA 1.3 Die Zufallsvariable X moge eine Cauchy-Verteilung besitzen, d.h., die Dichte px
beziiglich des Lebesgue-MafRes ist gegeben durch px(z) = 1/((7(1 + z?)).

Fiir welche o > 0 gilt E[|X|*] < 007

(Das zeigt, dass die Bedingung an die Momente in Theorem wesentlich ist.)
UA 1.4 FirneNund 1 < k < k, := n seien X ~ Bin(1,p/n) sowie Y, , = X, 1 — p/n.

Zeigen Sie, dass die Y}, ; die Lindeberg-Bedingung nicht erfiillen!

(Nach UA 1.1 gilt, dass Xpi+-+Xn, X~ Poisson(p) und somit Yy, 1+-- -+

Yon Ly X — p. Obwohl EY,r=0und > ;_ var(Y,) = p(1 —p/n) —_ 1 gelten,

folgt nicht, dass Y1+ -+ Y, , Ly~ N(0,1). Auf die Lindeberg-Bedingung in
Theorem kann also nicht verzichtet werden.)

77777

rem [2.3]

Zeigen Sie, dass

kn
Y E[Xuxl*] — 0 fiirein 6 >0

n—00
k=1

(Ljapunoff-Bedingung) die Lindeberg-Bedingung impliziert!
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2.2 Mehrdimensionale Normalverteilung und der multivariate

ZGWS

Die univariate Normalverteilung ist aus der Vorlesung ,EWMS* aus dem Sommersemes-
ter 2019 bereits bekannt. Eine reellwertige Zufallsvariable X besitzt eine Standardnor-
malverteilung (X ~ N(0,1)), falls X eine Wahrscheinlichkeitsdichte px beztiglich des
Lebesgue-Mafes \ mit

1
px(z) = \/%6_:02/2 Ve e R

besitzt. Die entsprechende charakteristische Funktion ¢x ist gegeben durch
ox(t) = e VteR,

siche Abschnitt Seite 7, des vorliegenden Skriptes.

Falls nun X ~ N(0,1) und Y = ¢ X + p mit, so besitzt Y eine Normalverteilung mit
Parametern y und o (Y ~ N(u,0?)). (Der Fall 0 = 0 kann hier eingeschlossen werden,
N(p,0) ist dann das Dirac-Maf im Punkt p.) Nach der Dichtetransformationsformel
(siehe Satz 7.6 aus der Vorlesung ,EWMS*“, SS 2019) besitzt Y im Falle von o # 0 eine
Dichte py mit

1
py(z) = e~ @m0 yr e R,

vV 2mo?

Die charakteristische Funktion ¢y berechnet sich nach Lemma folgendermafien:
oy (t) = e™ox(ot) = ™2 Vi eR.

An dieser Stelle soll nun eine mehrdimensionale Normalverteilung eingefiihrt werden.
Am intuitivsten geschieht dies auf konstruktivem Wege. Es seien X7,..., Xy ~ N(0,1)
stochastisch unabhiingig. Dann besitzt der Zufallsvektor X = (X,..., X4)T beziiglich
des d-dimensionalen Lebesgue-Mafies A\? eine Dichte px mit

d
L a2 1 —lzlI?/2 T d
px(z) = H—e % = PR ITiE 2I%/2 o = (zq,...,24)T € R
i V2T (2m)d/
Die charakteristische Funktion von X erhalten wir nach Theorem folgendermafien:
d d
ox(t) = [Jex,(t) = [Je 5 = e M2 vi=(t,,... ts)" €R™.
j=1 j=1

Wir schreiben X ~ N (04, 1) oder, wenn auf die Dimension des Zufallsvektors X hin-
gewiesen werden soll, X ~ N4(04, I;). Wie auch im eindimensionalen Fall geben die Pa-
rameter den Erwartungswertvektor und die Kovarianzmatrix von X an. Die Verteilung
von X ist die d-dimensionale Standardnormalverteilung.
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Wie im univariaten Fall ldsst sich nun auch eine mehrdimensionale Normalverteilung
mit beliebigem Erwartungswertparameter 1 € R? und beliebiger Kovarianzmatrix ¥ her-
leiten. Ausgehend von einer Spektraldarstellung von 3 mit

T
€1 d
Y = <61 c. €d> Diag()\l, c. ,)\d) ( ) = Z )\ieie?,
T =1
€d

wobei A, ..., Ay die Eigenwerte (entsprechend ihrer Vielfachheit) von ¥ und {ey, ..., e4}
ein zugehoriges Orthonormalsystem von Eigenvektoren sind, kdnnen wir die Quadratwur-
zel von Y definieren durch

d
»2 = Z\/)\_ieieiT.
i=1

Da ¥ als Kovarianzmatrix positiv semidefinit ist, sind die Eigenwerte Ay, ..., \g reell und
nichtnegativ. v/A1, ..., v/Ag sind folglich reell und kénnen ebenfalls nichtnegativ gewihlt
werden. Die Matrix ¥.1/2 is offensichtlich eine symmetrische (d x d)-Matrix und es gilt
Y2512 = %, Falls nun X ~ N(0g4, 1), so legen wir fest, dass Y = Y/2X + u ebenfalls
eine d-dimensionale Normalverteilung besitzt. Offensichtlich gelten

EY =p und Cov(Y) = V2 Cov(X)8Y? = 3.
Dementsprechend schreiben wir
Y ~ N(p,X).
Gemaéak Lemma [1.20]ist die charakteristische Funktion ¢y von Y gegeben durch

goY(t) _ eitTu ch(El/Qt) _ eitT,u—tTEt/Z Vi e RY.

Falls die Matrix X regulir ist, so besitzt Y eine Dichte beziiglich A%, welche sich nach
einem Analogon zur Dichtetransformationsformel aus der Vorlesung ,, EWMS* folgender-
mafen ergibt:

1

- @@ @ —(z—p)TE N z—p)/2 4 Rd
(@) = G de e reRy

Falls jedoch 3 singulér ist, so ist die Verteilung N(u,Y) nicht absolut stetig beziiglich
des Lebesgue-Makes A\? und besitzt demzufolge auch keine Dichte. Um dies zu sehen,
betrachten wir die Spektralzerlegung der Kovarianzmatrix 3,

m
E T

Y = )\ieiei y
=1

wobei m < d gleich dem Rang der Matrix ¥ ist. Geméafs obiger Konstruktion von Y
erhalten wir

Y =p+ 52X =+ ) Ve (e] X),
=1

d.h., mit Wahrscheinlichkeit 1 liegt der Zufallsvektor Y im affinen Teilraum M := {u +
Sl e ag,..., ap € R} des R Wegen A4(M) = 0 folgt, dass N(p, ) nicht absolut
stetig beziiglich \? ist.
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Die folgende Aussage fasst eine Reihe von wichtigen Eigenschaften der multivariaten
Normalverteilung zusammen.

Proposition 2.5. Es sei X = (X1,..., X)) ~ Ng(, X), wobei p € R beliebig und
eine positiv semidefinite (d x d)-Matriz ist. Dann gelten:
(i) EX=u, Cov(X)=2%.
(ii)  Falls A eine (k x d)-Matriz (k € N beliebig), b € R¥, so
AX + b~ Ny(Ap+ b, AZAT).
(iii)  Falls c € R?, so
"X ~ N(c'u,c"Sc).
(i)  Falls {j1,...,j} € {1,...,d} so
X s Dijign e M
: ~ Ng : ; : :
X; Ijs Vg S
(v)  FEs sind dquivalent:

a) Xi,..., Xy sind stochastisch unabhdngig,
b) X ist eine Diagonalmatriz,

c)  Xi,...,Xg sind paarweise unkorreliert.
Ferner gilt: Falls X1 ~ Ng(p1,21) und Xo ~ Ng(pe, Xo) stochastisch unabhéngig sind, so
Xy + Xo ~ Na(pa + pa, 34 2).

Beweis. Die Zufallsvariable X besitzt eine charakteristische Funktion ¢x mit
ex(t) = et T2 gy o R

Wir beweisen nun nacheinander die einzelnen Aussagen.
(i) Esseien Yy,...,Y; ~ N(0,1) stochastisch unabhéngig. Dann gilt

Y = (Y1,...,Y)" ~ Ng(04, 14)

und X := XY2Y + u besitzt nach Definition eine Ny(u, ¥)-Verteilung. Offensichtlich

gelten jedoch
EY =04 und Cov(Y) = I,

woraus

EX =y und Cov(X) =X
folgen. Da aber Xund X dieselbe Verteilung besitzen, so folgt, dass
EX =u und Cov(X) = X.
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(ii)  Dazu berechnen wir einfach die charakteristische Funktion von AX +b. Nach Lem-

ma gilt

iuT'b T
paxp(u) = " ox (A u)
eiuTb eiuTA,ufuTAEATu/Q

eiuT(A;H-b)—uT(AEAT)uﬂ Y € Rk

Somit gilt AX + b~ Ny(Au + b, ALAT).

(iii), (iv) folgen direkt aus (ii).

(v) [a) = b)] Falls Xy,..., X  stochastisch unabhéngig sind, so gilt nach Theo-
rem [L10

d d
px(t) = HSDXj(tj) = He”f“f*t?zjjﬂ
=1 =1

/2

T Tt Vt=(ty,...,tq)" € R"

Anderseits gilt nach Voraussetzung, dass
ex(t) = et T2 gy o R

Da Y symmetrisch ist, muss X eine Diagonalmatrix sein.

[b) = ¢)] Fir j # k gilt cov(X;, X)) = X = 0. Also sind Xy,..., X, paarweise
unkorreliert.

[c) = a)|] Falls Xi,..., Xy paarweise unkorreliert sind, so folgt wegen > = Cov(X),
dass X eine Diagonalmatrix ist.

Falls X7 ~ Ng(pi,%1) und Xs ~  Ng(ug,Ys) stochastisch unabhéngig sind, so
folgt nach Lemma [1.11

PX1+Xo (t> = ¥Xx; (t) X (t)
_ eitT,ulftTElt/Z eitT,ugftTEgt/2

eitT(ul-HAz)—tT(El-i-Ez)t/Q \v/t c Rd.

Daraus folgt, dass X; + Xo ~ Ng(pq + o, 21 + Xo). O

Ubungsaufgabe

UA 1.6 Essei X ~ N,(i,0%1,), wobei € R" und o > 0. A sei eine (k x n)-Matrix und
B eine (I x n)-Matrix, wobei k,[ € N.

(i) Bestimmen Sie die charakteristischen Funktionen von AX und BX!
(i) Nehmen Sie jetzt an, dass ABT = Ogy; gilt. (Opx; bezeichnet die aus Nullen
bestehende Matrix mit k Zeilen und [ Spalten.)

Beweisen Sie, dass dann AX und BX stochastisch unabhéngige Zufallsvekto-
ren sind!
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Hier kommt nun das mehrdimensionale Analogon zum Zentralen Grenzwertsatz von
Lindeberg-Lévy.

Theorem 2.6. (X,,),en sei eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zu-
fallsvektoren mit Werten in RY. Es seien EX, = 04 und Cov(X,) = ¥ Vn € N. Dann
qilt

X 4ot X
y, = 2L T A Ay N0, S,
7

Beweis. Der Beweis basiert im Wesentlichen auf dem bereits bewiesenen Zentralen Grenz-
wertsatz von Lindeberg-Lévy (Theorem [2.2). Nach dem Satz von Cramér-Wold (Theo-

rem [1.18]) geniigt es zu zeigen, dass
Y, -4 7Y Vee R (9)

Es sei ¢ € R? beliebig. Nach Ubungsaufgabe 1.6 gilt ¢'Y ~ N (0, c"'Yc). Danun (¢”' X,,) e
eine Folge von unabhiingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit E[c’ X,] = 0
und var(c’' X,,) = ¢T'Yc ist, so folgt nach Theorem dass

¢ 5
CTYn:C 1+\/_+C nLCTY.
n

Damit folgt die Behauptung. ]

2.3 Gesetze der Grolien Zahlen

In diesem Kapitel werden wir die aus der Vorlesung ,,EWMS* bereits bekannten Gesetze
der Grofen Zahlen verschérfen. Anstelle der damals vorausgesetzten Quadratintegrier-
barkeit der beteiligten Zufallsvariablen werden wir diese Gesetze unter der schwicheren
Voraussetzung der Integrierbarkeit beweisen. Fiir das Schwache Gesetz der Grofsen Zah-
len ist diese Verallgemeinerung mit dem Hilfsmittel der charakteristischen Funktionen
eine einfache ,Fingeriibung*:

Proposition 2.7. (X,),en sei eine Folge von unabhdingigen und identisch verteilten Zu-
fallsvariablen mit EX, = u € (—o00,00). Dann gilt

1’I'L
n <
Jj=1
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Beweis. Nach Theorem kann wegen FE|X;| < oo die charakteristische Funktion
von X in folgende Taylorreihe entwickelt werden:

ox;(u) = 1+ qup + o(|ul).

Daraus folgt mit Lemma [2.1] dass fiir beliebiges t € R

Pn-t i X (t) = ()02?:1 X (t/n> = H YX; (t/n)
j=1

4

= (1+ i(%)u + o(ﬁ)n
_ (1 n it + 0(1)>n

" — et = 0,(t)

n—o0

folgt, wobei ¢,, die Dirac-Verteilung im Punkt p bezeichnet. Nach dem Stetigkeitssatz
(Theorem [1.15]) erhalten wir

1< d
~> X o
j=1
woraus gemiss der folgenden Ubungsaufgabe 1.7
1 « p
~> X = m
j=1

folgt. O]

Ubungsaufgabe

UA 1.7 Auf einem Wahrscheinlichkeitraum (Q,.A, P) sei eine Folge (Y;)nen von Zufallsva-

riablen mit Werten in R? gegeben. Zeigen Sie, dass aus Y,, N p fiir ein g € RY die
Eigenschaft

Y, — u

folgt!
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In der Vorlesung EWMS im Sommersemester 2019 wurde das Starke Gesetz der Grofsen
Zahlen fiir Folgen von Zufallsvariablen mit beschréinkten zweiten Momenten bewiesen.
Hier folgt eine auf Etamadi zuriickgehende Verschéirfung dieser Aussage, wobei lediglich
die Integrierbarkeit der Zufallsvariablen gefordert wird.

Theorem 2.8. (Starkes Gesetz der Grofien Zahlen von Etemadi)

(Xn)nen sei eine Folge reeller, identisch verteilter und paarweise unabhingiger Zufalls-
variablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) und EX; sei endlich.

Dann geniigt (X,,)nen dem Starken Gesetz der Grofien Zahlen, d.h.,

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass

n

1 ts
S xS Ext (10a)
n
=1
und
1 .
P exli o) ¢ (10b)
n
=1

Diese Fokussierung auf nichtnegative Zufallsvariable liefert Monotonie der entsprechen-
den Partialsummenprozesse, was sich im letzten Beweisschritt als hilfreich erweisen wird.
Wir beweisen 0.B.d.A. (104). folgt mit analogen Argumenten. Zunichst sei noch
bemerkt, dass (X;),en ebenfalls eine Folge reeller, identisch verteilter und paarweise
unabhéngiger Zufallsvariablen mit endlichem Erwartungswert ist. Der Hauptteil des Be-
weises wird der Ubersichtlichkeit halber in zwei groRe Schritte aufgeteilt. Das zentrale
Hilfsmittel beim Beweis der fast sicheren Konvergenz wird das aus der Vorlesung EWMS
bekannte Lemma von Borel-Cantelli sein. Damit dieses Argument durchschlégt, beweisen

wir das Konvergenzresultat zunéchst fiir eine geeignete Teilfolge.
(i)  (Konvergenz einer Teilfolge)

Es sei € > 0 beliebig und ny, := | (1+¢)*|, wobei |a| die grékte ganze Zahl, welche kleiner
oder gleich a ist, bezeichnet. Wir zeigen zunéchst, dass mit k& — oo

1 & fes
n—kZXj =k o) (11)
=1

gilt, d.h., die Teilfolge (X, )ren geniigt dem Starken Gesetz der Grofen Zahlen. Da fiir
die Zufallsvariablen X; nur die Integrierbarkeit, nicht jedoch die Endlichkeit des zwei-
ten Moments vorausgesetzt wurde, wenden wir einen typischen Abschneidetrick an und
definieren gestutzte Zufallsvariable

Y, = X 1(X; <)

Im Weiteren betrachten wir entsprechende Partialsummen,

m

Sm = Y _(V; — EY)).

=1
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Bevor wir nun beweisen, leiten wir noch zwei dazu benotigte Abschitzungen her.
Wegen ng = |[(1+¢)k] > (1 +¢)*/2 folgt

> nizs | 3 PR N B (12)

k: ng>m

Auferdem gilt wegen > v - < 5 + [T Ldr =4+ 1+ < 2 dass

EY? O , ‘
Yo - ZwZE[Xﬁﬂ(Xfe(z—l,z])}
m=1 i=1

m=1

1

< ZZWE[XM(Xfe(z’—m])]
= iE[Xjﬂ(Xfe(i—u])} ( > #) <2EBX[.  (13)

Es sei nun 6 > 0 beliebig. Mit der Tschebyscheff-Ungleichung erhalten wir

1 S, 1 & )

m=1
Mit den Abschitzungen und erhalten wir nun

S

N

;P(n—; >5> < ﬁgn_i;Ey’i
1 & 1
= ﬁZ( > F>EYW§
m=1 \k: np>m k
<o T

EX?. (14)

Es sei Q5 = {w: | Sy, (w)/ng| > 0 fiir unendlich viele k}. Aus folgt nach dem Lemma
von Borel-Cantelli, dass

P(Qs) =0 V§>0.
Daraus folgt jedoch

P (iik # o) =P (U Ql/m> < D P(Qiym) = 0. (15)
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Wir miissen jetzt noch zeigen, dass die Stutzung der Zufallsgrofen X;" asymptotisch
vernachldssigbar ist. Nach dem Satz {iber monotone Konvergenz gilt

EY; = E[X{1(X] <i)] — EX{,

1—00

woraus auch

n—o0

1
—(EYy + -+ + EY,) — EX{
n

folgt. Somit erhalten wir aus (15]), dass

Weiterhin gilt

f: P(XI#Y,) = f: P(X! > n)

= Y P(X{ €(i,i+1]) #{neN: n<i}
= Y i P(X{ € (i,i+1]) < EX{ < o0,
i=1
woraus mit dem Lemma von Borel-Cantelli folgt, dass

P (X #Y, fiir unendlich viele n) = 0.
Daher folgt aus (16]), dass gilt.

(ii))  (Konvergenz der vollen Folge)

Wir beginnen wieder mit einer Nebenrechnung. Da offensichtlich (1 + ¢)fe > 1 + 2¢
Vk > ko(e) und ko(e) hinreichend grofs gilt, so folgt

nps1 < (L) < (1) (14e) e~ (142¢e) = [(14e)"—1](142¢) < ny(14+2e) Vk > k.
(17)

Fiir n > n; existiert stets ein k(n) € N mit M) < N < Ngn)4+1- Falls nun n so grok, dass

k(n) > kg, so folgen

Nk(n)+1 < Nk(n)+1 <149 and Nk (n) > Nk(n) > 1 .
n Mk(n) n Te(n)+1 1+ 2¢

Wegen Monotonie des Partialsummenprozesses (Z?:l X+ )neN erhalten wir

Nk(n) Nk(n)+1

+ + 4
1+25 Nk (n ZX ZX (14 2¢) Z X, Yn > ny,. (18)

=1

Nach konvergiert die linke Seite von gegen 1 +2€
(1+ 2¢)EX; . Da jedoch € > 0 beliebig war, so folgt schlieRlich

1 fs
S T Bxy
n &

N (n)+1

EX;, die rechte gegen

d.h., (10a)) ist bewiesen. O
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Die Aussage von Theorem [2.8 kann dahingehend weiter verscharft werden, dass die blofe
Existenz des Erwartungswertes von X; ausreicht. Im Falle von FX; = 400 konvergiert
die Folge der arithmetischen Mittel mit Wahrscheinlichkeit 1 entsprechend gegen 4oc.

Proposition 2.9. (X,,),en sei eine Folge reeller, identisch verteilter und paarweise un-
abhingiger Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) und es gelte
EX; € {—o00,00}.

Dann gilt

1 < —fs.
“NX, e px
n

=1

Beweis. Es sei 0.B.d.A. EX; = +00. Die Existenz des Erwartungswertes bedeutet, dass
dann EX| < oo gilt. Da auch (X ),en eine Folge reeller, identisch verteilter und paar-
weise unabhéngiger Zufallsvariablen ist, so folgt aus Theorem

1 fe.
=P iy 0 ¢
n

=1

Es verbleibt zu zeigen, dass

1 < ~fs
N X . (19)
n

i=1

Wir betrachten die gestutzten Zufallsvariablen X;" A M fiir M < oo. (X;; AM),en ist wie-
derum eine Folge von identisch verteilten und paarweise unabhéngigen Zufallsvariablen
mit endlichem ERwartungswert. Somit gilt nach Theorem [2.6] dass

1 < ~fs
SO AaM) LB AM] VM < .
n

i=1

Wegen 1577 X:F > 1

n T —n

Sor (XA M) gilt jedoch fiir beliebiges M < oo

1 n
liminf — ) X" > E[X; AM] P — fast sicher.
im in n; ;> ElX; ] ast sicher

Anderseits gilt nach dem Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz, dass

E[X{ AM] — EX{ = oo,
— 00

woraus unmittelbar folgt. O]
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Wir méchten diesen Abschnitt mit einer typischen und wichtigen Anwendung des Star-
ken Gesetzes der Groften Zahlen abschliefsen. Wir setzen voraus, dass Zufallsvariable
Xi,..., X, jeweils die Verteilungsfunktion F' besitzen. Diese kann approximiert (,,ge-
schitzt*) werden durch die sogenannte empirische Verteilungsfunktion F),, wobei

n

Fo(z) = lZﬂ(Xi <z) VzeR.

n <
1=1

Theorem 2.10. (Satz von Glivenko-Cantelli)
(Xn)nen sei eine Folge reeller, identisch verteilter und paarweise unabhdingiger Zufallsva-
riablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), wobei Xy die Wahrscheinlichkeits-
verteilungsfunktion F' besitzen maoge. Dann gilt

sup |F,(z) — F(z)| =5 0.

z€R

Beweis. (i) (punktweise Konvergenz)
Theorem liefert direkt die punktweise Konvergenz. Da fiir beliebiges z € R
(I(X,, < x))nen eine Folge von identisch verteilten und paarweise unabhéngigen Zufalls-
variablen ist, folgt

Fo(z) =5 F(a). (20a)
Ein analoges Konvergenzresultat gilt fiir linksseitige Grenzwerte. Wegen Stetigkeit von
unten gilt

F(z—) = sup F(y) = P< U {w: Xj(w) Sy}) = P(X; <x).

yr y<z Yy y<wx

Offensichtlich ist, dass F,(z—) = 13" 1(X; < z). Nun ist (1(X,, < z))nen ebenfalls

eine Folge von identisch verteilten und paarweise unabhéngigen Zufallsvariablen und es
folgt nach Theorem [2.8 dass

Fo(z—) =5 F(a-). (20D)

(ii) (gleichméfkige Konvergenz)

Im zweiten Schritt wird nun aus den punktweisen Konvergenzresultaten (20a)) und (20b)
die fast sichere gleichméfige Konvergenz hergeleitet.
Fir NeNund ke {1,...,N — 1} sei

v = F7Y(k/N),

wobei F71(t) := inf{z € R: F(x) >t} Vt € (0,1) die sogenannte verallgemeinerte
Inverse von F' ist. Zuséatzlich setzen wir o = —oo und zny = o00. Es sei

.....
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(202)) und (20b) folgt, dass
P—f.s.
Rn — 0,
R, < 1 i > (21)
n = N n -~ ny

fur ein ng = no(N,w) € N impliziert.
Es sei nun = € R beliebig. Dann existiert ein k£ € {1,..., N} mit z € [xx_1,xx). Wegen
Monotonie von F' und F,, gelten

1
sowie 1
F.(x) > F,(xx_1) > F(z4-1) — R, > F(z) — N~ R,.
Damit erhalten wir unter Beriicksichtigung von , dass
2
glgﬁilpn(x) — F(x)] < N Vn > no(N,w).
Da dies fiir alle N € N gilt, folgt die Behauptung. O

Ubungsaufgaben

UA 1.8

UA 1.9

(Xn)nen sei eine Folge von reellwertigen und stochastisch unabhéngi-
gen Zufallsvariablen mit einer jeweiligen Verteilungsfunktion F', F, mit
Fo(x)=23"  1(X; < x) sei die empirische Verteilungsfunktion. zy,...,z; € R
seien beliebig.

Wogegen konvergiert \/n(F,(z1) — F(x1), ..., Fu(zy) — F(:ck))T, falls n — oco?

f:]0,1] — R sei eine stetige Funktion.
Zeigen Sie unter Benutzung des Starken Gesetzes der Grofen Zahlen, dass die Fol-

ge der Bernstein-Polynome (f,,)nen, wobei f,(p) = > 1_, f(%) (Z)pk(l — p)" 7k ist,
punktweise gegen f konvergiert!

Hinweis: Betrachten Sie eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen (X,,)nen mit
X, ~ Bin(1,p) auf (0, A, P) und zeigen Sie, dass E [ f(2+=X2)] — f(p) gilt!
n—oo
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3 Stochastische Prozesse

In der Vorlesung ,EWMS* im Sommersemester 2019 und auch in den ersten Kapiteln
dieses Skriptes haben wir uns mit der Modellierung von aufeinanderfolgenden, sich nicht
gegenseitig beeinflussenden Zufallsexperimenten befasst. Dies wird beschrieben durch Fol-
gen von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen. Wichtige Gesetzmafig-
keiten waren die Gesetze der Grofsen Zahlen oder auch der Zentrale Grenzwertsatz.

Anderseits begegnet man in der Praxis hdufig Phanomenen, welche sich iiber einen
gewissen Zeitraum zuféllig entwickeln. Neben gekiinstelten Beispielen wie der Anzahl der
Gewinne nach 1,2, ... Gliicksspielen sei hier beispielsweise die Entwicklung von Borsen-
kursen erwahnt. Ausgehend von der Entwicklung eines solchen Kurses bis hin zu einem
Zeitpunkt ¢, ist jedoch dessen weitere Entwicklung nicht exakt bestimmbar, da diese von
zahlreichen in der Zukunft liegenden Faktoren abhéngt, welche zum Zeitpunkt ¢y noch
nicht bekannt sind. Daher wird die Entwicklung von Borsenkursen iiblicherweise durch
Zufallsmodelle beschrieben. Klar ist, dass der (in solch einem Modell zuféllige) Wert einer
Aktie zum Zeitpunkt ¢y auch einen gewissen Einfluss auf den Wert zu nachfolgenden Zeit-
punkten hat. Die Entwicklung von Borsenkursen iiber ein Zeitintervall [T5, 77] wird daher
nicht durch stochastisch unabhéngige Zufallsvariable (Xt)te[TO,Tl], sondern besser durch
Zufallsgrofen, welche eine geeignete Abhéngigkeitstruktur aufweisen, beschrieben. Dies
fithrt zum Begriff des stochastischen Prozesses, welchen wir in diesem Kapitel behan-
deln werden. Stochastische Prozesse sind also mathematische Modelle zur Beschreibung
und Untersuchung der zeitlichen und ggf. auch rdumlichen Entwicklung zufallsbeeinflus-
ster Systeme. Dementsprechend vielféltig sind die Anwendungen dieser Modelle in den
Natur-, Wirtschafts-, Sozial- und Ingenieurwissenschaften.

3.1 Definitionen und einfache Beispiele

Definition 3.1. (2, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fin stochastischer Pro-
zess ist eine Familie von Zufallsvariablen (X;)ier mit Werten in einem gemeinsamen
messbaren Raum (Qx, Ax), wobei T' eine beliebige nichtleere Indexmenge ist.

o Der Raum (Qx, Ax) (bzw. Qx ) heifit Zustandsraum des Prozesses.

o [ir jedes w € Q heifit die Abbildung t +— X;(w) Pfad (Trajektorie,
Realisierung) des Prozesses (Xi)ier-

o Fiirty,....ty € T, k € N ist PX*% ¢eine endlichdimensionale Verteilung
des Prozesses (Xi)ier-

In diesem Kurs werden wir uns auf reellwertige stochastische Prozesse beschrinken, d.h.,
der Zustandandsraum 2y ist gleich der Menge der reellen Zahlen R. Als o-Algebra Ax
wahlen wir das System der Borelmengen B. Andere Moglichkeiten sind durch Qx = C
oder Qx = R? gegeben. In diesen Féllen sprechen wir von einem komplexwertigen
bzw. vektorwertigen Prozess.

Hinsichtlich der Menge T" werden wir uns in diesem Kurs auf Teilmengen von R beschran-
ken, z.B. R selbst oder auch T = [0, 00), 7" = N. In diesen Féllen kann der Parameter t € T
als Zeit interpretiert werden, was tatsichlich typischen Anwendungen entspricht. Dariiber
hinaus kann 7" auch mehrdimensional sein, z.B. T = R?. Ein entsprechender Prozess heifst
dann zufélliges Feld. Auch hier kann eine Komponente von ¢ die Zeit darstellen, wahrend
die anderen Komponenten anders interpretiert werden, beispielsweise als raumliche Ko-
ordinaten.
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Ein einfaches Beispiel fiir einen stochastischen Prozess ist durch eine Folge (X,,),en von
unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen gegeben, welche auf einem gemein-
samen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) definiert sind. Damit hatten wir beispielsweise
bereits bei der Formulierung der Gesetze der Grofen Zahlen oder auch beim Zentra-
len Grenzwertsatz zu tun. Haufiger beabsichtigt man jedoch, mit einem stochastischen
Prozess zufillige Phdnomene zu modellieren, welche nicht stochastisch unabhéngig sind.
Ein wichtiges Beispiel fiir einen stochastischen Prozess ist durch die folgende Definition
gegeben.

Definition 3.2. Ein stochastischer Prozess W = (Wt)tE[O,oo) heifst Wiener Prozess
(Standard-Brownsche Bewegung) auf (€2, A, P), falls
(i) Wy=0 P-fast sicher,

(11) W besitzt unabhdingige Zuwdchse, d.h., fir beliebige 0 < t; < ... < ty, k € N sind
Wy, —Wo, Wiy =Wy, ..., Wy, — Wy, stochastisch unabhdngig,

(i) Wy —Ws ~ N(0,t —s) fir alle 0 < s <t,

(iv) W besitzt P-fast sicher stetige Pfade, d.h., t — Wy(w) ist stetig fiir P-fast alle w.

Ubungsaufgabe
UA 3.1 (W))ico.00) sei ein Wiener Prozess auf (2, A, P).
Bestimmen Sie die endlichdimensionalen Verteilungen PXtiXu fiir t1,...,t; €
[0,00), k € NI
Hinweis: Setzen zunéchst voraus, dass 0 < t; < ty < ... < t;, und bestimmen Sie

zuerst die Verteilung von (W, ..., Wy, — Wtk,l)T-
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3.2 Der Satz von Kolmogoroff

Bisher wurde sowohl hier als auch in der Vorlesung ,EWMS* ein wesentlicher Punkt still-
schweigend iibergangen. Die ,,Existenz* eines Prozesses mit den obigen Eigenschaften
oder selbst die Existenz einer Folge (X,,),en von unabhéngigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen mit einer jeweiligen Verteilung PX" = () ist nicht ohne Weiteres klar.
Dabei ist, wie in der Mathematik iiblich, nicht die ,physische Existenz“ eines solchen
Prozesses gemeint, sondern nur die Tatsache, dass ein Prozess mit den gewiinschten Ei-
genschaften widerspruchsfrei konstruierbar ist. Bevor wir einen Satz beweisen, der
uns von all diesen Zweifeln befreien wird, sehen wir uns noch kurz zwei einfache Ei-
genschaften der Familie der endlichdimensionalen Verteilungen eines Prozesses an. Falls
(X})ier ein (reellwertiger) stochastischer Prozess auf (€2, A4, P) ist, so gelten

Pth""’th (Bl XX B_1 xR x Bi-l—l X - X Bk)
_ Pth,...,Xtiil,XtiJrl,...,th (B1 X oo X Bi—l X Bi—l-l X ooee X Bk)
iy, ... tx €T, ¥By, ..., Biy, Bis,... B € B, Yk > 2. (22)

und

Pth,...,th (Bl SRR, Bk) _ Pth(l)7"'7Xt7r(k) (B’]T(l) N Bﬂ-(k))
Vir,... tr €T, VB, ..., B, € B, Vr € Py, Yk > 2, (23)

wobei P, = {m: {l,...,k} — {1,...,k} ist eine Permutation von k£ Elementen} ist.
Wiéhrend die Giltigkeit dieser Aussage auf den ersten Blick einleuchtend ist, ist deren
Umkehrung weniger offensichtlich, jedoch in ihrer Tragweite kaum zu iiberschétzen. Wir
definieren die folgende Vertréaglichkeitsbedingung.

Definition 3.3. T sei eine nichtleere Menge. Dann ist
{740, st ein Wahrscheinlichkeitsmafy auf (R, B¥): ty,....t, € T, t; # t; firi # j, k € N}
eine konsistente Familie von Verteilungen, falls

Ty, (Bl X X Bi—l x R % Bi—i—l X X Bk’)
Tl et 1o big 1ot (B1 X oo X By X Biyqg X -+ X Bk)
th,...,tk GT, tz %tj furz;éj, VBl,...,Bifl,BiaH,...,Bk S B, vk > 2. (24)

und

ﬂ.tl,.‘.,tk (Bl X X Bk) = Wtﬂ(l)v"'vtw(k) (Bﬁ(l) X X Bﬂ'(k))
Vt,...,tr €T, t; #tj fU’I"Z?é], VBy,...,By € B, Vr € Py, Yk > 2, (25)

gelten.
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Theorem 3.4. T sei eine nichtleere Indexmenge.
{74,...0, st ein Wahrscheinlichkeitsmafy auf (R, B¥): ty,... . t, € T, t; # t; firi # j, k € N}

sei eine konsistente Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen, d.h., die Vertriglichkeitsbe-
dingungen und seien erfillt.

Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P), auf welchem ein stochastischer
Prozess (Xy)ier definiert werden kann mit

..... th \V/tl,,tkET7tz7ét]fu7”Z7éj,Vk’€N

Beweis. Bevor wir zu den entscheidenden Beweisschritten kommen, seien ein paar vor-
bereitende Definitionen und Erklarungen vorangestellt. Wir wahlen den Grundraum (2
gleich dem Raum aller moglichen Pfade des Prozesses. Da die zu konstruierenden Zufalls-
variablen X, reellwertig sind, so definieren wir

Q= {w = (W)er: wER Vte T}. (26)

Falls beispielweise T' = N ist, so entspricht 2 der Menge aller Folgen reeller Zahlen,
jedes w € Q ist somit eine Folge reeller Zahlen. Die Festlegung der o-Algebra wird zu-
néchst aufgeschoben und erst dann beschrieben, wenn etwas klarer geworden ist, wie weit
die Vorgabe der gewiinschten endlichdimensionalen Verteilungen das zu konstruierende
Wahrscheinlichkeitsmafs P bestimmt. Der gesuchte Prozess (X;);er wird durch Abgreifen
der Komponenten von w definiert:

Xi(w) == wy VieT, Vw € Q. (27)

A und P miissen nun so gewéhlt werden, dass alle Zufallsvariablen X; (A — B)-messbar
sind und dass die endlichdimensionalen Verteilungen P*t%% nicht im Widerspruch zu
den ,Vorgaben®“ 7, stehen. Aus der Vorlesung iiber Maftheorie ist bekannt, dass die
Messbarkeit aller Zufallsvariablen zur Messbarkeit der daraus bildbaren Zufallsvektoren
aquivalent ist. Folglich muss

(Xt X)) H(B) = {w: (wyy,...,w,) €B} € A (28)

fir alle B € B*, t1,...,t; € T und k € N gelten. Wir bezeichnen im Weiteren mit

2 = {{w: (Wi, ... wi,)" € B}

ti,o oty €T, t; # tj fiir 4 # j, BeB’“}

das System der k-dimensionalen Zylindermengen und mit

Z = sz
k=1

das System aller Zylindermengen. Mit und der Vorgabe fiir die endlichdimen-
sionalen Verteilungen wird nun sofort klar, wie das Wahrscheinlichkeitsmaf P auf den
Zylindermengen zu wahlen ist:

Vi, ...ty €T, t; #t; fiiri # j, VB € B¥, vk € N. (29)
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An dieser Stelle sei angemerkt, dass wegen der vorausgesetzten Vertraglichkeitsbedingun-
gen und die Festlegung auf keinen Widerspruch stofit. Damit sind wir aber
noch nicht fertig. Es ist leicht zu sehen, dass das System der Zylindermengen Z zwar
eine Mengenalgebra, jedoch keine o-Algebra in € ist. Nach dieser Beweisskizze wird noch
ausfithrlich gezeigt, dass Py mit

Py ({w: (wyy,...,wy)" € B}) = my, 4, (B)
Vt,... tx €T, t; # t; fiiv i # j, VB € B*, Vk € N. (30)

ein Pramafk auf der Mengenalgebra Z ist. Eine explizite Festlegung von P {iiber
Z hinausgehend ist im Moment erst einmal nicht kanonisch, da die Familie
{4, 4, ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, BY):  1,..., ¢, € T, t; # t; firi #
Jj, k € N} hierzu keinen direkten Hinweis gibt. Wir geben uns also bei der Wahl von A
so bescheiden wie mdglich und definieren

A= o(2). (31)

Was nun die Festlegung von P auf den Mengen in A \ Z betrifft, so kénnen wir uns
zuriicklehnen und dem Satz von Carathéodory den Rest der Arbeit {iberlassen: Nach
diesem Satz existiert eine Erweiterung des Pramafes Py zu einem Mafls P auf A. Da
dariiber hinaus das System Z durchschnittsstabil ist, so ist nach dem Eindeutigkeitssatz
der Maftheorie diese Erweiterung eindeutig bestimmt. O

Ubungsaufgabe

UA 3.2 Zeigen Sie, dass P, ein Inhalt auf Z ist!

Hier wird jetzt noch der letzte fehlende Schritt, ndmlich der Beweis, dass Py sogar ein
Pramaf auf Z ist, nachgeliefert.

Lemma 3.5. P, ist ein Pramaf auf Z.

Beweis. UA 3.2 enthilt bereits die Aussage, dass Py ein Inhalt auf der Mengenalgebra Z
ist. Damit sind die folgenden Eigenschaften bereits klar:

e [y(A) >0 VAeZ,

L4 PO(®) - 07

e Falls A, B € Z beliebige disjunkte Mengen sind, so folgt
Py(AUB) = Py(A) + Py(B).
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Es ist lediglich noch die Eigenschaft der o-Additivitdt der Mengenfunktion P, nachzu-
weisen. Es seien also Ay, Ay, ... € Z beliebige disjunkte Mengen mit A := J;2, 4; € Z.
Es ist zu zeigen, dass dann

Py(A) = ZPO(Az') (32)

gilt. Wegen endlicher Additivitdt von Py gilt fiir die rechte Seite von (32)

i=1 =1

n—oo

Da Py(A) < Py(2) =1 gilt, ist wegen Subtraktivitdt von Py dquivalent zu
Py(A\ (A U---UA4,)) — 0, (33)

n—oo

-~

=B,

was im Weiteren gezeigt wird. Die Mengen B,, bilden eine nichtwachsende Folge mit
(B, = 0. (34)
n=1

Wir werden indirekt beweisen. Da aus der Additivitdt von Py auf Z auch die Eigen-
schaft der Isotonie folgt, so nehmen wir an, dass ein € > 0 existiert mit

Py(B,) > ¢ VYneN. (35)

Wir miissen nun noch einen Widerspruch zu (2, B,, = ) herleiten. H
Die Mengen B, haben folgende Gestalt:

B, = {w: (wt<n),...,wt(n) )TGCn},
1 k(n)

wobei ¢\, ... ,t,%)l) €T, C, € B*™ und k(n) € N sind. Indem wir ggf. weitere Kom-
ponenten hinzunehmen kénnen wir erreichen, dass {tg"), ce tl(cr(?z)} C {t&”“), o ,t;?:{i)l)}

fir alle n € N gilt. Zur Vereinfachung der Notation sei (tx)ren eine Folge von Elemen-
ten aus T mit {t§”), . ,t,(ga)} = {t1,...,tq,} Yn € N. Indem wir wiederum ggf. weitere
Komponenten hinzunehmen, erreichen wir d,, 1 > d, fiir alle n € N gilt. Die Mengen B,,
kénnen somit auch folgendermafsen dargestellt werden:

B, = {w: (wtl,...,wtdn)TeDn}, (36)

wobei D,, € B entsprechend gewihlt ist. Da Tt1,ty, €N Wahrscheinlichkeitsmafl auf
(R B) ist, so existieren kompakte Mengen E, € R mit E, C D,, und

th,...,tdn (Dn \ En) S € 27”7

siehe Satz 1.12 aus der Vorlesung ,,Mafstheorie* im WS 2019/20 fiir ein &hnliches Resultat.

LIn dhnlich gelagerten Fillen wére dies vergleichsweise einfach. Wenn die Mengen B, kompakte
Teilmengen des R? wiren, so wiirde aus und der Nulltreue jedes Wahrscheinlichkeitsmajes folgen,
dass alle B, nichtleer sind. Da wir es hier mit einer nichtwachsenden Folge kompakter Mengen zu tun
hétten, so wiirde jedoch (\,—, By # 0 und somit der gesuchte Widerspruch folgen. In der vorliegen-
den Situation haben wir es mit Mengen zu tun, welche weder endlichdimensional noch kompakt sind.
Nichtsdestotrotz wird jedoch die eben geschilderte Idee in angepasster Weise umgesetzt.
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Daraus folgt, dass
P0<{w: (@, -y, )T € Dy \ En}> = Tt (Du\ E,) < 27" (37)

Es seien nun Fy = {w: (wy, ..., wy, )T € B} und
k=1

Dann gelten G,, € Z, G,, C B,, und aus folgt Py(G,,) > 0. (Dies folgt aus Py(B,) > ¢
und Py(B, \ Gn) <> p_ Po(B, \ F) <e(27' + .-+ +27").) Somit gilt aber G,, # 0 fiir
alle n € N. Daraus folgt jedoch, dass

ﬁ G, # 0. (38)
n=1
Wegen G,, C B,, folgt nun N
() B. #0,
was einen Widerspruch zu darst:ll:tl. Somit war die Annahme falsch und die
o-Additivitdat von P, ist bewiesen. O

Nachtrag: Beweis von ((38))
Wir zeigen, dass ein w € Z existiert mit w € () —, Gy, d.h., es muss ein w gefunden
werden mit w € GG, Vn € N. Die Menge G,, hat folgende Gestalt:

Gn = {w: (th"'awtdn)TEHn}’

wobei H, = M {(wyy,. .- wy, )t (Wi, ,wtdk)T € Ex} N E, als Durchschnitt abge-
schlossener Mengen und der kompakten Menge D,, eine kompakte Teilmenge des R% ist.

Wir wiahlen w™ € G, beliebig. Wegen d,,,1 > d,, Vn € N folgt, dass dy > k und somit

liegen w,g: ),wéfﬂ), ... in einer kompakten Menge. Nun folgt ein typisches Teilfolgenargu-

ment:
Im Hinblick auf die ersten Komponenten o.;gl) findet man eine Teilfolge (ng))keN von N
mit

(1))

(7lk

[e.9]
wtl —) wtl .

Im néchsten Schritt wéhlt man eine Teilfolge (nf))keN von (n,(cl)) ken mit

()

o0
Wi, — Cth

k—o0

Dies wird sukzessive fiir alle k € N fortgesetzt. Wir betrachten die ,Diagonalfolge” (ng)ren
mit ny = n,(f) . Dann gilt
W™ 5 w* VieN.
i e Lt
Es sei w € Z so, dass w;, = wi? fiir alle ¢ € N und w, beliebig fiir ¢t Z {t,%5,...} ist. Nun
gilt wegen Kompaktheit der Mengen H,,, dass (wy,, ..., w; dn)T € H,. Das bedeutet aber,

dass w € G,,. Da dies fiir alle n € N gilt, so folgt, dass

w € ﬁ G, C ﬁ B,,.
n=1 n=1

Somit ist bewiesen.
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3.3 Der Wiener Prozess

In diesem Abschnitt werden wir den Wiener Prozess ndher untersuchen. Zur Erinnerung
noch einmal die Definition, welche bereits am Ende des Abschnittes gegeben wurde.

Definition 3.6. Ein stochastischer Prozess W = (Wi)co,00) heifst Wiener Prozess
(Standard-Brownsche Bewegung) auf (2, A, P), falls

(i) Wo=0 P-fast sicher,

(11) W besitzt unabhingige Zuwdchse, d.h., fir beliebige 0 < t; < ... < tx, k € N sind
Wy, — Wy, Wy, =Wy, ..., Wy, — Wy, _, stochastisch unabhdngig,

(1)) Wy —Ws ~ N(0,t —s) fir alle 0 < s <t,

(iv) W besitzt P-fast sicher stetige Pfade, d.h., t — Wy(w) ist stetig fir P-fast alle w.

Wir untersuchen zunéchst die Frage der Existenz (d.h., der widerspruchsfreien Konstru-
ierbarkeit) eines Prozesses, der Punkte (i) bis (iv) der obigen ,Wunschliste* erfiillt. Wir
nehmen an, dass ein solcher Prozess tatsichlich existiert. (i), (ii) und (iii) erlauben die
Identifizierung der endlichdimensionalen Verteilungen des noch zu konstruierenden Pro-
zesses (siche auch UA 3.1). Fiir beliebige ty,...,t € [0,00), k € N, gilt

AL ... AL

te Nty ... T Nk
wobei 0 den k-dimensionalen Nullvektor bezeichnet. Es sei also die Verteilungsfamilie
{7t me: it €]0,00), t; #t; fiir i # j, k € N}

gegeben mit
tiANTL ... i AT
Tyt = Ni | Og, : :

.....

tk N1 oo T N

Nach Proposition erfiillt diese Verteilungsfamilie die Konsistenzbedingungen und
und der Existenzsatz von Kolmogoroff (Theorem besagt, dass auf einem geeig-
neten Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) ein Prozess (W;)tcjo,00) mit

PWerss Wtk:ﬂ'tl ..... tr tl,...,tke[O,oo), ti?‘étjﬁiri#jakeN

konstruiert werden kann. Dieser Prozess erfiillt dann auch die eingangs geforderten Bedin-
gungen (i) bis (iii). Im Buch “ Theory and Statistical Applications of Stochastic Prozesses”
von Y. Mishura und G. Shevchenko (Wiley, 2017) wird der Wiener Prozess tatséchlich
so definiert, dass er nur die obigen Bedingungen (i) bis (iii) erfiillt. Es ist jedoch weit
mehr verbreitet, Bedingung (iv) (d.h., die fast sichere Stetigkeit der Pfade) in die Defini-
tion eines Wiener Prozesse mit einzubeziehen, siehe z.B. die Biicher “ Probability: Theory
and Ezamples” von R. Durrett (Duxbury Press, 1995) oder “Stochastic Processes’ von
R.F. Bass (Cambridge University Press, 2011).
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Obwohl der Satz von Kolmogoroff vollig ausreicht fiir die Konstruktion von stochasti-
schen Prozessen mit einem hochstens abzahlbaren Indexbereich T, so ist die erwiinschte
pfadweise Stetigkeitseigenschaft eines durch diesen Satz gewonnenen Prozesses nicht klar.
Um das Problem zu sehen, stelle man sich einen Wiener Prozess (W})icp,00) auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) vor, welcher P-fast sicher stetige Pfade besitzt. Wir
nehmen an, dass auf (2,4, P) eine auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable
definiert werden kann und wir nehmen folgende Modifikation von (W;)sc[0,0) Vor:

=~ Wi(w) + 1, falls U(w) = t,
Wilw) = { Wi (w), falls U(w) # t,

Der Prozess (Wt)te[o,oo) besitzt Pfade mit einer einzigen Unstetigkeit im zufalligen
Punkt U(w). Da jedoch U(w) eine stetige Verteilung besitzt, sind die endlichdimen-

sionalen Verteilungen des Prozesses (W)icp,0c) dieselben wie die von (W;)icpo,00). Der
Existenzsatz von Kolmogoroff vermittelt nun lediglich eine Aussage iiber die Existenz
eines Prozesses mit vorgegebenen endlichdimensionalen Verteilungen. Daher ist im Falle
des Wiener Prozesses noch nicht klar, ob tatséchlich eine Version mit fast sicher steti-
gen Pfaden existiert. Ein weiteres Hinweis auf diese Problematik ist durch die folgende
Aussage gegeben.

Fiir Folgen reeller Zahlen definieren wir die Menge k-dimensionale Zylindermengen durch
Fy = {{x — (@)nen: (@1, )T € B})B c Bk}

und die dadurch erzeugte o-Algebra durch

F = 0(6]—}).

k=1

Fiir Funktionen f: [0,00) — R definieren wir wie bisher

Zy = {{w = (Wt)tE[O,oo): (Wt“ s 7wtk)T < B}

tyo by € 10,00, b A ¢ fir i £, BeB’f}
und

Z = a(IQZk>.

Lemma 3.7. Fulls A € Z, so existiert eine Folge (ty)ren und eine Menge B € F, sodass

A = {w=(Wepo): (Wh,w,...) € B}

Lemma [3.7 besagt, dass alle Ereignisse in Z nur von den Zusténden an abzihlbar vielen
zeitpunkten abhéngen. Insbesondere gilt

{w: t+> w, ist eine stetige Funktion auf [0,00)} & Z.
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Die folgende Aussage liefert nun zunéchst das Zwischenergebnis, dass ein beliebiger Pro-
zess, welche die Bedingungen (i) bis (iii) aus der Definition eines Wiener Prozesses erfiillt,
die gewiinschte Stetigkeitseigenschaft auf einer geeigneten abzihlbaren Teilmenge von
[0, 00) besitzt.

Lemma 3.8. Auf einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (£, A, P) sei (Wy)iejo,00) €0
stochastischer Prozess mit

At ...t Atk
PV Weie — N | O, : : Vty,...,tx >0, Vk € N.
te Aty .t At

Fir M € N ses

k
Dy — {t:x0+zxj2—j: vo€{0,1,...,M—1}, z; € {0,1}, keN}

J=1

die Menge der dyadischen Zahlen aus [0, M).
Dann ist mit Wahrscheinlichkeit 1 die Funktion t — W, gleichmafig stetig auf D).

Beweis. Wir wéhlen ein § € (0,1/2) und definieren die folgenden ,,guten Mengen:

M2™
AQD = {wr [Wian(w) = Wyoaon(@)| < 277029,
j=1

Fiir Yy ~ N(0,1) erhalten wir wegen e~ (“+9*/2 < ¢=#°/2=/2 yp t > ( die folgende
Abschéatzung fiir ¢t > 0:

© 1 ) © q ,
(1%l > 1) / NGT o Var

* 1 2 2
< Qe /2 / ey = /2,
B 0 vV 27T

Da fiir beliebiges K > 0 ein Lx < oo existiert mit e~ t/2 < Lgt™% Wt > 0, so folgt mit
Y, ~ N(0,27™)

P((AQD)) < M2 P(|Y,| > 27m0/29)
= M2" P(|Yy] > 2™)
< M2mem@MV2 < MO™ Ly 52020 = [y 07,

Daher gilt >, P((A%M ))C) < 00, woraus mit dem Lemma von Borel-Cantelli folgt, dass

P((Aféw))c fiir unendlich viele m) = P( ﬁ G (Afy))c) = 0. (39)

k=1m=k
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Es sei nun o = o -
w e (ﬂ U (A%)C) = [J N A
k=1m=k k=1m=k

oo

Dann existiert ein ky = ko(w) mit w € (_,
|s —t] <27 wobei m > ky(w). Dann gelten

AM | Es seien nun s,t € Dy mit 0 <

L
s = 1277 -+ Z 0'12717

l=m+1
L
t = (T4+7)2™™ + Z 727!
l=m+1

fir gewisse 7 € {0,..., M2™ — 1}, 0;,7; € {0,1} und L < oco. Nun gelten

|WS<W) - W72—7n(u})’
= ‘WTQ—m+am+12—m+1(w) - Wﬂ"”(“” + ot |W8(w) - WT2*W+ZZL:_7$+1‘712*1<M)|
L
< Z 5, 9-11/29)
l=m+1

< 9—(m+1)(1/2-9) 224(1/275)
1=0

—
=:Cs<o0
sowle
L
Wiw) = Wem(w)] < Y m 27107270
l=m
< 2fm(1/275) C6~
Somit ist die Funktion ¢ — W;(w) gleichmékig stetig auf Dy;. ]

Der folgende Satz liefert nun die Existenz eines Wiener Prozesses mit stetigen Pfaden.
Dabei wird sogar tiber Bedingung (iv) der Definition hinaus gegangen, welche nur die
P-fast sichere Stetigkeit verlangte. Die Konstruktion des gesuchten Prozesses beruht we-
sentlich auf dem vorangegangen Lemma [3.8] welches die fast sichere Stetigkeit der Pfade
auf den abzihlbaren Mengen D), liefert.
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Theorem 3.9. (Q, A, P) sei ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem ein sto-
chastischer Prozess (Wy)icj0,00) mit endlichdimensionalen Verteilungen

At ... ti At
PV Weie — N | O, : : Vti, ...t >0, Vk € N.
te Aty ..t At

definiert ist. -
Dann lisst sich auf (2, A, P) ein Prozess (Wy)icjo,00) konstruieren, welcher fiir alle w €
stetige Pfade besitzt.

Beweis. (Wy)icpo,00) sei ein Prozess auf (€2, .4, P) mit den endlichdimensionalen Verteilun-
gen

(AWAN 2 R A WAR
P Wy, — N O, Viti, ..., tx >0, Yk € N.  (40)
[7WAR 2 T T AN 72

Fiir M € Nsei AM =22 N>, AN wobei A" die im Beweis von Lemma ver-
wendeten ,guten Mengen“ sind. Da P(AM)) =1 VM € N, so folgt fiir A :=[3,_, AM),
dass

P(A) = 1.

Weiter sei D = J3,;_, Du die Menge aller dyadischen Zahlen in [0, 00). Wir definieren

— iy, e yeep W, (W), falls w € A,
Wilw) := { 0, falls w & A.

Wegen gleichmaéfiiger Stetigkeit von ¢ — W;(w) auf den Mengen D), fiir w € A ist nun
auch t — W;(w) stetig.

Es ist noch zu zeigen, dass die endlichdimensionalen Verteilungen von (Wt)te[o,oo) denen
eines Wiener Prozesses entsprechen. Wir zeigen, dass fiir beliebiges festes ¢t € [0, o) gilt,
dass

P({w: Wi(w) #Wt(w)}) — 0. (41)
Aus und folgt dann, dass
PWorsWio = pWaesWo g 1 >0, Yk €N,

womit der Satz bewiesen ware.
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Es fehlt noch die Begriindung fiir (41)). Da fir w € A der Pfad ¢t — W;(w) auf D stetig

—~

ist, folgt nach der Definition von Wy, dass

Fiir t € D konnen wir folgendermafen argumentieren. Es sei (t,),eny € D mit t,, — .
n—oo
Wegen
P(Wy, — Wi| > €) < € 2E[(Wy, — Wp)?] = € 2 |tn — ¢
folgt
W, -2 W,

n

Andererseits gilt aber nach der Definition von fV[Z, dass

P—f.s. 755

th — Wt,
was bekanntermafien -

W, — W,
impliziert. Wegen der fast sicheren Eindeutigkeit des Grenzwertes bei P-stochastischer
Konvergenz folgt . O]
Ubungsaufgabe

UA 3.3 Beweisen sie Lemma 3.7
Hinweis: Zeigen Sie, dass
Z C {{w = (We)ieo,0): (Why, Weys - - -) € B}‘tl,tg,... €[0,00), t; #1t; firi#j, Be }"}

qgilt!
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Bemerkung 3.10. Der Wiener Prozess besitzt eine Reihe von Invarianzeigenschaften.
Falls (W})ic[0,00) €in Wiener Prozess ist, so ist leicht zu sehen, dass auch (I/Vt(Z )tc[0,00) Mit

[ ] Wt(l) = —Wt,
[ Wt(Q) = Wttho — Wto fir to > 0,
o WP = VeWye  fiirein ¢ >0

jeweils Wiener Prozesse sind. (Die fast sichere Stetigkeit der Pfade dieser Prozesse ist
offensichtlich. Ein direktes Uberpriifen der endlichdimensionalen Verteilungen ergibt dann
die Behauptung.)

Zum Ende dieses Kapitels werfen wir noch einen kurzen Blick auf einen vom Wiener
Prozess abgeleiteten Prozess, auf die sogenannte Brownsche Briicke. Zur Erinnerung
sei nochmals erwéhnt, dass eine Prozess (W;)icpo,00) auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) die Eigenschaften eines Wiener Prozesses (einer Standard-Brownschen Bewe-
gung) besitzt, falls

(i)  fiir beliebige t1,...,t, >0, k € N

AT ... T AT

te Aty o te Aty
gilt und

(i)  die Pfade t — W;(w) fiir P-fast alle w stetig sind.

Ausgehend von einem Wiener Prozess (W;)icjo,00) auf (£2,.4, P) kénnen wir nun einen
weiteren Prozess (By)icpo,1] herleiten durch

B, =W, —tW, Vte[o,1].

Da es sich hierbei um lineare Transformationen eines Gaufiprozesses (d.h., eines Prozes-
ses, dessen endlichdimensionale Verteilungen Normalverteilungen sind) handelt, so folgt
aus Proposition (ii), dass (B¢)iepo,1) ebenfalls ein Gaukprozess ist. Es gelten £B; = 0
vt € [0, 1] und

cov(Bs, B)) = E[(W, — sWy)(W, — tW;)]
— E[W.Wi| — s E[WiWi] — t E[W,Wi] + st E[W?]
—_——— N —~ A L

=sAt =st =ts =st

= sAt— st Vs tel01].

Dariiber hinaus erbt (B;):cjo,1) die Stetigkeitseigenschaft der Pfade von (W;)scp,00). Hier
ist eine formale Definition einer Brownschen Briicke:
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Definition 3.11. Ein stochastischer Prozess (Bi)ico1) auf auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€0, A, P) heiffit Brownsche Briicke, falls

(i)  fir beliebige t1, ...t €10,1], k € N

ANt =ttty ... T At — Tty

e Nty — Tty ... T AN — ity

gilt und

(i)  die Pfade t — By(w) fiir P-fast alle w stetig sind.

Bei Ubungsaufgabe 1.8 war bereits zu sehen, dass eine Struktur wie bei der Brownschen
Briicke beim asymptotischen Verhalten der empirischen Verteilungsfunktion auftritt. Um
dies nochmals aufzugreifen setzen wir voraus, dass (X, ),en eine Folge von reellwerti-
gen und stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen auf (€2, .4, P) mit einer jeweiligen
Verteilungsfunktion F sei. F,: R — [0,1] mit F,(z) = n~ 'Y " 1(X; < z) ist die zur
Stichprobe Xj,..., X, gehtrende empirische Verteilungsfunktion und (G, (x)).cr
mit G, (z) = v/n(F,(z) — F(z)) der entprechende empirische Prozess. Aus dem mehr-
dimensionalen Zentralen Grenzwertsatz (Theorem ; siche auch UA 1.8) folgt, dass die
endlichdimensionalen Verteilungen des empririschen Prozesses gegen mehrdimensionale
Normalverteilungen konvergieren, d.h., fiir xq,..., 2 € R, k € N gilt

(Gul1),- .-, Gular)” =5 Z ~ N(0, %),
wobel

Spe = cov (1(Xy < ay), 1(X; < )
— E[1(X) < 2)1(X) < )] — E[1(X) < 2)| E[1(X, < )]

Mit anderen Worten: Die endlichdimensionalen Verteilungen des empirischen Prozesses
konvergieren gegen jene des Prozesses (Bp(y))zer; falls (By)tco,1] eine Brownsche Briicke
ist. Im Spezialfall X; ~ Uniform([0,1]) gelten F(z) = F,(z) = 0 fiir x < 0 sowie
F(z) = F,(z) = 1 fir x > 1. Daher geniigt es, den empirischen Prozess mit Index-
menge [0, 1] zu betrachten und es folgt, dass die endlichdimensionalen Verteilungen von
(Gr(x))zep,1) gegen jene der Brownschen Briicke konvergieren. Aus diesem Grund spielt
die Brownsche Briicke auch in der Mathematischen Statistik eine wichtige Rolle, ndmlich
wenn der empirische Prozess als Grundlage fiir einen Anpassungstest benutzt und ein
kritischer Wert entsprechend der Grenzverteilung der Teststatistik gewéahlt wird.

Ubungsaufgabe

UA 3.4 (Bt)iejo,1) sei eine Brownsche Briicke.

Zeigen Sie, dass (ét)te[o,l} mit Et = By_; Vt € [0, 1] ebenfalls eine Brownsche Briicke
ist!
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3.4 Der Poissonprozess

In diesem Abschnitt werden wir den sogenannten Poissonprozess einfiihren und die Hin-
tergriinde fiir die spezielle Wahl der entsprechenden Verteilungseigenschaften diskutieren.
Wir fallen gleich mit der Tiir ins Haus und beginnen direkt mit der Definition.

Definition 3.12. FEin stochastischer Prozess (Ny)icjo,0) auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, A, P) heiffit Poissonprozess mit Intensitit \, falls

(1) No =0 P-fast sicher, (N¢)ico,00) besitzt unabhingige Zuwdchse, d.h., fir 0 =ty <
1 <...<ty, keN, sind Ny, — Ny, ..., Ny, — Ny, _, stochastisch unabhdngig und
es gilt

N; — Ny ~ Poisson(A(t — s)) firo <s<t,

(1i)  (Ni)iepo,o0) besitzt rechtsstetige Pfade.

Wie schon beim Wiener Prozess ist nach der blofsen Definition nicht klar, ob ein solcher
Prozess existiert, d.h., widerspruchsfrei konstruierbar ist. Mit Hilfe des Existenzsatzes
von Kolmogoroff (Theorem konnen wir einen ersten Versuch starten. Dazu miissen
wir uns zunéchst ein passende konsistente Familie von Verteilungen zurechtlegen. Es sei
zundchst 0 = ¢ < ¢ < ... < ty < o0, k € N. Die Verteilung m, 4 auf (N§,2N§)
soll so gewihlt werden, dass sie der endlichdimensionalen Verteilung PNu»+"Nte des zu
konstruierenden Prozesses entspricht, also

Ty, s ({(7“17 e J’k)T}) = p,\(tl—to)(h—?“o) px(tk—tk,l)(rk—rkq) (0 =rg<r;<rpg<...< Tk),

wobei p,(r) = e ®a"/r! (r € Ny) die Poisson-Wahrscheinlichkeiten sind. Nun gilt fiir
ie{l,...,k}

Tt1,te ({(T’l, C ,T'Z'_l)T} X NO X {(ri—&—l» R ,’I“k)T})
= P,\(trto)(ﬁ — 7o) - p)\(ti,lfti,g)(ri—l —Ti—2) ZP,\(tﬁti,l)(T - Ti—l)pA(mrti)(?“iH —)

>

~

=PA(tj 11 —t;_1) (Tit1—Ti-1)
X p)\(t¢+2*t¢+1)(ri+2 —Tit1) " ‘PA(trtk,l)(Tk — k1)
Patti—t0)(T1 = 70) * Datti1—ti—0) (Tic1 = Tim2)PAGtss1—te ) (Tit1 = Ti1) = Patta—te) (Th — Th=1)
= Tty,ti 1 tistseote ({(7”1, w1, Vi, - - ,Tk)T})- (42>
Fiir moglicherweise ungeordnete ty,. .., (t; # t; flir i # j) existiert eine Permutation

p: AL ...k} = {1,...,k} mit t,q) < ... < t,u. Die Verteilung 7, ., auf (NE, 286)
definiert man nun (logischerweise) so, dass

th,...,tk ({(T].? s 77n]€)T}) = 7Ttp(1)7~~-7tp(k) ({(Tp(1)7 s 7rp(k‘))T}) . (43)
Wenn wir nun noch die Eigenschaft der o-Additivitdt nutzen, so erhalten wir aus (42))
und fir beliebige t1,...,t; € [0,00) (t; # t; fiir i # j), k > 2
ﬂ-tl,u-»tk (B X NO) = 7Tt1,...,tk71 (B) B g Ngil.
Folglich ist {7y, 4.t t1,...,tx € [0,00), t; # t; fir i # j, k € N} eine konsistente Vertei-
lungsfamilie. Nach dem Existenzsatz von Kolmogoroff (Theorem kann nun auf einem

geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) ein stochastischer Prozess (/Vy)iejo,00) defi-
niert werden mit

k

PN =, o Y.t €10,00),k €N,
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Mit der obigen Wahl der Verteilungen m, ., erfiillt solch ein Prozess Forderung (i) aus
der Definition eines Poissonprozesses. Wie schon im Falle des Wiener Prozesses ist die
zusitzlich geforderte Stetigkeitseigenschaft (i) durch die blofe Festlegung der endlichdi-
mensionalen Verteilungen nicht garantiert. Selbst wenn der Prozess (IV;)¢c[o,o0) rechtsseitig
stetige Pfade besitzt, so kann man diesen bei Beibehaltung seiner endlichdimensionalen
Verteilungen leicht abédndern, sodass der neuen Prozess die Stetigkeitseigenschaft (ii) nicht
mehr aufweist. Wir nehmen an, dass auf (2, A, P) eine auf dem Intervall [0, 1] gleichver-
teilte Zufallsvariable definiert werden kann und wir nehmen folgende Modifikation von
(Nt>t€[0,oo) VOr:
~ Ny(w) 4+ 1/2, falls U(w) = t,

Ne(w) = { NtEwg, / falls UEw; #t,

Der Prozess (Nt)te[o,oo) besitzt Pfade mit einer zweiseitigen Unstetigkeit im zufalligen
Punkt U(w). Da jedoch U eine stetige Verteilung besitzt, sind die endlichdimensionalen

Verteilungen des Prozesses (IV)icjo,00) dieselben wie die von (Ny)ic(0,00)-

Die im Folgenden dargestellte explizite Konstruktion liefert nun eine Version des Pois-
sonprozesses, der alle Forderungen aus der obigen Definition erfiillt.

Theorem 3.13. (X,).en sei eine Folge von unabhingigen Exp(\)-verteilten Zufalls-
variablen (A > 0) auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Weiter seien Y, =
X1+ -+ X, und

N, == #{neN: Y, <t}

Dann ist (Ny)iepp,00) €in Poissonprozess mit Intensitit .

Beweis. Zunachst ist festzuhalten, dass nach dem Starken Gesetz der Grofen Zahlen gilt

Yo/n = BXL = 1)

Folglich gilt mit Wahrscheinlichkeit eins NV, < oo fiir alle ¢ € [0, 00). In diesem Fall sind
die Pfade des Prozesses (nach Konstruktion) rechtsstetig.

Wir berechnen nun zunichst die Dichte des Zufallsvektors Y = (Yl, . ,Yn)T. Der
Zufallsvektor X ™ = (Xl, e ,Xn)T besitzt beziiglich A" eine Dichte pg?) mit

pg?) (z1,...,20) = H Ae AR (2 > 0) = AteMebten) 1gy g, > 0).
k=1

Wegen
1 0 0
1 .o 1
—A

folgt nach der Dichtetransformationsformel, dass Y eine Dichte pgf ) besitzt mit
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P () = (WY = Y1 Y — Yn) | det(AT) |10 <y <1 < )
——

=1
= NeM1(0<y <... < yy).

Es seien nun 0 < t] < ... <tp, 11 <1y < ... <1, k € N beliebig. Wir werden zeigen,
dass (mit ty = ro = 0)
P(Ny =r1,..., Ny, = 1)

oAt—te) AL = 10))™ 77 gy At = ter)) ™ (44)
(r1 —10)! (re — rg—1)!

gilt. Nun ist
P* = P<Nt1 :rl"_"Ntk :Tk) = P((K,...,Ygﬂk+1)T S R),
wobel

R = {(ylw-wyrk-ﬁ-l): Oﬁylﬁ---ﬁyrl§t1<ym+1§~-§yr2§t2<-.~§yrk§tk<?/rk+1}-

Daraus folgt

P* = / /\rkJrl eikyrk-"l d)\TkJrl(’yl, c. ,yk)
R

= (/ d)‘rl_m(y?“oJrla cee 7y1”1)> U (/ d)\rk_rkil(yrkfrkb .. aym))
R1 Rk

[o¢]
re+1_—X\
X / >\ k e ka+l dyrk+17

tk
. s
~~

=A"ke Mk

wobei
R; = {(yrk,l—i-la e 7yk)5 b1 <Yrp 141 <. Sy < tk}-

Mit vollstandiger Induktion kann gezeigt werden, dass

- (tj —tj—1)" !
dN9T Yrj_ v Yry) =
/Rj (s 2 (rj —rj-1)!

Daraus folgt schliefslich

P (t—to) 7t — ) kAt
(Tl — ’I"o)! (Tk - Tk:—l)!
_ g M =) g Al = Ben)) T
(r1 —10)! (re = r-1)!

gilt. Somit ist bewiesen und der Beweis ist vollstéandig. O
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Sicherlich stellt sich an dieser Stelle noch die Frage, warum ausgerechnet ein auf der Pois-
sonverteilung basierender Prozess von besonderem Interesse ist. Einen mdéglichen Hinweis
liefert die in Theorem [3.13] geschilderte Konstruktion eines Poissonprozesses. Nehmen wir
an, dass der Ausfallprozess technischer Bauteile (Glithlampen,...) modelliert werden soll,
wobei ein defektes Bauteil unverziiglich durch ein neues ersetzt wird. Die Lebensdauern
der einzelnen Bauteile konnen nun durch eine Folge von unabhéngigen und identisch ver-
teilten Zufallsvariablen (X,,),en beschrieben werden. Nimmt man nun noch an, dass ein
Ausfall eher spontan passiert und weniger mit der bisherigen Betriebsdauer des Bauteils
zusammenhéngt, so bietet sich eine Exponentialverteilung als Verteilungsgesetz fiir die
Zufallsvariablen X,, an. Aus dem Kurs ,Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und
Mathematische Statistik“ im Sommersemester 2019 ist bekannt (sieche Ubungsaufgabe 20,
Ubungsblatt 5), dass die Zufallsvariable X ~ Exp()) die sogenannte Nichtalterungs-
eigenschaft besitzt. d.h.,

P<X>t+s\X>t) = P(X>s) Vst>0.

Weitere Bespiele fiir die Addquatheit eines Poissonprozesse finden sich in der Literatur,
z.B. fiir die Beschreibung der ankommenden Anrufe bei einem Callcenter in gegebenen
Zeitraumen.

Ubungsaufgabe

UA 3.5 (Ni)tepo,00) s€i ein Poissonprozess mit Intensitat A > 0 auf (€2, A, P). Ein Prozess
(Ny)ien, sei gegeben durch N, = Ny Vt € Ng = {0,1,...}.
Zeigen Sie, dass fir 0 =rp <7r; <... <1y

)\Tt*T‘t—l

P<Nt :Tt|j\70 :7“07"-;]’\7t—1 :Tt—l) = )l = P(ﬁt :Tt|Nt—1 :Tt—1>

(Tt — T

gilt!
((Ny)ten, besitzt die sogenannte Markoff-Eigenschaft.)
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3.5 Markoff-Ketten

In diesem Abschnitt werden wir eine weitere Klasse von stochastischen Prozessen un-
tersuchen, sogenannte Markoffprozesse. Um den technischen Aufwand moglichst gering
zu halten, konzentrieren wir uns einen den Spezialfall, wobei wir eine diskrete Menge
(T = Np) fur den Zeitbereich sowie einen hochstens abzéhlbaren Zustandsraum E fiir die
Werte der Zufallsvariablen annehmen. Verallgemeinerungen auf den Fall iiberabzéhlba-
rer Indexmengen (z.B. T' = [0, 00)) oder auch reellwertiger Zufallsvariablen kénnen mit
dhnlichen Methoden behandelt werden, erfordern aber einen abstrakteren technischen Ap-
parat. Hier kommen wir mit dem Begriff der elementaren bedingten Wahrscheinlichkeit
aus, wiahrend gewisse Verallgemeinerungen den in der Vorlesung ,Maftheorie“ behan-
delten Begriff bedingter Wahrscheinlichkeiten bzw. noch abstaktere Konzepte erfordern.
Bevor wir uns einige Beispiele ansehen, stellen wir eine formale Definition voran:

Definition 3.14. FEine Folge von Zufallsvariablen (X, )nen, auf (2, A, P) mit Werten in
einer endlichen oder abzdhlbar unendlichen Menge E heifst Markoft-Kette, falls fiir alle
n € Ny und alle xg, ..., x,11 € E mit P(Xn =Xpn,..., X9 = a:o) > 0 gilt, dass

P(Xpi1 = 2pi1| Xn =2y, Xo =20) = P(Xpp1 = 2pi1| X = 3). (45)

Die Menge E heifit Zustandsraum der Markoff-Kette.

Die Verteilung PX° von X, unter P heifft Anfangsverteilung,

pulz,y) = P(Xnﬂ = y‘Xn = a:) ist eine sogenannte Ubergangswahrscheinlichkeit.
Falls fiir alle v,y € E und m,n € Ny

P( X1 = y| X = 2) = P(Xop1 = y| Xy = ),

50 ist (X, )nen, €ine (zeitlich) homogene Markoff-Kette.

Die wesentliche Eigenschaft einer Markoff-Kette ist die durch beschriebene Eigen-
schaft der ,Gedéachtnislosigkeit*, d.h., die bedingte Verteilung von X, ,; (und wie wir
spéter sehen werden von X, 1, X,,,9,...) hingt nur vom ,aktuellen Zustand“ X,, = x,,
jedoch nicht von den vorangegangenen Zusténden ab.

Ein erstes Beispiel einer Markoff-Kette war bereits bei Ubungsaufgabe 3.5 zu sehen. Falls
(Nt)ic[o,00) €in Poissonprozess mit Intensitdt A > 0 auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) ist, so ist der ,ausgediinnte’ Prozess (Nt)teNO mit N, = N, V¢t € Ny ein Markoff-
Prozess. Um dies zu sehen, wahlen wir n € Ny und x, ..., x,+1 € Ny. Es geniigt, den Fall
0=uzy <z <...<ux, zu betrachten; andernfalls ist P(Xn = Xp,...,Xg = :zco) = 0.
Nun folgt aus der Unabhéngigkeit der Zuwéachse sowie wegen P(X, = x¢) = 0, dass
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P(Xn+1 = xn—‘rl)Xn = Tny--. 7X0 = .',U())

EXW — X =Tpi1 — T, Xy — Xyt = @y — Ty, .., X1 — Xo = 1 — 1)

= P(Xpt1— X =Tps1 — 2) P(X, = Xyt = T — @1, .., Xy — Xo = 21 — 20)
(
(

Xpi1— X =2paq — a;n) (Xn =Tp,...,Xg= a:o)
sowie

P(Xn+1 = xn-‘,—la X = xn)

- ( n+l — Ap = Tnp41 _xnan_XO :ZL’n—l’o)
= P( n+l — = Tp41 — xn)P<Xn - XO =Tp — l’o)
= ( n+l — = Tp4+1 — xn>P<Xn = In)

Daraus folgt wegen P(Xn = xn) > P(Xn =Tp,..., X0 = 1‘0) > 0, dass

P(Xn+1 = xn—&-l‘Xn =Tp,... ,X() = O) = P<Xn+1 - Xn = Tny1 — zn)
= P(Xn—H = Q:n—i-l’Xn = l‘n),

d.h., die Markoff-Eigenschaft ist erfiillt.

Hier sind einige weitere Beispiele fiir Markoff-Ketten:
1)  Zufillige Irrfahrt auf R?

Es seien X, Y7, Ys, ... unabhiingige Zufallsvariable mit Werten in RY. Dann ist der sto-
chastische Prozess (X,,)nen, mit

eine zufillige Irrfahrt auf RY. Ublicherweise ist Xy = o deterministisch und die Zuwéchse
Y7, Ys, ... werden als identisch verteilt vorausgesetzt. Analog zu den obigen Betrachtungen
folgt, dass dann (X,,)nen, eine Markoff-Kette ist.

2) Der Galton-Watson-Prozess

Ausgangspunkt fiir dieses Modell war die Beobachtung, dass immer wieder Adels-
geschlechter aus Mangel an ménnlichen Nachkommen ausstarben und somit immer
mehr traditionsreiche Namen aus der adligen Gesellschaft verschwanden. Der Naturfor-
scher Francis Galton und der Mathematiker Henry William Watson vedffentlichten im
Jahr 1874 eine Arbeit, in der ein entsprechendes Modell vorgestellt wurde. Spéter wurde
dieses Modell auch in anderen Gebieten eingesetzt, zur Modellierung der Ausbreitung
von Populationen oder in der Warteschlangentheorie. Der Galton-Watson-Prozess zeich-
net sich durch folgende Modellannahmen aus:

X1 =Xy =Tpp1 — 20, Xy = Xy 1 =T — Ty, ..., X1 — Xo =1 _I07X0:IO)

Xpy1 — Xp = 2pqq — ) (Xn —Xn1 =2y —Tp_1,..., X1 — Xog =11 — 10, Xog = xo)
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e Die erste Generation besteht aus einem Individuum. (Diese Einschrankung ist un-
problematisch; andernfalls betrachtet man mehrere sich parallel entwickelnde Pro-
zesse. )

e Jedes Individuum lebt exakt ein Zeitintervall lang.

e Das i-te Individuum im n-ten Zeitintervall produziert unahéngig von allen anderen
Individuen eine zufillige Anzahl Ni(n) von Nachkommen.

e Die Zufallsgrofsen Ni(") sind identisch verteilt mit Werten in Np.

Wenn wir nun mit X,, die zuféllige Anzahl der Individuen der n-ten Generation bezeich-
nen, so haben wir nach Voraussetzung Xy = 1 und fiir n > 1 erhalten wir

Xn
Xoir = 3 N,
=1

Da dies eine Summe von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen ist, so
hangt die bedingte Verteilung von X, ;1 nur von X,,, jedoch nicht von den vorangegan-
genen Werten X,,_1, X,,_o,... ab. Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten erhalten wir

P(Xpi1 = y|X, = 2) = P(ZN;n) _ y).
=1

Diese hangen offenbar nicht von n ab. Somit ist die Markoff-Kette homogen.

3) Das Ehrenfest-Modell

Dieses Modell wurde am Anfang des 20. Jahrhunderts von Paul Ehrenfest und seiner
Ehefrau Tatjana Ehrenfest-Afanassjeva zur Beschreibung von Diffusionsvorgéangen von
Molekiilen durch eine Membran eingefiihrt. Dabei wird vorausgesetzt, dass sich insgesamt
N Teilchen in zwei miteinander durchléssig verbundenen, aber nach auften abgeschlosse-
nen Behiltern befinden. Zum Zeitpunkt 0 mogen sich xy Teilchen in Behélter A sowie
N — z( Teilchen in Behélter B befinden. Zu den Zeiten n € N bewegt sich jeweils ein
rein zuféllig ausgewéhltes Teilchen in den anderen Behélter. Falls nun X,, die Anzahl der
Teilchen in Behélter A zum Zeitpunkt n beschreibt, so ist (X, ),en eine Markoff-Kette
und es gilt

X falls y = x — 1,
P(Xn+1 :y‘Xn:x) = N&’”, falls y = x + 1,
0, falls |z — y| # 1.

Ein typische Fragestellung ist hierbei, ob sich die Markoff-Kette ,einpendelt®, d.h., ob
sich die Verteilung von X,, einem Aquilibrium néhert, falls n — oc.
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4)  Ruinproblem

Zwei Spieler spielen wiederholt gegeneinander. Spieler 1 beginnt mit einem Guthaben
von n Euro, Spieler 2 mit N —n Euro. Bei jedem Spiel gewinnt Spieler 1 mit Wahrschein-
lichkeit p und erhélt darauthin von seinem Gegenspieler einen Euro. Spieler 2 gewinnt
mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p und erhélt in diesem Fall ebenfalls einen Euro von sei-
nem Gegner. Das Spiel endet, wenn einer der beiden Spieler sein gesamtes Geld verspielt
hat. Typische Fragestellungen sind hierbei, ob das Spiel jemals endet und mit welchen
Wahrscheinlichkeiten Spieler 1 bzw. Spieler 2 verlieren.

Dieses Spiel lésst sich nun als Markoff-Kette mit Zustandsraum E = {0,1,..., N} mo-
dellieren, wobei X,, = k bedeutet, dass Spieler 1 zum Zeitpunkt n ein Guthaben von k
Euro hat. Es gilt

D, falls y =x + 1,
P(XnH :y‘Xn:x) = q, falls y = x — 1,
0, falls |z — y| # 1.
Die Definition der Markoff-Eigenschaft besagt, dass das Verhalten einer Markoff-Kette
zum Zeitpunkt n+ 1 nur vom Zustand zur Zeit n, nicht jedoch von den Zusténden zu den
vorangegangenen Zeitpunkten abhéngt. Die folgenden Aussagen beschreiben, dass auch
die gesamte ,Zukunft“ nach n diese Eigenschaft besitzt.

Lemma 3.15. (X,,)nen, sei eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) definier-
te Markoff-Kette mit einem hdéchstens abzdhlbaren Zustandsraum E. Dann qilt fir alle
nk €N, xg,..., 00 € FE mit P(Xn =Zn,..., X0 :xo) > 0:

P( Xtk = Tngks - - -, Xng1 = Tpg1 | X = T, ..., Xo = 7p)

= P(Xn+l<: = Tnptks--- aXn—i-l = xn—l—l{Xn = xn)

Beweis. Aus dem Multiplikationssatz und der Markoft-Eigenschaft folgen
p(Xn+k — xn+k, e ,XO — xo)

= P(Xn+k: = fl7n+k|Xn+k—1 = Tngk—1y- -+, X0 = 950) T P(Xn—H = $n+1|Xn =Tn,. .., Xo = 1‘0)

P(Xn =Tn,...,X0 :xo)
= P(Xn+k = fl?n+k|Xn+k—1 = $n+k—1) "‘P(Xn+1 = xn-l—l‘Xn = ZEn)
P(X, = ,...,Xo= 1)
sowie
P(Xn+k = Tpihy .-y Xp = xn)
= P(Xpsh = Tt Xnshot = Trghots -, X = ) - P( X1 = T [ Xy = )

P(X, =)
= P<Xn+k = $n+k‘Xn+k—1 = $n+k:—1) T P(Xn-H = $n+1|Xn = xn)
P(X, =,).

Unter Beriicksichtigung von P(Xn = xn) > P(Xn =Zp,...,Xo= xo) > () folgt daraus
P(Xn+k = Tntks--- aXn-H = $n+1|Xn = Tns - - - 7XO = fo)
= P(Xn+k = Tn+ky--- 7Xn+1 = $n+1|Xn = Jl‘n)
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Die Aussage von Lemma tasst sich nun leicht auf das zukiinftige Verhalten der
Markoft-Kette iiber unendliche Zeitraume erweitern. Dazu definieren wir fiir £ € N

2, ={BxExXxEx---|B€E"}

das System der k-dimensionalen Zylindermengen in £F* := E X E X ---, mit
z:=\Jz
k=1

das System aller Zylindermengen sowie mit
A> = 0(Z2)

die davon erzeugte o-Algebrain F* =FE X E X ---.

Theorem 3.16. (X,)nen, sei eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) defi-
nierte Markoff-Kette mit einem hochstens abzdihlbaren Zustandsraum E. Dann gilt fir

alle n € N, xo,...,anEmitP(Xn:a:n,...,onxo) > 0:

P((Xps1, Xns2,...) € A|X, =2y, ..., Xo = m0)
= P((Xnt1, Xps2,...) € A| X, = 2,) VA € A®.

Beweis. Es sei zunichst A € Z;,, dh., A= B x Ex E x --- fiir ein B € E*. Nun folgt
aus Lemma B.15] und der o-Additivitit

P((Xns1, Xnsa,-..) € A| Xy =, ..., Xo = m9)
= P((Xns1,-. -, Xnsn) € Bl X, =2y, ..., Xo = 70)

— Z P(Xni1 = Tni1s o Xnph = Togk € B X, = 20, ..., Xo = 20)

= Z P(Xn+1 :$n+17-"7Xn+k:xn+k € B‘Xn:xn)

(Tnt1se Ttk )EB
= P((Xn-l—la s 7Xn+k) € B‘Xn = xn)
= P((Xpi1, Xng2,...) € A|X, = x,).

Nun sind jedoch P((XnH, Xniy2,...) € '|Xn =Tp,...,X0= :cg) und

P((XnH, Xpio,...) € ~‘Xn = xn) Wahrscheinlichkeitsmafe, welche auf dem durch-
schnittsstabilen Mengensystem Z {ibereinstimmen. Nach dem Eindeutigkeitssatz der
Mafstheorie folgt die Gleichheit dieser Wahrscheinlichkeitsmafe auf A°. O

Ubungsaufgabe

UA 3.6 (Y,,)nen, sei eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen mit P(Y, = 1) = p und
P(Y,=0)=1—p. Essei X,, :=2Y, + Y,1.
Begriinden Sie, dass (X,,)nen eine Markoff-Kette ist und bestimmen Sie die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten!
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Wir werden als Néchstes das Verhalten von Markoff-Ketten untersuchen, welche schon
lange gelaufen sind. Unter geeigneten Voraussetzungen kommt es zu dem Effekt, dass
sich das zuféallige Verhalten der Markoff-Kette ,einpendelt”, d.h., unabhéngig von Start
zum Zeitpunkt n = 0 werden die Verteilungen der X,, mit n — oo gegen eine Grenzver-
teilung streben. Maximale Stabilitit liegt vor, wenn die Verteilung der X, gleich bleibt.
Ein solches Verhalten der Markoff-Kette ist nur denkbar, wenn auch die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten sich nicht iiber die Zeit dndern, d.h., wenn sie zeitlich homogen sind.
Es sei also im Weiteren (X,),>0 eine Markoff-Kette auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P). Die Markoff-Kette moge einen hochstens abzdhlbaren Zustandsraum E so-
wie homogene Ubergangswahrscheinlichkeiten Pay = P (Xn+1 = y‘Xn = x) besitzen. Die
Ubergangswahrscheinlichkeiten konnen nun in einer sogenannten Ubergangsmatrix P an-
geodnet werden, wobei P := (puy)syer. Falls E eine endliche Menge mit N Elementen
ist, z.B. £ = {1,2,...,N}, so enthilt die i-te Zeile von P die Ubergangswahrschein-
lichkeiten P(X,11 = 1|X, = i), P(Xp1 = 2|X, = i),...,P(Xps1 = N|X, = i).
Wir bezeichnen mit pg(vo) = P(Xo = :v) die Wahrscheinlichkeiten der Anfangsverteilung
und fassen diese in einem Zeilenvektor p(® := (pgo))xe g zusammen. Dementsprechend ist
pOP = (P(X| = ))pcr der Vektor der Wahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt n = 1, pP?
der Vektor der Wahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt n = 2 u.s.w. Hier kommt nun die
Definition einer stationédren Verteilung:

Definition 3.17. (Xn)nen, sei eine Markoff-Kette auf (2, A, P) mit Zustandsraum E
und Ubergangsmatriz P. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung m auf E, gegeben durch einen
Vektor m = (74)zep, heifit stationdre Verteilung, falls

P =7,

d.h.,
Ty = szpmy Yy € F.

relR

Fiir einige der bereits erwdhnten Beispiele lassen sich die stationédren Verteilungen leicht
bestimmen.

e _Ruinproblem*

Damit die Markoff-Kette zu allen Zeiten n € Ny wohldefiniert ist legen wir fest, dass die
Kette nach dem ,Ruin® eines Spielers im zuletzt erreichten Zustand liegen bleibt. Damit
ergeben sich folgende Ubergangswahrscheinlichkeiten:

D, falls O0<ax < N, y=x+1,

q, falls 0<x < N, y=x—1,

1, falls =y =0 oder z=y= N,
0, sonst.

Doy = P(Xn+1 = y}Xn = a:) =
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Die Ubergangsmatrix hat dann folgende Gestalt:

1 0 0 ... 0 O
qg 0 »p
0 qg

P = (pxy)x,y:O,..‘,N - 0
: g 0 »p
O 0o ... 0 0 1

Mogliche stationédre Verteilungen kénnen nun relativ leicht erraten werden. Wegen des
dann eintretenden Ruins eines der Spieler sind die Zustidnde 0 und N “absorbierend”,
d.h., erreicht die Markoff-Kette einen dieser Zustédnde, so verbleibt sie in diesem fiir
immer. Folglich sind 7(® = (1,0,...,0) sowie 7™ = (0,...,0, 1) offensichtlich stationire
Verteilungen. Man kann dies auch formal nachpriifen; es gilt jeweils 70 = 7 P. Aus dem
gleichen Grund sind auch 7 := (,0,...,0,1 — «) fir a € (0, 1) stationédre Verteilungen.
Ein etwas genaueres Hinsehen ist notwendig um festzustellen, dass damit aber die Menge
der stationdren Verteilungen erschopft ist. Angenommen, m = (7?0, e ,7TN) mit 7, > 0
fir ein z € {1,...,N — 1} sei eine stationdre Verteilung. Wegen p, .41 = p > 0 und
Pzz—1 = q > 0 folgt dann auch, dass 7,41 > 0 und 7,_; > 0 sind. Auf diese Art folgt,
dass insbesondere auch 71 > 0 und 7y_; > 0 gelten. Nun folgen aber sowohl

E TePeo = To + M1 Pro > To
~—~
CCEE :q>0

als auch

ZM%N =7TN + TN_1PN-1,N > TN.
——

zelR —p>0

Damit ist klar, dass 7 keine stationédre Verteilung ist. Anhand dieses Beispiels wird aufser-
dem klar, dass eine stationdre Verteilung nicht eindeutig bestimmt sein muss. Kriteriem
fiir die Existenz und auch fiir die Eindeutigkeit der stationdren Verteilung werden im
Folgenden hergeleitet. Wir beschranken uns hier auf den Fall eines endlichen Zustands-
raumes F.

Theorem 3.18. (X,)nen, sei eine Markoff-Kette auf (Q, A, P) mit einem
endlichen — Zustandsraum —E  und  homogenen  Ubergangswahrscheinlichkeiten
Py = P(XnH = y}Xn = :c) firn € Ng und x,y € E.

Dann besitzt (X,,)nen, mindestens eine stationdre Verteilung m = (ﬂ'x)zeE.
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Beweis. Wir nehmen an, dass die Markoff-Kette geméf einer beliebigen Anfangsvertei-

lung p©@ = (pggo))gce © gestartet wird. Es sei p™ die Verteilung der Markoff-Kette nach n

Schritten, d.h.,
p(n) = (P(Xn = x))er = p(O)Pn7

wobei P" das n-fache Produkt der Ubergangsmatrix P ist. Wir betrachten die folgenden

Cesaro-Mittel:
1 n
T(n) = E Zp(k).
k=1

Die 7™ liegen in der kompakten (da abgeschlossen und beschrinkt) Teilmenge M :=
{(ax):pGE: a, €[0,1]Ve € B, Y  pa, = 1} des R¥, wobei K die Anzahl der Elemente
von F ist. Daher existiert eine Teilfolge (n)keny von N mit

)y (o0)

k—o0

fiir ein gewisses 7(°) € M. Nun gilt:

ng
Z?T;nk)pmy = Z (ni ZP@)My
=1

z€E welE 'k
1 &
- S
k =1 z€F
pSJH—l)
1 &
_ ) (nk+1 1
= - O 4 {pynk ) pé)}
k l:l 7
— o
:ﬂ_(nk) k— o0

An dieser Stelle sehen wir, warum wir Cesaro-Mittel 7@(/") betrachtet haben. Bis auf einen
gegen 0 konvergierenden Restterm stimmt ) _p Wg(c"’“)pxy mit 7" {iberein. Mit k — oo
erhalten wir nun

Z T p,, = W?SOO) Yy € E,

zeE

d.h., der Vektor 7(>®) = (Wg(goo beschreibt eine stationdre Verteilung. O

)>x€E

Das eben bewiesene Theorem liefert zwar die Existenz einer stationdren Verteilung,
nicht aber deren Eindeutigkeit. Um die Nichteindeutigkeit auszuschliefsen, miissen wir eine
Situation wie beim Ruinproblem vermeiden, wo die beiden absorbierenden Zusténde 0
und N dafiir sorgen, dass mehr als eine stationdre Verteilung existiert. Die folgende
Aussage liefert ein entsprechendes Resultat.
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Theorem 3.19. (X, )nen, sei eine Markoff-Kette auf (Q, A, P) mit einem
endlichen  Zustandsraum E  und  homogenen  Ubergangswahrscheinlichkeiten
pxy:P(XnH:y}Xn:x) firn € Ng und z,y € E. pg;) (v,y € E, n € N) sei-
en die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten. Zusdtzlich setzen wir voraus, dass ein
no € N und ein yy € E existieren mit

P >0 VzeE.

0

(i)  Es existiert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung m = (7,)zer, sodass bei einer belie-
bigen Startverteilung p® = PXo gilt

P(X,=z) — m, Vz€E.

n—00

(i) st die eindeutig bestimmte stationdre Verteilung von (X, )nen, -

Beweis. (i)  Nach Theorem besitzt die Markoff-Kette mindestens eine stationére
Verteilung. 7 sei eine beliebige dieser Verteilungen. Wir zeigen, dass dann

P(X,=z) — m, Vz€E (46)

n—oo

gilt. Dazu benutzen wir eine typische Kopplungsmethode: Auf einem geeigneten Wahr-
scheinlichkeitsraum (2,4, P) werden zwei Markoff-Ketten (X, )nen, und (X/),en, mit
jeweiligen Ubergangswahrscheinlichkeiten Dzy SO konstruiert, dass )?0 ~ p® und )?6 ~ T
erfiillt sind. D.h., die erste Kette wird mit der beliebig gewihlten Verteilung p(® gestartet,
wahrend die zweite mit der beliebig gewéahlten stationdren Verteilung 7 gestartet wird.
Nun gelten

PXn — pX»

und, wegen Stationaritat der zweiten Kette,
pPXn = .

Die Kette (X,)nen, imitiert somit das zufillige Verhalten der Originalkette (X, )neng,
wihrend die zweite Kette (X]),en, den Vergleich zum stationédren Verhalten liefert. Beide
Ketten sollen nun unter Beriicksichtigung der vorgegebenen Ubergangswahrscheinlichkei-
ten derart miteinander gekoppelt werden, dass

B(R. 2 X) — 0

n—oo

gilt. Daraus folgt dann .
Die durch Kopplung erzeugte Markoft-Kette hat Werte in £ x E, eine Anfangsverteilung
mit (XO, X(’))T ~ p® ® 7 und besitzt die folgenden Ubergangswahrscheinlichkeiten:

Y v Loyl !
~ X’n—H Y Xn T Pzy Py falls =« 5& 1’/7 /
P j\(:’ - / )}:/ = ! = Pzxy, falls z ==« , Y=1,
n+1 Y n 0’ falls = LE/, y 7& y/‘
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Diese Vorschrift bedeutet, dass sich die beiden Markoff-Ketten ()?n)neNO und (X)) nen,
voneinander unabhingig entwickeln bis sie zu einem zufélligen Zeitpunkt 7" := inf { n >

0: X, = )?;L} erstmals zusammentreffen. Ab diesem Zeitpunkt fallen die beiden Ketten
zusammen, d.h., P (Xn = )?,’1 Vn > T) = 1. Die Konstruktion sichert auferdem, dass

sich beide Markoff-Ketten gemif der vorgegebenen Ubergangswahrscheinlichkeiten Day
entwickeln. Daher gilt die folgende entscheidende Abschétzung:

Z ‘ P(Xn - ZL‘) - T }
e ———
=P(X,=1) =P(X;=x)
= Y |P(X,=2) - P(X] =)
el
< Y| P(Xu=2,X,= X)) — P(X, =2, X, = X))

TV
zel -0

(R =, Ky £ X)) — PR =, X £ X))

= Y |P(X=a X £ X)) - P(X), =2, %, £ X))

zeFE
< Y PR =X £ X)) + Y PR =0 K, £ X)
z€E zelR
~ 2B(X, £ X)), (47)

Es ist nun noch zu zeigen, dass 15()?” #+ )?7’1) — 0. Es sei

n—00
@ = min il e B}

Nun gilt

P(Xisno 7 Xpopno | Xi # X1

Zx,x’eE,x;ﬁx/ ]S(kao =+ )~(,’C+n07 X, =, )}l/c

Zm,x’GE,:p;ﬁz’ ]S(Xk =, )?,’6 = q;/)
Lwenats 15(55“”0 a Xl/c+no|)~(k =z, X, =2')P(Xy =1, X = ')
Zx,x’EE,x;ﬁx/ ﬁ@h =z, )?,’g = 3;/)

I
s
—

< 1 - min{ﬁ()?kmo = )?,’ﬁno = yo})?k =1, X, = ). w2 € E, ﬁ()?k =, )?,i, =a') >0}
< 1-a%

Daher erhalten wir mit k,, := [n/ng] (k, ist die grofte ganze Zahl, welche kleiner oder

gleich n/ng ist.)

P(X,# X))

< PRy # Kh)
= PRy # KL) P(Kans # Kby Ko # K1) - P(Rromy 7 K| Koo # Koo 100)

[

<l-a? <l-a? <l-a?

< (1 — aQ)k" — 0.

n—oo

Dies ergibt zusammen mit Behauptung (i).
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(i)  Die Verteilung m wurde am Anfang des Beweises von (i) als eine stationdre Ver-
teilung gewdhlt. Es ist noch deren Eindeutigkeit zu begriinden. Falls nun 7’ = (7),),ep
eine beliebige stationére Verteilung ist, so folgt mit denselben Schritten wie im Beweis
von (i), dass

P(X,=z) — m, Vzeck.

n—oo
Damit folgt aber wegen , dass 7, = m, fir alle z € E gilt. Somit ist die stationére
Verteilung eindeutig bestimmt. O]

e Ehrenfest-Modell

Es sei daran erinnert, dass bei diesem Modell der Zustandsraum E = {0,1,..., N} ist
und die Ubergangswahrscheinlichkeiten durch

N fallsy =ao — 1,

Doy = N]?’, falls y = x + 1,

0, falls v —y| # 1

gegeben sind. Wir erhalten folgende Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten:
N
o 5§ 0 ... 0
N_ )
vy 0 5

P - (pmy)r y=0,....N — O % ’ 0
C o0 4
0o ... 0 £ 0

Nach Theorem lasst sich ein Kandidat fiir eine stationdre Verteilung erahnen. An-
genommen, die Markoff-Kette liduft schon sehr lange (n grof), so wird wohl jedes der N
Teilchen mehrmals den Behilter gewechselt haben. Folglich konnte ein stationires Re-
gime so aussehen, dass sich ein jedes Teilchen jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 in Be-
halter A oder Behilter B befindet. Dies wiirde bedeuten, dass die Anzahl der Teilchen
in Behélter A eine Binomialverteilung mit Parametern N und 1/2 besitzt. Das ldsst sich
folgendermafien verifizieren. Es sei

T = (T, m1,...,TN) = ((‘Z)QN, (JDQN<]]:;)2N>

Nun gelten

N ~ 1 _
Zﬂszo = mMpio = <1)2 NNIQNIWO,

N
Zﬂ—xpr = TrN_le—l,N - (N— 1)2_N — = 2_N = TN

sowie, fiir y € {1,..., N — 1},

E TePey = Ty—1Py—1y T Ty+1Dy+1y

- - (y]ifl>2N N—Eg—l) i (y]11>2NyTH
G- (-

Somit ist 7w eine stationdre Verteilung. Die Eindeutigkeit der stationédren Verteilung ist
hier weniger offensichtlich, folgt aber nach Theorem [3.19]
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Ubungsaufgabe

UA 3.7 Ein stochastischer Prozess (X, )nen, auf (Q, A, P) mit einem hochstens abzéhlbaren
Zustandsraum F ist eine Markoff-Kette m-ter Ordnung, falls fiir allen > m—1
und xg, ..., T, € F mit P(Xn =Tp,...,Xg= xo) > ( gilt, dass

P(Xn+1 = 'rn—&—l‘Xn = Tp,... ,XO = l’o) = P(Xn+1 = xn—&-l‘Xn = Tp, ... 7Xn—m+1 = xn_m+1).

Es seien nun E' := E™ das m-fache Produkt des Zustandsraumes £ und X] =
(Xn+m—1a s 7Xn>‘

Zeigen sie, dass (X, )nen, eine Markoff-Kette der Ordnung m genau dann ist, wenn
(X} )nen, eine Markoff-Kette der Ordnung 1 ist!

UA 3.8 (Y,)nen, sei eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen mit P(Y, = 1) = p =
1 — P(Y, = —1) fiir alle n € Ny.
Zeigen sie, dass (X,,)nen, mit X,, = Yp - - - Y, eine Markoff-Kette ist, bestimmen Sie
die Ubergangsmatrix sowie die stationére Verteilung!
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Absorptionswahrscheinlichkeiten

Bei einer Markoff-Kette kann es gewisse Zustinde geben, welche nach einem erstmaligen
Erreichen nicht mehr verlassen werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein solcher Zustand
erreicht wird, kann dabei durchaus von Interesse sein. Beim Galton-Watson-Prozess (Bei-
spiel 2) bedeutet das Erreichen des Zustandes 0, dass die durch diesen Prozess model-
lierte Population ausstirbt. Beim Ruinproblem (Beispiel 4) gewinnt Spieler 1, falls der
Zustand N erreicht wird und Spieler 2, falls 0 erreicht wird. Ausgehend vom Anfangs-
kapital x des Spielers 1 kann man sich hier nach der Wahrscheinlichkeit eines Gewinns
durch diesen Spieler fragen. Im Weiteren untersuchen wir die Wahrscheinlichkeit, dass
eine im Punkt x gestartete Markoff-Kette diesen Zustand erreicht. Zur klaren Kennzeich-
nung des Falles einer in x deterministisch gestarteten Markoff-Kette bezeichnen wir das
entsprechende Wahrscheinlichkeitsmafs mit P?.

Definition 3.20. (X, ).en, sei eine Markoff-Kette mit einem hdochstens abzahlbaren Zu-
standsraum E und homogenen Ubergangswahrscheinlichkeiten Day- Ein Zustand z € E
heifit absorbierend, falls p.. = 1. In diesem Fall heif$t

h.(z) = P*(Xy =z fir alle k >n und ein n € N)
P N{Xk = 2} Xo = 2)
n>0 k>n

die Absorptionswahrscheinlichkeit in z beim Start in x € E.

Theorem 3.21. (X,,)nen, Se€i eine Markoff-Kette mit einem hdchstens abzdhlbaren Zu-
standsraum E und homogenen Ubergangswahrscheinlichkeiten py,. z € E sei ein absor-
bierender Zustand und x € E sei beliebig. Dann gelten:

(i) h.(x) = lim, o P* (Xn = z),
(ii) h, ist die kleinste nichtnegative Funktion mit h,(z) =1 und

¥) = Y Payh(y) VzEE. (48)

yelR

Beweis. (1) Aus der Stetigkeit von unten folgt

ho(x) = P*(|J ({Xe=2}) = lim P ( ({Xk=2}) = lim P*({X, = z}).
n>0k>n k>n
—_——
—{X,=2}
(ii)  h.(x) >0 und h.(z) =1 gelten offensichtlich. Weiterhin gilt

pryhz me Xl—y Px Uﬂ{Xk_ZHXl_y)

yeE yekl n>1k>n

Pr(J (X =2})

n>1k>n

Pr(J N{Xe =2}) = ha(a).

n>0 k>n
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Wir bezeichnen mit pE,;Z) die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten. Es sei nun A eine
nichtnegative Funktion mit h(z) = 1, welche erfiillt. Dann gilt

h(z) = pryh<y) = pr,yl Zpyl,yzh(y2>

vek ek y2€E
= Zpg(cz,g)/Qh(yQ) = ... = Zpéz)h(y)
y2EL Vel

> pih(z) = pl) = P*(X, = z).
Mit n — oo erhalten wir schliefslich

h(z) > lim P*(X, =z) = h.(2),

n—oo

d.h., h, ist die kleinste nichtnegative Funktion mit h.(z) = 1, welche erfiillt. ]

Die zweite Aussage von Theorem kann benutzt werden um die Absorptionswahr-
scheinlichkeiten bei den oben angefiihrten Beispielen zu bestimmen.

Ruinproblem (Beispiel 4)

Es wird angenommen, dass zwei Spieler wiederholt gegeneinander spielen. Spieler 1 habe
ein Anfangskapital von z Euro, Spieler 2 von N — x Euro. Der Gewinner eines Spiels
erhélt jeweils einen Euro von seinem Gegner. Wir nehmen vereinfachend an, dass die
Spielausginge unabhéngig sind und dass jeder Spieler ein jedes einzelne Spiel mit Wahr-
scheinlichkeit 1/2 gewinnt. Wir bezeichnen mit X, das Kapital von Spieler 1 nach n
Spielen. Das Spiel endet, wenn einer der Spieler sein gesamtes Kapital verspielt hat. In
diesem Fall verbleibt der Prozess in dem entsprechenden absorbierenden Zustand. Wir
erhalten eine Markoff-Kette (X,,)nen, mit Zustandsraum E = {0,..., N}, Xy = x und
homogenen Ubergangswahrscheinlichkeiten

1/2, falls 0 <z <N, |z —y| =1,
Pay = P(Xpi1 =y[Xn=2) =< 1, falls #=y=0 oder z=y=N,
0, sonst.

(Um weitere Komplikationen zu vermeiden, definieren wir diese Ubergangswahrschein-
lichkeiten so, auch wenn P(X,, = x) > 0 nicht klar ist.)
Gesucht sind nun die Wahrscheinlichkleiten hy(z) und hy(x), dass Spieler 1 bzw. 2 ver-
liert. Nach Theorem [3.21ist ho: E — [0, 1] die kleinste Funktion, welche die Bedingungen
ho(0) = 1 sowie

ho(z) = pryho(y) VreE

yer

erfiillt. Die triviale Losung ho(z) = 1 fiir alle x € E scheidet von vornherein aus, da der
Zustand N ebenfalls absorbierend ist und daher hy(N) = 0 gilt.
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Fir 0 < 2 < N erhalten wir
1 1
woraus

folgt. Mit den obigen Nebenbedingungen ho(0) = 1 und ho(N) = 0 erhalten wir als
einzige Losung v
-z
ho([E) = N s
d.h., Spieler 1 verliert mit einer Wahrscheinlichkeit von 1—z/N. Mit analogen Rechnungen
findet man, dass hy(z) = x/N ist, d.h., das Spiel endet mit Wahrscheinlichkeit 1 und
Spieler 2 verliert mit einer Wahrscheinlichkeit von x/N.

Galton-Watson-Prozess (Beispiel 2)

Es sei (Ni(n))iEN nen, €in Dreiecksschema von unabhéngigen und identisch verteilten Zu-
fallsvariablen mit Werten in Nj. Falls die n-te Generation aus mindestens 7 Individuen
besteht, so bezeichnet Ni(") die Anzahl der Nachkommen des i-ten Individuums der n-ten
Generation. X, sei die Anzahl der Individuen der n-ten Generation. Die Entwicklung des

Prozesses (X, )nen, wird durch die Rekursionsgleichungen
Xn
Xn+1 — ZNz(n)
i=1
beschrieben. Somit erhalten wir folgende Ubergangswahrscheinlichkeiten:
i=1

Die Verteilung von Ni(") werde durch den Vektor p = (p(k))keNo beschrieben, wobei

plk) =P (Ni(n) = k). Die Verteilung von > 7, NZ-(") ist somit gleich der z-fachen Fal-
tung von p. (Wir identifizieren der Einfachheit halber die Verteilung mit dem Vektor der
Wabhrscheinlichkeiten.) Der Zustand 0 ist offensichtlich absorbierend und beschreibt das
Aussterben der Population. Gesucht ist jetzt die Wahrscheinlichkeit ho(k), dass die ge-
samte Population, welche zum Zeitpunkt 0 aus k Individuen besteht (Xy = k), ausstirbt.
Wir werden diese Absorptionswahrscheinlichkeiten mit Hilfe von Theorem bestim-
men. Dabei werden wir uns auf den nichttrivialen Fall p(0) € (0, 1) beschrénken, da die
Population bei p(0) = 0 niemals und bei p(0) = 1 sofort ausstirbt. Zunéchst halten wir

fest, dass
k

ho(k) = (ho(1))*  VkeN (49)

gilt.
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Das ist inhaltlich sofort klar, wenn man anstelle von einer mit & Individuen startenden
Population die Entwicklung von k& unabhéngigen Populationen ((X,(f) JneNg, 1 =1,...,k)

mit Xéi) = 1 betrachtet. Dann gilt natiirlich wegen der vorausgesetzten Unabhéngigkeit,
dass

ho(k) = P(alle k Populationen sterben aus)
= P (erste Population stirbt aus) - - - P(k-te Population stirbt aus) = (ho(l))k.

Eine formale Begriindung von kann folgendermafen gegeben werden: Es gilt

Pri = P(Nl(l)+"'+N;§1) =1) = Z P(Nfl) =l,... NV =1) = Z P DL

L+l =l L+l =l

woraus insbesondere

PH(x; = 0) = (P!(X1 = 0))k

folgt. Mit vollstandiger Induktion bekommen wir

PH(X,=0) = ipk(xl =) P(X, =0|X; =1)

= Zpklpl no1=0)

(P (Xuo1=0))'

> Iyt
= Z Z Py P1lk<P1(Xn—1=0)) '

el =l

_ (Zopup 0)>k
= (Pea=0)"

Nach (i) von Theorem [3.21| gilt aber nun P*(X,, =0) — ho(k), woraus folgt.

n—oo

Zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit des Aussterbens einer Population mit einem
Individuum zum Zeitpunkt 0 miissen wir nach (ii) von Theorem nach der kleinsten
nichtnegativen Funktion h suchen mit ~2(0) = 1 und

= puh(l)  VkeN,
Wegen (49)) geniigt es, die kleinste nichtnegative Zahl ¢ zu finden mit

= > mud  VkeN.



74

Dafiir wiederum ist hinreichend, dass
qg=> pud (50)
1=0

gilt. Wegen pyy = >, 4y Pri, - Py, folgt dann

Soowd =Y > pncop T = (Zpu ql>k = ¢~
=0

=0 Li+-+1l=l =0

Wir definieren eine Funktion f mit

o

f(s) = Zp(k)sk —s Vse|0,1]

k=0

und suchen die kleinste nichtnegative Nullstelle dieser Funktion.

Fall 1: EN™ <1
Falls p(k) = 0 fiir alle & > 2, so folgt wegen p(1) =1 — p(0) < 1

f(s) = p(0) + p(l)s — s
= p0) + (p(1) = 1) s

———
<0

> p(0) + (p(1) = 1) = f(1) =0  Vse[0,1).

Falls jedoch p(ko) > 0 fiir ein kg > 2, so folgt wegen der Abschitzung 1 — s* =
k:fsl uF~tdu < k(1 —s) fiir s € [0,1) und k > 2, dass

fls) = [f(s) = f(1)

= pW)(s = 1) + S plk)(sF — 1) +(1—s)

-~

>3 k=g kp(k)(s—1)

> (1- ikp(k))(l —s) >0 V¥selol).

In beiden Féllen sehen wir, dass die Funktion f die kleinste nichtnegative Nullstelle im
Punkt 1 hat. Demzufolge gilt ho(1) = 1 und somit auch

d.h., unabhéngig von der Anzahl der Individuen zum Zeitpunkt O stirbt die Population
mit Wahrscheinlichkeit 1 aus.
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Fall 2: EN™ >1

Wegen EN™ = Y peo kp(k) > 1 existiert ein K € N mit

Nun gilt fiir s € [0, 1)

f(s) = f(1) = kzzoﬂ(k) (s ; )+ (1-3)
< > pR) (" = 1) + (1 — ) = g(s)
Nun gilt ¢g(1) = 0 und
%g(s) = ka(k) —1>0.
k=0

Damit existiert ein sy € [0,1) mit g(sg) < 0, woraus f(sg) < f(1) folgt. Wegen f(0) =
p(0) > 0 folgt jedoch, dass f mindestens eine Nullstelle in [0, 1) besitzt. Die kleinste
Nullstelle ist dann gleich der gesuchten Aussterbewahrscheinlichkeit hg(1). Das kénnen
wir noch prézisieren: Falls sogar p(0) = 0, so ist diese wegen f(0) = p(0) = 0. Falls
p(0) > 0, so gilt f(0) > 0 und es folgt, dass ho(1) € (0, 1).

Ubungsaufgabe

UA 3.9 Zwei Spieler A und B seien am Beginn im Besitz von a bzw. b Euro. Sie spielen
wiederholt ein Spiel, wobei angenommen wird, dass die jeweiligen Spielausgéinge
stochastisch unabhéngig sind und dass Spieler A ein einzelnes Spiel mit einer Wahr-
scheinlichkeit p > 0 gewinnt sowie mit Wahrscheinlichkeit ¢ > 0 verliert. Mit einer
Wahrscheinlichkeit von r = 1 —p — ¢ > 0 endet das Spiel unentschieden (z.B. beim
Schach). Gewinnt A, so erhélt er einen Euro von B, falls er verliert, zahlt er einen
Euro an B, bei einem Unentschieden wird nichts gezahlt. Das Spiel ist beendet,
wenn einer der Spieler sein Kapital verloren hat. Es sei X, das aktuelle Kapital
(nicht der Gewinn!) von Spieler A zum Zeitpunkt n (X, = a).

(i) Bestimmen Sie den Zustandsraum E und die Ubergangsmatrix P = (puy)zyer
der Markoff-Kette (X,)nen,!

(ii) Welche Zusténde sind absorbierend und wie sind die Absorptionswahrschein-
lichkeiten beim Start im Zustand a?
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