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Aufgabe 35

(i) Sei θ̂ =
∑n

i=1 aiXi mit a1, . . . , an ∈ R. Dann gilt

Eθ[θ̂] = Eθ[
n∑
i=1

aiXi] = a1Eθ[X1] + . . .+ anEθ[Xn] = (a1 + . . .+ an)θ.

Damit θ̂ erwartungstreu für θ ist, muss also a1 + . . .+ an = 1 gelten.

(ii) Da die Xi unabhängig sind, sind auch aiXi mit ai ∈ R, i = 1, . . . , n, unabhängige
Zufallsvariablen. Damit und unter Voraussetzung der Erwartungstreue von θ̂ gilt daher

Eθ[(θ̂ − θ)2] = Eθ[(θ̂ − Eθ[θ̂])2] = Varθ[θ̂]

= Varθ[
n∑
i=1

aiXi] =

n∑
i=1

a2iVarθ[Xi] =

n∑
i=1

a2i .

Der Hinweis liefert mit ān = 1
n

∑n
i=1 ai = 1

n

n∑
i=1

a2i =

n∑
i=1

(ai − ān)2 + nā2n

=

n∑
i=1

(
ai −

1

n

)2

+
1

n
≥ 1

n
,

da der Ausdruck in der Summe stets nichtnegativ ist. Wählen wir ai = 1
n für alle i =

1, . . . , n, wird der mittlere quadratische Fehler entsprechend minimal.
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Aufgabe 36

(i) Unter Ausnutzung der Unabhängigkeit gilt

FY (x) = P (Y ≤ x)

= P (X1 ≤ x,X2 ≤ x, . . . ,Xn ≤ x)

= P (X1 ≤ x) · P (X2 ≤ x) · ... · P (Xn ≤ x)

=
(x
θ

)n
, x ∈ [0, θ],

sowie FY (x) = 0 für x ≤ 0 und FY (x) = 1 für x ≥ θ. Die Dichte fy erhalten wir als
Ableitung der Verteilungsfunktion:

fy(x) =
n

θn
xn−1 · 1[0,θ](x).

(ii) Sei θ̂ = cnY . Dann ist

Eθ[θ̂] = cn ·
∫ ∞
−∞

x · fy(x) dx

= cn ·
n

θn
·
∫ θ

0
xn dx

= cn ·
n

θn
·
[
xn+1

n+ 1

]θ
0

= cn ·
n

θn
· θ

n+1

n+ 1

= cn ·
n

n+ 1
· θ.

Damit der letzte Term θ ergibt, muss cn · n
n+1 = 1 sein. θ̂ ist also ein erwartungstreuer

Schätzer für θ, falls cn = n+1
n .

(iii)

Eθ[(θ̂ − θ)2] = Eθ[θ̂
2 − 2θθ̂ + θ2]

=

(
n+ 1

n

)2

Eθ[Y
2]− 2θ · n+ 1

n
Eθ[Y ] + θ2

=

(
n+ 1

n

)2 n

n+ 2
θ2 − 2θ · n+ 1

n
· n

n+ 1
θ + θ2

=
(n+ 1)2

n(n+ 2)
θ2 − 2θ2 + θ2

=
1

n(n+ 2)
θ2.
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